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ÄËß ÐÅÀËÜÍÛÕ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÉ 
 
 

Èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå èñêðèâëåíèÿ òðàåêòîðèè â ðàñ÷åòàõ ñäâèãîâ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ ëèíèé ìîëå-
êóë. Èñïîëüçóþòñÿ òî÷íûå ðåøåíèÿ êëàññè÷åñêèõ äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëàãàåìîãî âòîðîãî 
ïîðÿäêà ôóíêöèè ïðåðûâàíèÿ. Ïîëó÷åíà óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ äâóõ ïðèâåäåííûõ àðãóìåíòîâ, íå çàâèñÿùàÿ 
îò ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà è íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñòîëêíîâåíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ó÷åñòü ðåàëüíûå òðàåêòîðèè. 

 
 

Îáùåïðèíÿòîå ïðèáëèæåíèå ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ, îïðåäåëÿþùèõ ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè 
óäàðíîé òåîðèè óøèðåíèÿ è ñäâèãà ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ïðÿìîëèíåé-
íûõ òðàåêòîðèé îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö [1—5]. Ýòî ïðèáëèæåíèå ïîçâîëÿ-
åò óïðîñòèòü âû÷èñëåíèå èíòåãðàëîâ ïî âðåìåíè [1] è äàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû äëÿ «ñèëüíûõ» 
ñòîëêíîâåíèé, êîãäà äàëüíîäåéñòâóþùàÿ àíèçîòðîïíàÿ ÷àñòü ìåæìîëåêóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà «ïðåðû-
âàåò» ïðîöåññ ïîãëîùåíèÿ èëè èçëó÷åíèÿ íà îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ ïðèöåëüíûõ ðàññòîÿíèÿõ. 

Âìåñòå ñ òåì èìååòñÿ öåëûé ðÿä ïðèìåðîâ, êîãäà ýòî ïðèáëèæåíèå äàåò áîëüøèå îøèáêè ïðè âû-
÷èñëåíèè êîýôôèöèåíòîâ óøèðåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé. Â [6—8] áûëè ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ó÷åòà 
èñêðèâëåíèÿ òðàåêòîðèè â ðàìêàõ ïîëóêëàññè÷åñêîé óäàðíîé òåîðèè. Îíè èñïîëüçóþò ìîäåëüíûå 
ïðåäñòàâëåíèÿ òðàåêòîðèè è â ïðèáëèæåíèè ýôôåêòèâíîé ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè ïðèâîäÿò ê òåì 
æå ðåçîíàíñíûì ôóíêöèÿì, íî ñ íåêîòîðûì ïåðåîïðåäåëåíèåì ïàðàìåòðîâ. Ïîëó÷àåìûå ïðè ýòîì 
ïîïðàâêè ê êîýôôèöèåíòàì óøèðåíèÿ îêàçûâàþòñÿ çíà÷èòåëüíûìè äëÿ ñëàáîóøèðÿþøèõñÿ ëèíèé 
[9]. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî áîëåå äåòàëüíîå èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ èñêðèâëåíèÿ òðàåêòîðèè ñòîëêíîâå-
íèåì ïðè ðàñ÷åòàõ óäàðíûõ ïàðàìåòðîâ êîíòóðà ëèíèè. 

Â [10] èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå èñêðèâëåíèÿ òðàåêòîðèè íà ðàñ÷åò ñëàãàåìîãî ïåðâîãî ïîðÿäêà 
ôóíêöèè ïðåðûâàíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî ñäâèã êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîé ëèíèè â êîðîòêîâîëíîâîé 
îáëàñòè. Ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè òî÷íûõ ðåøåíèé êëàññè÷åñêèõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, êîòî-
ðûå, êàê èçâåñòíî, ëåãêî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äëÿ èçîòðîïíîãî ïîòåíöèàëà. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ýòîò 
ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ÷àñòè ïîòåíöèàëà, îï-
ðåäåëÿþùèõ ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ôóíêöèè ïðåðûâàíèÿ. 

Êàê ïîêàçàíî â [5], ðåçîíàíñíàÿ ôóíêöèÿ 
1 2l lf  ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû ïðîèçâå-

äåíèé Ôóðüå îáðàçîâ ìåæìîëåêóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà: 
 

 (1) 
 

ãäå 
 

 
 

 
 

 (2) 
 

Ôîðìóëà (1) îïðåäåëÿåò ðåçîíàíñíóþ ôóíêöèþ 
1 2l lf  äëÿ îòäåëüíîãî ñëàãàåìîãî â ìóëüòèïîëüíîì ðàç-

ëîæåíèè ìåæìîëåêóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà; l1, l2 — ìóëüòèïîëüíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ; (cos )m
LP   — ïðè-

ñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà; ,ii jj    — ÷àñòîòû âèðòóàëüíûõ ïåðåõîäîâ â ïîãëîùàþùåé è 

óøèðÿþùåé ìîëåêóëàõ ñîîòâåòñòâåííî; r(t) — ðàññòîÿíèå ìåæäó ìîëåêóëàìè â ìîìåíò âðåìåíè t; 
(t), (t) — àçèìóòàëüíûé è ïîëÿðíûé óãëû. Âûðàæåíèå (1) îïðåäåëÿåò ðåçîíàíñíóþ ôóíêöèþ ñ 
òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ. 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî âðåìåíè â (2) îïðåäåëèì êîîðäèíàòíóþ ñèñòåìó ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
1) öåíòð êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû ïîìåñòèì â öåíòð ìàññ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö; 2) ïîñêîëüêó ïðè îïðå-
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äåëåíèè r(t) â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ íåêîòîðûé ýôôåêòèâíûé èçîòðîïíûé ìåæìîëåêóëÿð-
íûé ïîòåíöèàë, âñëåäñòâèå ÷åãî òðàåêòîðèÿ áóäåò ëåæàòü ïîëíîñòüþ â îäíîé ïëîñêîñòè, âûáåðåì ïëîñ-
êîñòü õó êàê ïëîñêîñòü, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ñòîëêíîâåíèå, òî åñòü z(t) = 0, (t) = /2. Òîãäà 
 

 
 

 (3) 
 

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ èçîòðîïíîãî ïîòåíöèàëà U(r) ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû â îáùåì 
âèäå [11]: 
 

 
 

 (4) 
 

ãäå rñ — ðàññòîÿíèå íàèáîëüøåãî ñáëèæåíèÿ; E = v2/2 — êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îòíîñèòåëüíîãî 
äâèæåíèÿ; v — íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü;  — ïðèâåäåííàÿ ìàññà; b — ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð; Ì = bv —
óãëîâîé ìîìåíò îòíîñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîìåíò è ýíåðãèÿ îòíîñèòåëüíî-
ãî äâèæåíèÿ ñîõðàíÿþòñÿ. 

Êàê è â [10], èñïîëüçóåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ (4) äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ èíòåãðàëîâ â (3). 
Êîíñòàíòû ñ1 è ñ2 ìîæåò âûáðàòü òàê, ÷òîáû ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñîîòâåòñòâîâàë íàèáîëüøåìó ñáëè-
æåíèþ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö è äëÿ t = — êîîðäèíàòà ó = — (ñòîëêíîâåíèå ïðîèñõîäèò «âäîëü 
îñè ó»), ïðè ýòîì c1 = 0, à çíà÷åíèå c2 äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé íåñóùåñòâåííî. Ââåäåì 
â (3) è (4) áåçðàçìåðíóþ ïåðåìåííóþ ó = r/rñ è, ïðîâåäÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ â ïîäûíòåãðàëüíûõ 
âûðàæåíèÿõ, ïðåäñòàâèì (4) â âèäå 
 

 
 

 
 

 (5) 
 

ãäå 
 

 (6) 
 

— ââåäåííûå â [10] ôóíêöèè è 
 

 (7) 
 

 (8) 
 

Ïðè ïîëó÷åíèè (5) îïóùåí ìíîæèòåëü ћ 1 22 2 2 21/ ,l l
cv r   âõîäÿùèé â îïðåäåëåíèå ôóíêöèè ïðåðûâàíèÿ 

[1]. Ïîñòîÿííàÿ b äîëæíà âûáèðàòüñÿ òàê, ÷òîáû çíà÷åíèå ðåçîíàíñíîé ôóíêöèè ïðè êñ = 0 â ïðèáëè-
æåíèè ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé ðàâíÿëîñü 1. Ïàðàìåòð êñ — àíàëîã ïàðàìåòðà Ìåññè — îïðåäåëÿåòñÿ 
òàê æå, êàê è äëÿ îáû÷íûõ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé, çà èñêëþ÷åíèåì çàìåíû b íà rñ. Ïðè ïîëó÷åíèè (5) 
èñïîëüçîâàëîñü èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå 
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 (9) 
 

îïðåäåëÿþùåå ïîâîðîòíóþ òî÷êó òðàåêòîðèè. Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò ïîñòîÿííîé èí-
òåãðèðîâàíèÿ c2. 

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè äëÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîé ÷àñòè ìåæìîëåêóëÿðíîãî ïî-
òåíöèàëà, ïðåäñòàâëåííûå ôîðìóëàìè (5) è (6), ó÷èòûâàþò ðåàëüíûå òðàåêòîðèè, òàê êàê ïðè èõ ïî-
ëó÷åíèè íå èñïîëüçîâàëèñü óïðîùàþùèå ïðåäïîëîæåíèÿ î òðàåêòîðèè è îíè ñîäåðæàò ìåæìîëåêó-
ëÿðíûé ïîòåíöèàë â îáùåì âèäå. Âûðàæåíèå (5) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè ïðè ëþ-
áîì U(r), äàæå çàäàííîì ÷èñëåííî, íàïðèìåð, ïîëó÷åííîì â ðåçóëüòàòå êâàíòîâî-õèìè÷åñêîãî ðàñ÷å-
òà. Êàê è îáû÷íûå ôóíêöèè [1], îíè çàâèñÿò îò áàëàíñà ýíåðãèè ïðè ñòîëêíîâåíèè îáðàùàþòñÿ â 
íîëü ïðè ê   (ñì. (5) è (6)). 

Ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè, âû÷èñëåííûå â ïðèáëèæåíèè ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé [1] èëè â ïðè-
áëèæåíèè «ýôôåêòèâíûõ ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé» [6—8], ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè â òîì ñìûñ-
ëå, ÷òî îíè íå çàâèñÿò â ÿâíîì âèäå îò ïàðàìåòðîâ òðàåêòîðèè, è òàêèå âåëè÷èíû, êàê íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü v, ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå b èëè ïàðàìåòð rñ, îïðåäåëÿþò àäèàáàòè÷åñêèé ïàðàìåòð ê — àðãó-
ìåíò ôóíêöèè, íî íå ñàìó ôóíêöèþ. Ïîýòîìó, âû÷èñëèâ ôóíêöèþ îäèí ðàç è ñîñòàâèâ òàáëèöó åå 
çíà÷åíèé, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàò äëÿ ëþáûõ ñëó÷àåâ. Â òî æå âðåìÿ ôîðìóëû (5) è (6), 
îïðåäåëÿþùèå ñàìó ôóíêöèþ, ñîäåðæàò rñ è ìåæìîëåêóëÿðíûé ïîòåíöèàë è ïîýòîìó ðåçîíàíñíûå 
ôóíêöèè îêàçûâàþòñÿ çàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðîâ ïîòåíöèàëà è íà÷àëüíûõ óñëîâèé ñòîëêíîâåíèÿ. 
Îäíàêî äëÿ ìîäåëüíûõ ïîòåíöèàëîâ (íàïðèìåð, ïîòåíöèàëà Ëåíàðäà—Äæîíñà) ìîæíî ââåñòè «ïðè-
âåäåííûå ïàðàìåòðû âçàèìîäåéñòâèÿ» [10], â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè (5), (6) âíîâü ñòàíîâÿòñÿ «óíèâåð-
ñàëüíûìè». Â [7] áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî äëÿ ìîäåëè ïàðàáîëè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ðåçîíàíñíûå ôóíê-
öèè çàâèñÿò îò îòíîøåíèÿ 2 2/ ,c cv v  ãäå vc — ñêîðîñòü â ìîìåíò íàèáîëüøåãî ñáëèæåíèÿ è vc — ýô-
ôåêòèâíàÿ ñêîðîñòü [7]. 

Èñïîëüçóÿ ðàçëè÷íûå ïðèáëèæåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè èíòåãðàëîâ â (5), (6), ìîæíî ïîëó÷èòü ðàç-
ëè÷íûå ïðèáëèæåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé. 

Ïðèáëèæåíèå ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé ïîëó÷àåòñÿ, êîãäà U(r) = 0. Â ýòîì ñëó÷àå 
 

 (10) 
 

è ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ õ = ó2—1 
 

 
 

 (11) 
 
— îáû÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé [1, 5]. 

Ñëåäóþùåå ïðèáëèæåíèå, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü èç (5), (6), — ýòî ïðèáëèæåíèå «ýôôåêòèâ-
íîé ïðÿìîëèíåéíîé òðàåêòîðèè» [7]. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì â (5), (6) U(yrc) â ðÿä ïî (1—ó2) îêîëî 
òî÷êè ó = 1 è îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ. Ìîæíî âèäåòü, ÷òî ìû ñíîâà ïîëó÷èì âûðà-
æåíèå (8), â êîòîðîì ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå b çàìåíÿåòñÿ íà rã è ñêîðîñòü v çàìåíÿåòñÿ íà 

1 ( ) ( ) / 2.c c c cv v V r rV r     

Äëÿ êîíêðåòíûõ âû÷èñëåíèé îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ïîòåíöèàë Ëåíàðäà—Äæîíñà: 
 

 
 

Äëÿ ýòîãî ïîòåíöèàëà À0(ó) è A2(y) èìåþò ñëåäóþùèé âèä: 
 

 (12) 

 (13) 
 

ãäå ââåäåíû áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû  = 8/v2 è  = /rñ. 
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Àíàëîãè÷íî (12), (13) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîäêîðåííûå âûðàæåíèÿ â ôîðìóëå (5). Â ýòîì ñëó÷àå 
ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè çàâèñÿò îò òðåõ âåëè÷èí: ê — àäèàáàòè÷åñêîãî ïàðàìåòðà è «ïðèâåäåííûõ ïàðà-
ìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ»  è . Î÷åâèäíî, ÷òî, âû÷èñëèâ ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé 
ê, ,  è ñîñòàâèâ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûå òàáëèöû, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü èõ äëÿ ëþáûõ ìîëåêóë ïðè 
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ , , b, v. Òàêèì îáðàçîì, ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè (5), êàê è ôóíêöèè, ïîëó÷åííûå 
ðàíåå â ïðèáëèæåíèè ïðÿìîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê óíèâåðñàëüíûå. 

Èç ôîðìóë (5)—(13) âèäíî, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 
1 2l lf  êàê ôóíêöèé  è  ñâÿçàíà ñ êëàññè÷åñêè 

äîïóñòèìîé îáëàñòüþ äâèæåíèÿ. Êàê è â [10], ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ïîä-
êîðåííûõ âûðàæåíèé â (5)—(13) äîïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì ó  1 (èëè z  1 äëÿ (12), (13)), ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò èíôèíèòíûì òðàåêòîðèÿì. Ïðè ýòîì, êàê è â [10], ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ôèíèòíûå òðàåêòîðèè, 
ñîîòâåòñòâóþùèå ñâÿçàííûì èëè ìåòàñòàáèëüíûì ñîñòîÿíèÿì, íå äàþò âêëàäà â ñäâèã è óøèðåíèå. 

Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò èñêðèâëåíèÿ òðàåêòîðèè íå ìåíÿåò îñíîâíûõ ñîîòíîøåíèé óäàðíîé òåîðèè 
(â ðàìêàõ èñïîëüçîâàííûõ ïðèáëèæåíèé), íî ïðèâîäèò ê ïåðåîïðåäåëåíèþ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé. Â 
ñâÿçè ñ ýòèì ìîæíî èñïîëüçîâàòü òî÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, íå ïðèáåãàÿ ê ìîäåëüíîìó 
ïðåäñòàâëåíèþ òðàåêòîðèè. Íîâûå ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè ïðèîáðåòàþò «óíèâåðñàëüíûé» õàðàêòåð, 
ïîñêîëüêó çàâèñÿò îò «ïðèâåäåííûõ ïàðàìåòðîâ âçàèìîäåéñòâèÿ»  è . 

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Þ.Í. Ïîíîìàðåâó çà ìíîãî÷èñëåííûå îáñóæäåíèÿ ðîëè ýôôåê-
òà èñêðèâëåíèÿ òðàåêòîðèè â ôîðìèðîâàíèè ñäâèãà ëèíèé. 
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A . D .  B y k o v ,  N . N .  L a v r e n t i e v a ,  L . N .  S i n i t s a . The Resonance Functions of the Line 
Broadening and Shift Theory for the Real Trajectories. 
 

The influence of a trajectory bending is studied by means of calculation of the vibrational-rotational line shifts of 
molecules. The exact solutions of the classic dynamics equations are used to evaluate the second order summand of the 
interruption function. The universal function of two reduced arguments independent of the potential parameters and the 
initial conditions of a collision has been derived, which makes it possible the real trajectories to be taken into account. 


