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Ñôîðìóëèðîâàíî êâàçèñòàöèîíàðíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ çàäà÷è âûíóæäåííîãî ðàññåÿíèÿ Ìàíäåëüøòàìà–
Áðèëëþýíà (ÂÐÌÁ) â âîçäóõå êàê ìíîãîìîäîâîé àêóñòè÷åñêîé ñðåäå. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ðåàëèçîâàíî ÷èñ-
ëåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ îãèáàþùåé êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ñâåòîâîãî ïîëÿ. Íà îñíîâàíèè ïðîâåäåí-
íîé ñåðèè ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â âîçäóõå ìîùíîãî ëàçåðíîãî èç-
ëó÷åíèÿ ñ äëèíîé âîëíû λ = 1,315 ìêì ýôôåêò ÂÐÌÁ ñïîñîáåí ïðèâåñòè, ïðè äîñòàòî÷íîé ìîùíîñòè, ê îùó-
òèìîìó óâåëè÷åíèþ óãëîâîé ðàñõîäèìîñòè ëàçåðíûõ ïó÷êîâ. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàññåÿíèå Ìàíäåëüøòàìà–Áðèëëþýíà, íåëèíåéíîå ïàðàáàëè÷åñêîå óðàâíåíèå; Bril- 
louin–Mandelstam scattering, nonlinear parabolic equation. 

 

Ââåäåíèå 

 
Ýôôåêò âûíóæäåííîãî ðàññåÿíèÿ Ìàíäåëüøòà-

ìà–Áðèëëþýíà (ÂÐÌÁ) åñòü ïðîÿâëåíèå ðåçîíàíñ-
íîãî óñèëåíèÿ àêóñòè÷åñêèõ âîçìóùåíèé â óïðóãîé 
ñðåäå ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé ωq ïîëåì áèåíèÿ ñâå-
òîâîé âîëíû, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì íàëîæå-
íèÿ ïîëåé èñõîäíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ íà ÷àñòî-
òå ωL, åãî ñòîêñîâîé ωs è àíòèñòîêñîâîé ωas êîìïîíåí-
òàõ. Ýòè êîìïîíåíòû ïîëÿ âîçíèêàþò, â ñâîþ î÷å- 
ðåäü, â ðåçóëüòàòå ðàññåÿíèÿ èñõîäíîãî ñâåòîâîãî 

ïîëÿ íà ðåôðàêöèîííûõ âîçìóùåíèÿõ ñðåäû, âû-
çâàííûõ íåëèíåéíûì îïòè÷åñêèì ýôôåêòîì ýëåêòðî-
ñòðèêöèè. Çà ñ÷åò âîçíèêàþùåé ïîëîæèòåëüíîé îá-
ðàòíîé ñâÿçè ìåæäó âîçìóùåíèÿìè â óïðóãîé ñðåäå 
è ñâåòîâûì ïîëåì ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ìî-
æåò ðåàëèçîâàòüñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò àêóñòè÷å-
ñêèõ âîçìóùåíèé è ïîëÿ íåóïðóãîãî ðàññåÿíèÿ [1]. 
  Â óñëîâèÿõ, êîãäà äëèòåëüíîñòü ñâåòîâîãî èì-
ïóëüñà tp ìíîãî áîëüøå âðåìåíè æèçíè àêóñòè÷å-
ñêèõ ìîä («ôîíîíîâ») t

Γ
, tp p t

Γ
, à òàêæå ìíîãî 

áîëüøå ïåðèîäà àêóñòè÷åñêèõ êîëåáàíèé Ts, tp p Ts, 
ïðèìåíèìî ñòàöèîíàðíîå ïðèáëèæåíèå â îïèñàíèè 
ýôôåêòà ÂÐÌÁ. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïëîñêèõ âîëí 
ðîñò àìïëèòóäû ñòîêñîâîé êîìïîíåíòû ñâåòîâîãî 

ïîëÿ As ïîä÷èíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèþ 
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 ε0 – äè-

ýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü íåâîçìóùåííîé ñðåäû; 
z – äèñòàíöèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ; kw – êîýôôèöèåíò 

ïîãëîùåíèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â ñðåäå; k
s s

c= ω  – 

âîëíîâîå ÷èñëî ñòîêñîâà ïîëÿ; q sq V= ω  – âîëíîâîå 

÷èñëî àêóñòè÷åñêîé âîëíû, ðàâíîå 2 ,π Λ  Vs – ñêî- 

ðîñòü çâóêà, Λ – äëèíà àêóñòè÷åñêîé âîëíû; α = Γq2
 – 

àìïëèòóäíûé êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ àêóñòè÷åñêîé 
âîëíû íà âîëíîâîì ÷èñëå q, ωq – êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, 
Γ – êîýôôèöèåíò äèôôóçèè àêóñòè÷åñêîé âîëíû  

ñ ðàçìåðíîñòüþ äëèíû; n0 – íåâîçìóùåííûé ïîêà- 
çàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà; βs – àäèàáàòè÷åñêàÿ ñæè- 
ìàåìîñòü; ( )

s

Y = ρ ∂ε ∂ρ  – ïàðàìåòð íåëèíåéíîé ñâÿçè, 

ó÷èòûâàþùèé ñòðèêöèîííûé ýôôåêò, ρ – ïëîòíîñòü 
âîçäóõà, ε – äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû. 
  Ñîîòíîøåíèÿ (1) âûïîëíÿþòñÿ íàèëó÷øèì îá-
ðàçîì äëÿ ÂÐÌÁ âïåðåä, ò.å. ïîä ìàëûìè óãëàìè, 
êîãäà α ìàëî [1, 2]. Ïðè ýòîì ïîðîã ÂÐÌÁ (ò.å. âû-
ïîëíåíèå óñëîâèÿ Gmb = kw) äëÿ çàäàííîãî óãëà ðàñ-
ñåÿíèÿ k

s
qθ =  â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè ïðîïîð- 

öèîíàëåí ýòîìó óãëó [1]. Îòñþäà ìîæíî çàêëþ÷èòü, 
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÷òî äëÿ àêóñòè÷åñêîãî ïîëÿ âîëí, íàëè÷åñòâóþùèõ 
â àòìîñôåðå â øèðîêîì äèàïàçîíå ñïåêòðà, íåîáõî-
äèìî ÷èñëåííî èññëåäîâàòü ñîâìåñòíóþ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé äëÿ ïîëÿ ñâåòîâîé è àêóñòè÷åñêîé âîëíû, 
àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî, ê ïðèìåðó, 
â ðàáîòå [3]. Ýòî òðåáóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëüøîãî 
îáúåìà âû÷èñëåíèé, ÷òî âîçìîæíî òîëüêî íà âûñî-
êîïðîèçâîäèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ. 

Â ñâÿçè ñ âûøåñêàçàííûì ñòàíîâèòñÿ ïîíÿò-
íûì, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî ÷òî ýôôåêò ÂÐÌÁ îòêðûò 
è èññëåäóåòñÿ äîñòàòî÷íî äàâíî [1], îòâåò íà ïðàê-
òè÷åñêè âàæíûé âîïðîñ î âëèÿíèè ýëåêòðîñòðèê-
öèè, îáåñïå÷èâàþùåé â òîì ÷èñëå ýôôåêòû ÂÐÌÁ, 
íà ðàñïðîñòðàíåíèå ïó÷êà äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷åí.  
Â äàííîé ðàáîòå áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ýòîò âîïðîñ, 
â ÷àñòíîñòè, â ïðèëîæåíèè ê çàäà÷å î íàõîæäåíèè 
âåëè÷èíû ïðèðàùåíèÿ óãëîâîé ðàñõîäèìîñòè ñâåòî-
âîãî ïó÷êà â ðåçóëüòàòå ýôôåêòîâ ñòðèêöèîííîãî 
ñàìîâîçäåéñòâèÿ. 
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Ïðèáëèæåíèå (5) ìû áóäåì íàçûâàòü â äàëü-
íåéøåì êâàçèñòàöèîíàðíûì, ïîä÷åðêèâàÿ ýòèì íà-
çûâàíèåì, ÷òî ìû ëèøü ÷àñòè÷íî èçáàâèëàñü îò âðå-
ìåííîé çàâèñèìîñòè, ôàêòè÷åñêè æå ìû ïî-ïðåæíå- 
ìó äîëæíû ðåøàòü çàäà÷ó ñ ó÷åòîì ñïåêòðàëüíîãî 
ñîñòàâà èçëó÷åíèÿ. Ïðè ýòîì, êàê áóäåò ïîêàçàíî 

íèæå, äàííîå ïðèáëèæåíèå ïåðåõîäèò â ñòàíäàðòíîå 
ñòàöèîíàðíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ îäíîìîäîâîé ñðåäû. 
  Â ïðèáëèæåíèè (5) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì ñëå-
äóþùèå óðàâíåíèå â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ: 
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (6) èñïîëüçóå-
ìîå íàìè êâàçèñòàöèîíàðíîå ïðèáëèæåíèå ìîæíî èí- 
òåðïðåòèðîâàòü âî âðåìåííûõ òåðìèíàõ. À èìåííî: 
êàæäûé ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð, îïèñûâàåìûé âòî- 
ðûì óðàâíåíèåì â (2), âîçáóæäàåòñÿ ãàðìîíè÷åñêîé 

ñîñòàâëÿþùåé èçëó÷åíèÿ ( )
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òàòî÷íî äîëãî äëÿ òîãî, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïðåíåá-
ðå÷ü âðåìåíåì âûõîäà ýòîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-
ëÿòîðà íà ñòàöèîíàðíûé ðåæèì, ò.å. 2 –1( ) .pt ⊥

Γk�  

Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë ïî âðåìåíè â (4*) òðàíñ-
ôîðìèðóåòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèé çàâèñÿùèé îò âðå-
ìåíè ìíîæèòåëü â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (6). 

 

Ïðèáëèæåíèå äåëüòàîáðàçíîé 
ôóíêöèè âîñïðèèì÷èâîñòè 

 

Ðàññìîòðèì ïðèáëèæåíèå ïëîñêîé âîëíû (ôîð-
ìàëüíî R0 → ∞). Áóäåì, â ñîîòâåòñòâèè ñî ñòàíäàðò-
íûì ïîäõîäîì [1], ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ âîñïðèèì-
÷èâîñòè àêóñòè÷åñêîé ñèñòåìû ëîêàëèçîâàíà âáëèçè 
íåêîòîðîãî âîëíîâîãî âåêòîðà q

⊥
, ò.å. ( )mbg

⊥
=k  

0 ( – ).mbg
⊥ ⊥

= δ k q  Îòìåòèì, ÷òî ýòî ïðèáëèæåíèå àá-
ñîëþòíî àäåêâàòíî, åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì ðàñïðî-
ñòðàíåíèå èçëó÷åíèÿ â êðèñòàëëå (ãäå è áûëî âïåð-
âûå îáíàðóæåí ýôôåêò ÂÐÌÁ) èëè â ðåçîíàòîðå, 
êîãäà åãî ãåîìåòðèÿ è îïðåäÿåò ñâîéñòâà ÂÐÌÁ [5]. 
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôëóêòàöèîííî äèññèïàòèâíîé òåî-
ðåìîé [4] ôëóêòóàöèè spp  ñîñðåäîòî÷åíû â îáëàñòè 
÷àñòîò q, ÷òî ìîæíî âûðàçèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå: 
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Â ðàìêàõ ýòèõ ïðèáëèæåíèé èç èñõîäíîãî ïîëÿ 

k k0
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δ δ∼  íà ïåðâîì øàãå èòåðàöèè ïî 
z ïîñëå ðàññåÿíèÿ íà ñëó÷àéíîì ýêðàíå, ñîñðåäîòî-
÷åííîì íà äèñòàíöèè Δz, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâîé 
÷àñòüþ (6) è òåîðåìîé î Ôóðüå-ñâåðòêå äîëæíà ïîÿ-
âèòüñÿ êîìïîíåíòà, ëîêàëèçîâàííàÿ íà ñìåùåííûõ 
ñòîêñîâîé è àíòèñòîêñîâîé ÷àñòîòàõ: 
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Òîãäà, ââîäÿ àìïëèòóäû ïîëÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ 
÷àñòîòàõ ÷åðåç ïðîåêöèîííûé îïåðàòîð ˆP: 
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ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, ïîëó÷èì, ÷òî èñêîìîå ïîëå 
çàïèøåòñÿ â ñòàíäàðòíîé ôîðìå1: 
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Ïîäñòàâëÿÿ (7) è (8) â ñèñòåìó óðàâíåíèé (2), 
ïîëó÷èì õîðîøî èçâåñòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, âû-
ïèñàííûõ, ê ïðèìåðó, â [1] (ñì. ñòð. 446). Â èç-
âåñòíîì ñòàöèîíàðíîì ïðèáëèæåíèè (∂tAL, as, s = 0) 
ýòî ïðèâîäèò (ñì. [1]) ê óðàâíåíèÿì äëÿ AL, As è Aas: 
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Çàìåòèì, ÷òî äàííûå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, íå- 
ïîñðåäñòâåííî ïîäñòàâëÿÿ (7) è (8) â (6). Â ïðàâîé 
÷àñòè (9) ìû îïóñêàåì ñëó÷àéíóþ ñîñòàâëÿþùóþ,  
â ñîîòâåòñòâèè ñ òðàäèöèåé [1, 6] «ó÷èòûâàòü» åå 
÷åðåç íà÷àëüíîå óñëîâèå 0(0) .s spA p∼  

Âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé (9) ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü êàê òåñòîâóþ çàäà÷ó äëÿ ïðîâåðêè ÷èñëåííîãî 

ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) ïðè 
0( ) ( – ),mb mbg g

⊥ ⊥ ⊥
= δk k q  

òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ìû äîëæíû ïîëó÷èòü íà íà-
÷àëüíîé òðàññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (1), 
âûïîëíåíèåì êîòîðûõ ìû è ïðîâåðÿëè êîððåêòíîñòü 
íàïèñàííîé íàìè ÷èñëåííîé ñõåìû. Çàìåòèì òàêæå, 
÷òî òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó î ðàññåÿíèè 

âïåðåä ïîä ìàëûìè óãëàìè, òî ñòîêñîâà è àíòèñòî-
êñîâà êîìïîíåíòû âåäóò ñåáÿ ïî÷òè ñèììåòðè÷íî,  
â ñèëó òîãî ÷òî 0

mbg  ìàëî çàâèñèò îò âåëè÷èíû óãëà, 
â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ ðàññåÿíèÿ ïîä áîëüøèì óãëîì 
íàçàä. Â òî æå âðåìÿ àñïåêò, ñâÿçàííûé ñ ïîÿâëå-
íèåì àñèììåòðèè ìåæäó ñòîêîâîé è àíòèñòîêñîâîé 
êîìïîíåíòàìè, îáóñëîâëåííîé êâàíòîâîé ïðèðîäîé 

ôëóêòóàöèè ïëîòíîñòè ñðåäû2
 (�q � kT), ìîæíî ïî-

ñëåäîâàòåëüíî ó÷åñòü òîëüêî â ðàìêàõ êâàíòîâîé 
òåîðèè ïîëÿ [7]. Çäåñü ìû åãî íå ó÷èòûâàåì â ñèëó 
åãî ìàëîñòè. 

Â äàííîé ðàáîòå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî 

îäèí ìåõàíèçì çàòðàâî÷íûõ âîçìóùåíèé, îáóñëîâ-
ëåííûé ôëóêòóàöèÿìè ïëîòíîñòè âîçäóõà â àòìî-
ñôåðå, êîòîðûé ìû áóäåì ìîäåëèðîâàòü êàê äåëüòî-
îáðàçíûé â ïðîñòðàíñòâå áåëûé øóì. 

Ñäåëàåì òàêæå çàìå÷àíèå îòíîñèòåëüíî ÷àñòíî-
ãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (6) â ïðèáëèæåíèè ïëîñêèõ 
âîëí, êîòîðîå ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ â ñëó÷àå ëîêà-
ëèçàöèè ôóíêöèè âîñïðèèì÷èâîñòè íà îäíîì âûäå-
ëåííîì âîëíîâîì ÷èñëå: – ,

L s

⊥ ⊥ ⊥
=q k k  ò.å. ( )mbg

⊥
k ∼ 

( – ).s

⊥ ⊥
δ k k∼  Êàê ìû óêàçàëè âûøå, ïðÿìîé ïîä- 

ñòàíîâêîé  ýòîãî  ïðèáëèæåíèÿ  â  (6)  ìû  ïîëó÷àåì 
____________  

1 Çäåñü ìû ïðåíåáðåãàåì ïîÿâëåíèåì êîìïîíåíò 
ïîëÿ, ñìåùåííûõ íà âûñøèå ÷àñòîòû, ò.å. íå ó÷èòûâà-
åì ôîðìèðîâàíèå êàñêàäà. 

2 Ýòà ñèòóàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ äëÿ ýôôåêòà ÂÊÐ, äëÿ 
êîòîðîãî åñòåñòâåííûì îáðàçîì íàëè÷åñòâóåò âûäåëåí-
íàÿ ÷àñòîòû – ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿ ÿäåð ìî-
ëåêóëû [6]. 



 

368 Áóëûãèí À.Ä., Çåìëÿíîâ À.À., Èãíàòüåâ À.Á., Ìîðîçîâ Â.Â. 
 

èçâåñòíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ ñòîêñîâîé è îñíîâ- 
íîé äëèí âîëíû [1], èç êîòîðîãî ñëåäóåò ðåøåíèå (1). 
Îäíàêî â îòêðûòîé àòìîñôåðå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåò 
îñíîâàíèé ïðåäïîëàãàòü ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîé 

âûäåëåííîé ÷àñòîòû àêóñòè÷åñêèé êîëåáàíèé, è ïî-
ýòîìó òðàíñôîðìàöèÿ ñïåêòðàëüíîãî ñîñòàâà èçëó÷å-
íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé gmb(k⊥

), âõîäÿùåé â ñî-
îòíîøåíèå (6) ÷åðåç äëèíó ÂÐÌÁ äëÿ êàæäîé ìîäû. 

 

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà 
 

Óðàâíåíèå (4) ðåøàëîñü ÷èñëåííî â ïðèáëèæå-
íèè (5). Íàäî îòìåòèòü, ÷òî ïðè óâåëè÷åíèè äèñòàíöèè 

ðàñïðîñòðàíåíèÿ âñå áîëüøåå ÷èñëî ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ìîä íà÷èíàþò ó÷àñòâîâàòü â ïðîöåññå íåëèíåéíî-
ãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ. Ýòî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 

äèñòàíöèè ðàçâèòèÿ ñòîêîâîé êîìïîíåíòû ∼ 30/gmb. 
Ñëåäîâàòåëüíî, âñå áîëüøå ÷èñëî ïðîñòðàíñòâåííûõ 
ìîä íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, à çíà÷èò è âû÷èñëè-
òåëüíûõ ðåñóðñîâ äëÿ îáñ÷åòà ýòîãî ýôôåêòà ïðè 
óâåëè÷åíèè äèñòàíöèè òðåáóåòñÿ âñå áîëüøå. Òàê, 
äëÿ âû÷èñëåíèÿ íà ðàññòîÿíèÿ â 100 êì óæå ïîòðå-
áîâàëèñü ðåñóðñû êëàñòåðà ÑÑÊÖ ÑÎ ÐÀÍ ñ ðàçìå-
ðàìè ñåòêè 1024 × 1024 × 1536. Äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëè-
çàöèè èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè-
÷åñêèì ôàêòîðàì. 

Âîçìóùåíèå äàâëåíèÿ p = nckbT (nc – êîíöåí-
òðàöèÿ ãàçà, kb – ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà), îáóñëîâ-
ëåííîå ôëóêòóàöèÿìè êîíöåíòðàöèè âîçäóõà, êàê óæå 
óêàçûâàëîñü âûøå, ìîäåëèðîâàëîñü äåëüòîîáðàçíûì 
øóìîì ñ àìïëèòóäîé ôëóêòóàöèé, îïðåäåëÿåìîé 
ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì [4]: 

 
2 22( ) ( ) ( ) ( ) ( )ñ ñbp p k T n n′ ′δ δ = δ δ =r r r r  
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Çäåñü 
a

p  – àòìîñôåðíîå äàâëåíèå. Íà÷àëüíûé  

ëàçåðíûé èìïóëüñ ìîäåëèðîâàëñÿ ãàóññîâîé ôóíê-  

öèåé (6*) ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè ðàäèóñàìè è äëè- 
íîé âîëíû λ = 1,315 ìêì (÷òî ñîîòâåòñòâóåò îêíó ïðî-
çðà÷íîñòè â àòìîñôåðå). Ìàêñèìàëüíàÿ ïèêîâàÿ èí-
òåíñèâíîñòü âûáèðàëàñü â äèàïàçîíå 102

 – 104 Âò/ñì2. 
  Èç ðèñ. 1 äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè ýíåð-
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t  âäîëü òðàññû ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ âèäíî, ÷òî íà íà÷àëüíîì ó÷àñòêå ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè âåäåò 
ñåáÿ êàê â ëèíåéíîì ñëó÷àå. Îäíàêî ñ íåêîòîðîãî 
ìîìåíòà íà÷èíàþò «âêëþ÷àòüñÿ» àêóñòè÷åñêèå ìîäû, 
ïðèâîäÿùèå ê ñóùåñòâåííîé òðàíñôîðìàöèè óãëîâî-
ãî ñîñòàâà èçëó÷åíèÿ (ðèñ. 2) è ðîñòó ðàñõîäèìîñòè 
ïó÷êà (ðèñ. 3). Ïðè ýòîì ïëîòíîñòü ýíåðãèè íà îñè 
ìîæåò äàæå ëîêàëüíî âîçðàñòàòü. 

Ñëîæíûé âèä çàâèñèìîñòè ïëîòíîñòè ýíåðãèè 
íà îñè âäîëü òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñ ëîêàëüíûìè 
òî÷êàìè ðîñòà ìîæíî îáúÿñíèòü, åñëè âíèìàòåëüíî 
ïîñìîòðåòü íà óðàâíåíèÿ (2) è (3). Äåéñòâèòåëüíî, 
äëÿ òîãî ÷òîáû âûÿñíèòü, êàê ñâåòîâîå ïîëå çà ñ÷åò 
ýôôåêòà ýëåêòðîñòðèêöèè ôîðìèðóåò ïðîôèëü äè-
ýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè âáëèçè îñè, ìû ïîä-
ñòàâëÿëè â ñîîòíîøåíèå (4*) ïðîôèëü èíòåíñèâíî-
ñòè â ôîðìå ãàóññîâà è ñóïåðãàóññîâà ïó÷êîâ. Êàê 
îêàçàëîñü, ãàóññîâ ïðîôèëü ïðîäóöèðóåò âáëèçè îñè 

äåôîêóñèðóþùóþ ëèíçó, à ñóïåðãàóññîâà ôîðìà ðà- 
áîòàåò êàê ôîêóñèðóþùàÿ ëèíçà. 

Òåì íå ìåíåå ðåçóëüòàò òàêîé ñëîæíîé äèíàìè-
êè ôîðìèðîâàíèÿ ðåôðàêöèîííîãî ïîëÿ ïî äèñòàíöèè 

äîñòàòî÷íî áûñòðî ñòàáèëèçèðóåòñÿ. Ñ òî÷êè çðåíèÿ 

èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê, ýòà äèíàìèêà ðåàëè-
çóåòñÿ â íåêîòîðîì ýôôåêòèâíîì äåéñòâèè íåëèíåé-
íîñòè íà èíòåãðàëüíûå âåëè÷èíû ëàçåðíîãî ïîëÿ. 

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè ìåðû óøèðåíèÿ 
ïó÷êà èñïîëüçóþò ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà 
ïó÷êà [8]: 
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü íîðìèðîâàííîé íà ñâîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå âåëè÷èíû ( )log 1 (0,0)Lw W W≡ +  âäîëü òðàññû ðàñïðî- 
  ñòðàíåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïó÷êà R0 = 5 ñì 
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ïðîôèëÿ óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåð- 
ãèè âäîëü òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ (R0 = 5 ñì) â íà÷àëå  
  òðàññû (1), íà ðàññòîÿíèè 30 (2) è 100 êì (3) 

 

 
Ðèñ. 3. Ýâîëþöèÿ ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà âäîëü òðàññû ðàñ- 
ïðîñòðàíåíèÿ äëÿ ïó÷êîâ ñ íà÷àëüíûì ðàäèóñîì R0 = 10 (1), 
20 (2), 30 (3), 50 ñì (4). Ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò 

ñâîáîäíîé äèôðàêöèè; êðèâàÿ 4b ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàòû 

÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà, êðèâàÿ 4a ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íîé 
  ýêñòðàïîëÿöèè ðåçóëüòàòîâ 

 

Ñîîòíîøåíèå äëÿ íåãî, ñëåäóþùåå èç èñõîäíîãî óðàâ-
íåíèÿ (4), èìååò â íîðìèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ âèä 
 

 
2

2 2 2

2
8( ),e NNLL

d
R

dz
= θ + θ  (10) 

ãäå çíàêîïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà 
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îïðåäåëÿåò äèôðàêöèîííî-ôàçîâóþ ðàñõîäèìîñòü ïó÷- 
êà â íåëèíåéíîé ñðåäå. Âûäåëåíèå ôàçîâîé è äèôðàê-
öèîííîé ÷àñòåé [8] ìîæíî îñóùåñòâèòü, åñëè ââåñòè 
àìïëèòóäó è ôàçó ϕ ñîîòâåòñòâåííî U = Aeiϕ: 
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Âòîðîå ñëàãàåìîå â óðàâíåíèè (10) ÿâëÿåòñÿ  
â îáùåì ñëó÷àå çíàêîïåðåìåííûì: 
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Â ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ âåëè÷è-
íà 

2

NLθ  äîâîëüíî áûñòðî (íà äèñòàíöèè ïîðÿäêà íå-

ñêîëüêèõ êèëîìåòðîâ) âûõîäèò íà íàñûùåíèå, ïðè-
îáðåòàÿ ïîñòîÿííîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå. Èìåí-
íî ýòà âåëè÷èíà è îïðåäåëÿò ïðèðàùåíèå óãëîâîé 
ðàñõîäèìîñòè ïó÷êà, àíàëîãè÷íî äåôîêóñèðîâêå  
â ñðåäå ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ [8]. Êàê âèäíî èç 
ðèñ. 3, çàâèñèìîñòü êâàäðàòà íîðìèðîâàííîãî ýô-
ôåêòèâíîãî ðàäèóñà ëàçåðíîãî ïó÷êà íà ìàëûõ äèñ-
òàíöèÿõ (äåñÿòêè êèëîìåòðîâ) äîñòàòî÷íî õîðîøî 
îïèñûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòüþ. Äàííûé ðå- 
çóëüòàò ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì, îäíàêî åãî ìîæíî îáîá-
ùèòü, îñíîâûâàÿñü íà ïðîâåäåííîé ñåðèè ÷èñëåííûõ 
ýêñïåðèìåíòîâ. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâèëè â ôîðìå çà- 
âèñèìîñòè íîðìèðîâàííîãî ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà 
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2
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( )
,
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ãäå ââåäåíà âåëè÷èíà êà÷åñòâà ïó÷êà Ì2, ïîä÷èíÿþ-
ùàÿñÿ ñëåäóþùåé ýêñòðàïîëÿöèîííîé çàâèñèìîñòè: 
 

 2 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) .d mbM M z M= + κ +  (11*) 

Çäåñü 
2

dM  – âåëè÷èíà êà÷åñòâà èñõîäíîãî ãàóññîâà 
ïó÷êà. Òàê, äëÿ ïó÷êà ñ ãàóññîâûì ïðîôèëåì ïðè åãî 
ñâîáîäíîé äèôðàêöèè âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå 

 2 2 21 ( 2) .e dR M z= +  

Ïîñëåäíèå ñëàãàåìîå â (11*) ó÷èòûâàåò ïðèðà-
ùåíèå óãëîâîé ðàñõîäèìîñòè ïó÷êà, âûçâàííîå íåëè-
íåéíûì ñàìîâîçäåéñòâèåì êóáè÷íîãî òèïà [8], è äî- 
âîëüíî áûñòðî (äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ñèòóà-
öèé) âûõîäèò íà ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå âäîëü òðàññû 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ïðè÷åì äëÿ èñõîäíîãî ãàóññîâà 

ïó÷êà ïîïðàâêà, îáóñëîâëåííàÿ ÂÐÌÁ, êàê áûëî 

íàéäåíî ÷èñëåííî â óêàçàííîì âûøå äèàïàçîíå íà-
÷àëüíûõ äàííûõ, çàäàåòñÿ ïðîñòîé àïïðîêñèìàöèî-
íîé çàâèñèìîñòüþ 

2

mbM  îò ìîùíîñòè Ð0 è íà÷àëüíî-
ãî ðàçìåðà ïó÷êà: 

 2 2 0

0( ) .RmbM L P∼  (11) 

Â ÷àñòíîñòè, ïðè R0 = 50 ñì, êàê ïîêàçûâàþò ÷èñ-
ëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ îäíîðîäíîé èäåàëüíîé ñðåäû, 

2
6.mbM ≈  Èç ñîîòíîøåíèé (10), (11) âèäíî, ÷òî äëÿ 

ãàóññîâà ìåãàâàòòíîãî ïó÷êà äèàìåòðîì 10 ñì è ìåíü- 
øå íåëèíåéíîå ñàìîâîçäåéñòâèå áóäåò íåñóùåñòâåí-
íûì, à äëÿ ìåòðîâîãî ïó÷êà ýòî óæå îïðåäåëÿþùèé 
ýôôåêò. 

Åñëè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ëàçåðíîãî ïó÷êà 

äëèíà èçìåíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñðåäû (ïëîòíîñòü, 
êîýôôèöèåíò àêóñòè÷åñêîé äèôôóçèè, ïîêàçàòåëü 
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ïðåëîìëåíèÿ) ìíîãî áîëüøå, ÷åì äëèíà ôîðìèðîâà-
íèÿ ðàñõîäèìîñòè ïó÷êà, ÷òî ñïðàâåäëèâî äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé íàìè ñèòóàöèè, òî óðàâíåíèå äëÿ 

êâàäðàòà ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà ïó÷êà ìîæíî çàïè-
ñàòü â ôîðìå 

 
2 2 2 2 2 2 2

2

2

( ) ( ) ( )( )
.

2

d mb
e

d M H z z H z M
R

dz

+ κ +
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Âòîðîå ñëàãàåìîå â ÷èñëèòåëå (12) ó÷èòûâàåò 

ïðèðàùåíèå äèôðàêöèîííîé ðàñõîäèìîñòè, îáóñëîâ- 
ëåííîå ýôôåêòîì ÂÐÌÁ (â ðàññìàòðèâàåìîé íàìè 
âûøå ñèòóàöèè κ ≈ 5,3, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìàëîé ïî-
ïðàâêå, êîòîðîé ìû ïðåíåáðåãàåì). Ïðè ýòîì ñ óâå-
ëè÷åíèåì äèñòàíöèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ êîýôôèöèåíò 
κ äîëæåí óìåíüøàòüñÿ â ñèëó óìåíüøåíèÿ íåëèíåé-
íûõ ýôôåêòîâ íà áîëüøèõ òðàññàõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ. 
Îäíàêî ýòî ýôôåêò ñëåäóþùåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî 

äèñòàíöèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïðîÿâëÿþùèéñÿ ìíîãî 
ïîçæå, ÷åì ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ïðîÿâëåíèåì íå-
îäíîðîäíîñòè àòìîñôåðíîé òðàññû. 

Áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèÿ Í(z) îïðåäåëÿåòñÿ êàê 
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Çäåñü h – âûñîòà íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè. Â ïðè-
çåìíîì ñëîå àòìîñôåðû 

10 êì
( ) 1,

h
H z

<

≈  ò.å. ðåàëè-

çóåòñÿ òîò ñëó÷àé, êîòîðûé ìû ðàññìîòðåëè âûøå. 
Äàííàÿ âåëè÷èíà çàâèñèò îò âûñîòû ÷åðåç ïëîòíîñòü 
ñðåäû, à òàêæå ÷åðåç òåìïåðàòóðó è âëàæíîñòü,  
â ñâîþ î÷åðåäü çàâèñÿùèå îò âûñîòû. Ïðè ó÷åòå 

âûñîòíûõ çàâèñèìîñòåé õàðàêòåðèñòèê ñðåäû ìîæíî 
ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ ýêñòðàïîëÿöèþ: 

 –4 –1( ) exp(– 1,1 10 ì ).H h h≈ ⋅ ⋅  

Çàâèñèìîñòü âûñîòû íàä óðîâíåì Çåìëè îò äèñ-
òàíöèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ïðîñòûì ñîîòíîøåíèåì 
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ãäå RE – ðàäèóñ Çåìëè; h0 – âûñîòà, ñ êîòîðîé 
îñóùåñòâëÿåòñÿ ëàçåðíîå èçëó÷åíèå; ψ – óãîë ê ãî- 
ðèçîíòó. Óðàâíåíèå (12) ëåãêî èíòåãðèðóåòñÿ àíà-
ëèòè÷åñêè, îäíàêî â ñèëó ãðîìîçäêîñòè îêîí÷àòåëü- 
 

íîãî âûðàæåíèÿ îíî íå ïðèâîäèòñÿ. Ê ïðèìåðó, 
åñëè èçëó÷åíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïîä íóëåâûì óãëîì 
ê ãîðèçîíòó ñ h0 = 10 êì, òî 

2 5,mbM =  à åñëè h0 = 
= 12 êì, òî 2 4,4.mbM ≈  

 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Ïðåäëîæåííàÿ ìîäåëü êâàçèñòàöèîíàðíîãî ÂÐÌÁ 
äëÿ ñðåäû ñ íåïðåðûâíûì ñïåêòðîì àêóñòè÷åñêîé 
âîñïðèèì÷èâîñòè ïîçâîëèëà óñòàíîâèòü, ÷òî ÂÐÌÁ 
äëÿ îòíîñèòåëüíî ìîùíûõ ïó÷êîâ ïðèâîäèò ê óõóä-
øåíèþ ýôôåêòèâíîãî êà÷åñòâà ïó÷êà, ÷òî ïðîÿâ- 
ëÿåòñÿ â óâåëè÷åíèè åãî óãëîâîé ðàñõîäèìîñòè. Íà 
îñíîâàíèè ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïîñòðîåíû àïðîêñè-
ìàöèîííûå ôîðìóëû äëÿ óãëîâîé ðàñõîäèìîñòè ëà-
çåðíîãî ïó÷êà. Ìåõàíèçì äàííîãî ÿâëåíèÿ îáóñëîâ-
ëåí êàê íåëèíåéíîé ðàñõîäèìîñòüþ, âîçíèêàþùåé  
â ñèëó ýôôåêòà ýëåêòðîñòðèêöèè, òàê è ïðèðàùå-
íèåì äèôðàêöèîííîé ðàñõîäèìîñòè, îáóñëîâëåííîé 
«âêëþ÷åíèåì» ñòîêñîâûõ êîìïîíåíò ïî õîäó ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ïó÷êà. Íåëèíåéíûé ìåõàíèçì ÿâëÿåòñÿ 
ïðåîáëàäàþùèì. Ïîëó÷åíû àïïðîêñèìàöèîííûå ôîð- 
ìóëû äëÿ ïðèðàùåíèÿ óãëîâîé ðàñõîäèìîñòè, ôîð-
ìèðóþùåéñÿ çà ñ÷åò ÂÐÌÁ, â çàâèñèìîñòè îò ìîù-
íîñòè èñõîäíîãî ïó÷êà è åãî ðàäèóñà. Â ÷àñòíîñòè, 
óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ìåãàâàòòíîãî ãàóññîâà ïó÷êà íà 
äëèíå âîëíû λ = 1,315 ìêì äèàìåòðîì 10 ñì è ìåíü- 
øå ýôôåêò ÂÐÌÁ áóäåò íåñóùåñòâåííîé ïîïðàâêîé 
ê ðàñõîäèìîñòè ïó÷êà, à äëÿ ìåòðîâîãî ïó÷êà ýòî 
óæå çíà÷èìûé ýôôåêò. 
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A.D. Bulygin, A.A. Zemlyanov, A.B. Ignat'ev, V.V. Morozov. The effect of stimulated Brillouin 

scattering on the angular divergence of a laser beam in air. 
Quasistationary approximation is formulated for the problem of stimulated Brillouin scattering (SBS)  

in air, which is considered as a multimode acoustic medium. In the approach suggested, the equation for the 
envelope of the complex amplitude of the light field is solved numerically. On the basis of numerical experiments, 
it is ascertained that when powerful laser radiation λ = 1.315 μm is propagating in air, the SBS effect can lead, 
at a sufficient power, to a significant increase in the angular divergence of laser beams. 

 
 


