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Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèôôóçíîãî ñâåòîâîãî ìîëÿ ïîëó÷åíî èíòåãðàëüíîå ìàòðè÷íîå íåñòàöèîíàðíîå óðàâ-
íåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÍÓÏÈ). Îáñóæäàþòñÿ ñâîéñòâà åãî ðåøåíèÿ. Ïðîâîäèòñÿ àíàëèç óãëîâîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ. Äàþòñÿ ðåêîìåíäàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ ðåøåíèé ïîëó÷åííîãî 
ÍÓÏÈ â ðàìêàõ ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåíèé. 

 
 

Íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàíèÿ äèôôóçíîãî ñâåòîâîãî ïîëÿ (ÄÑÏ) íà îñíîâå íåñòàöèîíàðíîãî 
óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÍÓÏÈ) âîçíèêàåò ïðè îïðåäåëåíèè èñêàæåíèÿ ôîðìû è äèññèïàöèè 
â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè ñèãíàëà îò èìïóëüñíîãî èçëó÷àòåëÿ, êîãäà ñâåòîâîé ïó÷îê ïðîõîäèò ñêâîçü 
òîëùó ìóòíîé ñðåäû (áóäü-òî àòìîñôåðíûé àýðîçîëü, òóìàí, îáëàêà, ïðèðîäíûå âîäû, îïòè÷åñêèå 
ñòåêëà, ðàñòèòåëüíîñòü è ò.ï.). 

Íàçâàííûå âûøå åñòåñòâåííûå ìóòíûå ñðåäû îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî âðåìÿ ðàññåÿíèÿ íà 
îòäåëüíûõ ÷àñòèöàõ  (ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ ñ÷èòàåòñÿ êàê ïîãëîùåíèå ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåèçëó÷åíèåì) 
çíà÷èòåëüíî ìåíüøå âðåìåíè ïðîõîæäåíèÿ ñâåòà ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè àêòàìè ðàññåÿíèÿ 
t = (v)–1 (äëèòåëüíîñòü ñâîáîäíîãî ïðåáûâàíèÿ ôîòîíà â ñðåäå), ò.å. ,t   òàê ÷òî ïðîöåññ ðàñ-
ñåÿíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ìãíîâåííûì. 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èç [1] çàèìñòâîâàíà òàáëèöà, â êîòîðîé ïðèâåäåíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó  è t 
äëÿ ðÿäà òèïè÷íûõ ìóòíûõ ñðåä. 
 

 
 

Ï ð è ì å ÷ à í è ÿ . L – äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà ôîòîíà (ïî ðàññåÿíèþ); r — õàðàêòåðíûé ðàäèóñ ðàññåè-
âàþùèõ ÷àñòèö; t0 — äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà â ñðåäå, òðàêòóåìîãî êàê ìãíîâåííûé èìïóëüñ. 
 

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ôîðìóëèðîâêà íåñòàöèîíàðíîé çàäà÷è äîáàâëÿåò íîâóþ ïåðåìåííóþ t, à ýòî, â 
ñâîþ î÷åðåäü, íàêëàäûâàåò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå: èíòåðâàëû óñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè ñóùåñòâåííûì 
îáðàçîì äîëæíû ïðåâûøàòü âðåìÿ êîãåðåíòíîñòè èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû, îáðàçîâàííîé â ðåçóëü-
òàòå ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ â òîëùå ñðåäû. Äëÿ áîëüøèíñòâà òèïè÷íûõ ìóòíûõ ñðåä ýòî 
âðåìÿ íå íèæå 10–9 ñ [1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñîâ êîðî÷å 1 íñ ÍÓÏÈ íå îïèñûâàåò. 

Ìàòðè÷íîå ÓÏÈ — ëîêàëüíûé çàêîí ñîõðàíåíèÿ îòíîñèòåëüíî âåêòîð-ïàðàìåòðà Ñòîêñà Si â íå-
ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå èìååò âèä [2] 
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ãäå M() — ìàòðèöà âðàùåíèÿ ïëîñêîñòè ðåôåðåíöèè â íàïðàâëåíèè ÷àñîâîé ñòðåëêè è ñîîòâåòñòâóþ-
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Ïðè èçîòðîïèè ëîêàëüíûõ íåîäíîðîäíîñòåé (èìåííî ýòî èìååò ìåñòî â áîëüøèíñòâå åñòåñòâåííûõ 
ñðåä) ìàòðèöà Qiê(r) âûðîæäàåòñÿ â ñêàëÿð Qiê = iê (çäåñü  — ïîêàçàòåëü îñëàáëåíèÿ èçëó÷åíèÿ â 
ñðåäå, à iê — ñèìâîë Êðîíåêåðà). Â ýòîì ñëó÷àå «áóãåðîâñêèé» ÷ëåí è ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ÍÓÏÈ 
óïðîùàþòñÿ, ò.å. 
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Ôîòîí ïðè ýëåìåíòàðíîì àêòå ðàññåÿíèÿ íåêîòîðîå âðåìÿ íàõîäèòñÿ â ïîãëîùåííîì ñîñòîÿíèè. 
Çàêîí ðàñïàäà ýòîãî èçëó÷åíèÿ (èëè èíà÷å ïåðåèçëó÷åíèÿ) çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ ôèçè÷åñêèõ óñëî-
âèé; â ðÿäå íàèáîëåå âàæíûõ ñëó÷àåâ (â ñðåäàõ òèïà àòìîñôåðíîãî àýðîçîëÿ è ïðèðîäíûõ âîä) âåðî-
ÿòíîñòü ïåðåèçëó÷åíèÿ ðàâíà [3] 
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à ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà ëîêàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ öóãà â ñðåäå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 
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Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè 
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Ïåðåéäåì ê íîâûì ïåðåìåííûì u è l l


 r R  è â ðåçóëüòàòå ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñ ó÷åòîì 
(2)—(4) ÍÓÏÈ èçìåíÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
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çäåñü ôóíêöèÿ èñòî÷íèêîâ ïðè èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâà -ôóíêöèè âûãëÿäèò êàê 
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Ôóðüå òðàíñôîðìàíòà «ñêîðîñòíîãî» ÷ëåíà áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:  
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Âîñïîëüçóåìñÿ ýòîé Ôóðüå òðàíñôîðìàíòîé 
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è çàïèøåì ÍÓÏÈ äëÿ Ôóðüå îáðàçîâ èñêîìîé ôóíêöèè 
 

( l

, )S

i
(q

; R – l l


; l

; w) + –S

i
() = F

sk
() + 

1

l
2 (R – l) (R


 – l


)(q


 – l


) , (7) 

 

çäåñü (1 );iw     
 

F
sk
(q

; r; l


; w) =  e

–iwu

 M
i
(

1
) D

ik
( l

 l

) M

k
(

2
)S

k
(q

; r; l


; u)dl


du  

 

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè 
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Ïðèìåì çà îñíîâó åñòåñòâåííóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ öåíòðîì â òî÷êå R è îðòîì, îðèåíòèðîâàí-

íûì ïðîòèâîïîëîæíî åäèíè÷íîìó âåêòîðó .l


 Ïîìíîæèì (7) íà åõð( l ) è ïîëó÷èì 
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Ðåøàÿ (9) êàê îáûêíîâåííîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé (8) è ñâîéñòâ -ôóíêöèè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî: 
 

S
i
(q

; R; l


; w) =  e

–– l
F

sk
(q

; R – l l


; l

; w)dl + 

e–
–R

R
2  (R


 – l


)(q


 – l


). (10) 

 

Íàïîìíèì ñâîéñòâà -ôóíêöèè â Ôóðüå òðàíñôîðìàíòå 
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Îñóùåñòâèì â (10) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå 
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Â ðåçóëüòàòå ïðèõîäèì ê èñêîìîé çàïèñè ìàòðè÷íîãî ÍÓÏÈ â èíòåãðàëüíîé èíòåðïðåòàöèè 
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èëè â îïåðàòîðíîé ôîðìå 
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êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà, ãäå îáëàñòü èíòåãðèðîâà-
íèÿ — n-ìåðíîå Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, 0

1{ ; ) , [ ],i iS S L K L L    ãäå L è L1 – Áàíàõîâî ïðîñòðàí-

ñòâî èíòåãðèðóåìûõ ôóíêöèé [4]. Ïðè ýòîì ( )i iS S l d l
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Ôèçè÷åñêèé ñìûñë (12) î÷åâèäåí: îíî îïèñûâàåò â ôîðìå ëîêàëüíîãî çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ëó÷è-
ñòîé ýíåðãèè ñóììàðíîå äåéñòâèå ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ. 

Îáñóäèì ñâîéñòâà åãî ðåøåíèÿ íà îñíîâå ñàìûõ îáùèõ ñîîáðàæåíèé. Â êà÷åñòâå îäíîé èç ïåðåìåí-
íûõ èñêîìîé ôóíêöèè èñïîëüçóåòñÿ âðåìÿ è â áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èíàõ — åäèíèöàõ îïòè÷åñêîãî ïóòè. 
Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè u < R ïàðàìåòð Ñòîêñà Si(u < R) = 0. Èç õàîòè÷åñêîãî áëóæäàíèÿ ôîòîíîâ (÷àñ-
òèö ôîòîííîãî ãàçà) ñëåäóåò, ÷òî ñìåùåíèå ôîòîíà ïðîïîðöèîíàëüíî êîðíþ êâàäðàòíîìó èç ïðîéäåííîãî 
ïóòè [5]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîñòèæåíèÿ òî÷êè R ôîòîí äîëæåí ïðîéòè ïóòü u = (1— g) (R)2, ãäå 

cosg    — ñðåäíèé êîñèíóñ èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðè u = R â ðàñ÷åòíîé òî÷êå 

ïîëÿ R ôèêñèðóþòñÿ ëèøü ïðÿìîå è îäíîêðàòíî ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå, à â òî÷êå u = (1—g)(R)2 èñêî-
ìàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè u . R ïàðàìåòð Ñòîêñà 
Si(u . R)  0. 

Îñòàíîâèìñÿ íà àíàëèçå óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ. Òåëî ÿðêîñòè 
(ïåðâûé ïàðàìåòð Ñòîêñà L  Si) èìååò äâå àñèìïòîìû. Â íà÷àëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè u â òî÷êó R 
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ïîñòóïàåò ïðåèìóùåñòâåííî èçëó÷åíèå, ïðåòåðïåâøåå îäíîêðàòíîå ðàññåÿíèå, à ñëåäîâàòåëüíî, òåëî 
ÿðêîñòè îáóñëîâëåíî èíäèêàòðèñîé ýëåìåíòàðíîãî àêòà ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ x(). Ïî ïðîøåñòâèè 
áîëüøîãî ïåðèîäà âðåìåíè è ñòðóêòóðà òåëà ÿðêîñòè ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò x(), ãðàíè÷íûõ è íà÷àëü-
íûõ óñëîâèé, ò.å. íà áîëüøîé îïòè÷åñêîé ãëóáèíå òåëî ÿðêîñòè ñòàíîâèòñÿ êâàçèèçîòðîïíûì (îñîáåí-
íîñòü ãëóáèííîãî ñâåòîâîãî ðåæèìà). 

Êàê èçâåñòíî, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ òèïà (12) ÿâëÿåòñÿ ðÿä Íåéìàíà 
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êîòîðûé äëÿ ìíîãèõ ïðèëîæåíèé òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ïðèáëèæåííîì 
âèäå, èñïîëüçóÿ ìàëîóãëîâóþ ìîäèôèêàöèþ ìåòîäà èòåðàöèé 
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ãäå мур
iS  — ïàðàìåòð Ñòîêñà, íàéäåííûé â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ ìàëîóãëîâîãî ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ. 

Ðåøåíèå (14) èìååò ïðîçðà÷íûé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: â èòîãîâîé ñóììå ñòðîãî ó÷èòûâàþòñÿ ñëàãàå-
ìûå, ñîîòâåòñòâóþùèå èçëó÷åíèÿì èñòî÷íèêà, ïðåòåðïåâøèì îò 0 äî m àêòîâ ðàññåÿíèÿ, à âñå îñòàëüíûå 
ó÷èòûâàþòñÿ ïðèáëèæåííî, êàê îäíî ýôôåêòèâíîå ðàññåÿíèå ñ òåëîì ÿðêîñòè, êâàçèïîäîáíûì òåëó ÿð-
êîñòè m-é êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ. 

Ïîäîáíàÿ ìîäåëü — ïðÿìîå ðàçâèòèå èäåé ãëóáèííîãî ñâåòîâîãî ðåæèìà è ñîõðàíÿåò åãî íåçàâè-
ñèìîñòü îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Îäíàêî òî÷íûé ó÷åò ïåðâûõ n êðàòíîñòåé ðàññåÿíèÿ ïîçâîëÿåò èñ-
ïîëüçîâàòü åãî ñ ïåðâûõ æå ìîìåíòîâ âðåìåíè è ñ ðàññòîÿíèÿ R = 0. 

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ñõîäèìîñòü (14) çíà÷èòåëüíî ýôôåêòèâíåå, ÷åì ó (13), òàê êàê ñóììàðíûé 
âêëàä ìíîãîêðàòíîãî àíèçîòðîïíîãî ðàññåÿíèÿ ó÷èòûâàåòñÿ ïî ñóùåñòâó îäíèì ÷ëåíîì ðÿäà (14), à íå 
áåñêîíå÷íîé ñóììîé ðÿäà (13), ãäå êàæäûé ïîñëåäóþùèé ÷ëåí ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷èâàåò êðàòíîñòü 
èíòåãðàëà íà òðè åäèíèöû. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì îöåíèòü òî÷íîñòü Si(n) ïî ðàç-
íîñòè äâóõ ïîñëåäóþùèõ èòåðàöèé, ò. å. êàê Si(n+1) — Si(n). 

Ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ (14), î÷åâèäíî, çàâèñèò îò ãåîìåòðèè çàäà÷è è óäà÷íîãî èç ôèçè÷å-
ñêèõ ñîîáðàæåíèé âûáîðà мур.iS  Ïîäàâëÿþùåìó áîëüøèíñòâó åñòåñòâåííûõ ñðåä ïðèñóùè èñòèííîå ïî-
ãëîùåíèå è ñèëüíî àíèçîòðîïíîå ðàññåÿíèå èçëó÷åíèÿ â èõ òîëùå. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëå-
ñîîáðàçíûì â êà÷åñòâå мур

iS  ïðèíÿòü ðåøåíèå ÍÓÏÈ â òðàíñïîðòíîì ïðèáëèæåíèè, òàê êàê îíî õîðîøî 
îòðàæàåò ïåðåðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè â ïðîöåññå ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ. Ïðè ýòîì îïèñàíèå 
ñòðóêòóðû (ôîðìû) òåëà ÿðêîñòè áóäåò îáåñïå÷èâàòüñÿ òî÷íî ðàññ÷èòàííûìè ÷ëåíàìè ðÿäà (14). 

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ øèðîêîãî êðóãà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ôîòîìåòðè÷åñêîé 
òåîðèè ÄÑÏ äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ðåøåíèÿ ÍÓÏÈ, ïîëó÷åííûå â ïðèáëèæåíèÿõ êâàçèîäíîêðàò-
íîãî Si(1) (ñëó÷àé n = 1 â (14)) è êâàçèäâóõêðàòíîãî Si(2) (ñëó÷àé n = 2 â (14)) ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ. 
Ïðè÷åì Si(1) ïðèãîäíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà õ() — áîëåå îñòðàÿ ôóíêöèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ èíäèêàòðè-
ñîé èçëó÷åíèÿ èñòî÷íèêà (ôóíêöèÿ Ãðèíà ìàòðè÷íîãî ÍÓÏÈ äëÿ ýëåìåíòàðíîãî èçîòðîïíîãî èçëó÷à-
òåëÿ); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü Si(2) (ôóíêöèÿ Ãðèíà ÍÓÏÈ äëÿ ýëåìåíòàðíîãî èçî-
òðîïíîãî èçëó÷àòåëÿ); â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü Si(2) (ôóíêöèÿ Ãðèíà ìàòðè÷íîãî 
ÍÓÏÈ) äëÿ ýëåìåíòàðíîãî êîëëèìèðîâàííîãî èçëó÷àòåëÿ). Â èòîãå, îáåñïå÷èâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòî-
äà ôóíêöèé Ãðèíà âûñîêàÿ òî÷íîñòü ðàñ÷åòîâ ñòðóêòóðû è èíòåãðàëüíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ 
ïðîèçâîëüíîãî ÄÑÏ â ìóòíûõ ñðåäàõ àòìîñôåðíîãî àýðîçîëÿ è ïðèðîäíûõ âîä. 
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An integral matrix nonstationary radiation transfer equation (NRTE) is derived for studying diffuse light fields. 
Some properties of its solution are discussed. Angular distribution of the scattered radiation brightness is analyzed. 


