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Ðàññìîòðåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ ôàçîâîé ïðîáëåìû. Ïðîâåäåíî îáîáùåíèå 
óðàâíåíèé Ãèëüáåðòà íà äâóìåðíûé ñëó÷àé, ïîêàçàíà âîçìîæíîñòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â äâóìåð-
íîì äèñêðåòíîì ñëó÷àå è ðàññìîòðåíà îäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ â äâóìåðíîì íåïðåðûâíîì ñëó÷àå. 

 
 

Èç îáùåãî àíàëèçà îäíîçíà÷íîñòè ðåøåíèÿ ôàçîâîé ïðîáëåìû (×àñòü I) ñëåäóåò, ÷òî îíà ðåøàåò-
ñÿ íåîäíîçíà÷íî, åñëè íåèçâåñòíîå âîññòàíàâëèâàåìîå ðàñïðåäåëåíèå (èçîáðàæåíèå) ïðåäñòàâèìî (îä-
íîìåðíûé ñëó÷àé) èëè èçíà÷àëüíî ÿâëÿåòñÿ (äâóìåðíûé ñëó÷àé) ñâåðòêîé äâóõ èëè áîëåå èçîáðàæå-
íèé. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ îäíîçíà÷íîñòè âîññòàíîâëåíèÿ â ýòîé ñèòóàöèè íåîáõîäèìî ïðèâëå÷åíèå äî-
ïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè, â êà÷åñòâå êîòîðîé íàèáîëåå åñòåñòâåííî èñïîëüçîâàòü ïðåäâàðèòåëüíóþ 
ýêñïîíåíöèàëüíóþ ôèëüòðàöèþ èçîáðàæåíèÿ. Ýêñïîíåíòà «ïðîíèêàåò» ïîä èíòåãðàë ñâåðòêè è ýêñïî-
íåíöèàëüíî îòôèëüòðîâàííàÿ ñâåðòêà ðàâíà ñâåðòêå ýêñïîíåíöèàëüíî îòôèëüòðîâàííûõ èçîáðàæåíèé. 
Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôèëüòðàöèÿ íåîáõîäèìà òàêæå ïðè ïîñòðîåíèè àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ñ ïîìîùüþ 
ïðåîáðàçîâàíèé Ãèëüáåðòà, ïîñêîëüêó «ñäâèãàåò» ïîëîñû êîðíåé â êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè è äàåò 
âîçìîæíîñòü óñòàíîâèòü îäíîçíà÷íóþ ñâÿçü ìîäóëÿ è ôàçû. 
 
Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ ôàçîâîé ïðîáëåìû 
 

Ýêñïîíåíöèàëüíî îòôèëüòðîâàííûì àíàëîãîì (ÝÀ) èçîáðàæåíèÿ J(t) áóäåì íàçûâàòü èçîáðàæå-
íèå J1(t) âèäà 
 

 (1) 
 
ãäå  = (1, 2) — âåêòîð ôèëüòðàöèè. 

Ðàññìîòðèì íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå âîçìîæíîñòè ýêñïîíåíöèàëüíîé ôèëüòðàöèè. Â îäíîìåðíîì 
ñëó÷àå Ôóðüå îáðàç f1(x) ÝÀ èçîáðàæåíèÿ èìååò âèä 
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ãäå âñå îáîçíà÷åíèÿ àíàëîãè÷íû (1) (÷àñòü I). Ïðè ìàëûõ 
1
S

   ðàçëîæèì ýêñïîíåíòó â ðÿä è îãðà-

íè÷èìñÿ ïåðâûì ïîðÿäêîì ìàëîñòè: 
 

 
 
ãäå f(x) — Ôóðüå îáðàç èçîáðàæåíèÿ J(t). Îòêóäà, ïðèðàâíèâàÿ ìîäóëè, ïîëó÷àåì ïðèáëèçèòåëüíîå 
ñîîòíîøåíèå: 
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Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ äâà ìîäóëÿ ñïåêòðà À1(õ) è À(õ) è êîýôôèöèåíò ôèëüòðàöèè  ìîæíî ïðè-

áëèçèòåëüíî âîññòàíîâèòü ïðîèçâîäíóþ ôàçû (õ), à ñëåäîâàòåëüíî, è ñàìó ôàçó ((0) = 0). 
Àíàëîãè÷íîå ðàññìîòðåíèå äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà. Ââîäÿ äâà ÝÀ äâóìåðíîãî 

èçîáðàæåíèÿ êàê 
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îñóùåñòâëÿÿ èõ Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèå, ðàçëàãàÿ ýêñïîíåíòó â ðÿä 1 2
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ëè, ïðèáëèæåííî ïîëó÷àåì 
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Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ òðè ìîäóëÿ Ôóðüå ñïåêòðà A3, A2, A è 1, 2, âîññòàíàâëèâàåì äâå ÷àñòíûå 

ïðîèçâîäíûå ôàçû 
1 2
, ,x x   èíòåãðèðóÿ è ñøèâàÿ êîòîðûå, ïðèáëèæåííî íàõîäèì (õ1, õ2). Îáîáùå-

íèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà ñëó÷àé' ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ ôèëüòðàöèè ñôîðìóëèðóåì â âèäå óòâåðæäåíèé. 
Ó ò â å ð æ ä å í è å  1 . Ïóñòü J(t) — ôèíèòíàÿ ñ îáëàñòüþ S ôóíêöèÿ. Òîãäà J(t) îäíîçíà÷íî îï-

ðåäåëÿåòñÿ ìîäóëåì åå Ôóðüå ñïåêòðà è ìîäóëåì ñïåêòðà åå ÝÀ [1]. 
Ó ò â å ð æ ä å í è å  2 . Ïóñòü J(t) — ôèíèòíàÿ ñ îáëàñòüþ S ôóíêöèÿ. Òîãäà J(t) îäíîçíà÷íî îï-

ðåäåëÿåòñÿ ìîäóëåì Ôóðüå ñïåêòðà è ìîäóëÿìè Ôóðüå ñïåêòðà äâóõ åå ÝÀ, âåêòîðû ôèëüòðàöèè êî-
òîðûõ îðòîãîíàëüíû. 

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 2 àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ 1 è îñíîâàíî íà ôàêòîðè-
çàöèè ñïåêòðà [1] ïî êàæäîé èç ïåðåìåííûõ. 

Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè âåêòîðîâ ôèëüòðàöèè íåîáÿ-
çàòåëüíî. 

Ó ò â å ð æ ä å í è å  3 . Ïóñòü J(t) — ôèíèòíàÿ ñ îáëàñòüþ S ôóíêöèÿ. Òîãäà J(t) îäíîçíà÷íî îï-
ðåäåëÿåòñÿ ìîäóëåì Ôóðüå ñïåêòðà è ìîäóëÿìè Ôóðüå ñïåêòðîâ äâóõ åå ÝÀ, âåêòîðû ôèëüòðàöèè 
êîòîðûõ íåêîëëèíåàðíû [2]. 

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî òåðìèí ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôèëüòðàöèÿ ìîæíî è íå ââîäèòü, ïîñêîëüêó îïðå-
äåëåíèå Ôóðüå îáðàçà ÝÀ èçîáðàæåíèÿ (1) ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ îáîáùåííûì îïðåäåëåíèåì Ëàïëàñ 
îáðàçà Ë(ð) [3] ïðè ð = —+ix. ïîíÿòèåì îáîáùåííîãî Ôóðüå ïðåîáðàçîâàíèÿ f(w) ïðè w = x+i. 
(×àñòü I), à òàêæå îïðåäåëåíèåì öåëîé ôóíêöèè ýêñïîíåíöèàëüíîãî òèïà [4]. 

Îäíàêî ìíîãî÷èñëåííîñòü ýòèõ íàçâàíèé ïðèâîäèò ê ïóòàíèöå, ïîýòîìó áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ 
ââåäåííîé òåðìèíîëîãèè. 

Êàê ïîêàçàíî â ×àñòè I, äâóìåðíûé äèñêðåòíûé ñëó÷àé ôàçîâîé ïðîáëåìû ìîæåò áûòü ñâåäåí ê 
îäíîìåðíîìó ïóòåì ïîñòðî÷íîãî èëè ïîñòîëáöîâîãî âûòÿãèâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ. Ïîýòîìó åñëè îò-
ôèëüòðîâàòü äâóìåðíîå èçîáðàæåíèå ñ âåêòîðîì ôèëüòðàöèè, êîòîðûé ïðè âûòÿãèâàíèè ïåðåéäåò â 
êâàçèíåïðåðûâíóþ îäíîìåðíóþ ôèëüòðàöèþ, òî ïîïàäàåì â óñëîâèå óòâåðæäåíèÿ 1. 

Ðàññìîòðèì ìåòîä ïîñòðî÷íîãî âûòÿãèâàíèÿ áåç íóëåé äëÿ äâóìåðíîãî ÝÀ, èçîáðàæåíèå âèäà 

1 2, 1 1 2 2exp( ).n nJ n n    

Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå îäíîìåðíûé ÝÀ èçîáðàæåíèÿ Inåõð(—0n) ïî ïðàâèëó: 
 

 
 

Ïðèðàâíèâàÿ ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíòû è ó÷èòûâàÿ ïðàâèëî âûòÿãèâàíèÿ, íàõîäèì: 1 = 0, 
2 = 0(N1+1). 

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð äâóìåðíîé' ôèëüòðàöèè, ïåðåõîäÿùåé â êâàçèíåïðåðûâíóþ îäíîìåðíóþ, 
èìååò âèä 
 

 (5) 
 

Ó ò â å ð æ ä å í è å  4 . Äâóìåðíîå äèñêðåòíîå èçîáðàæåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ìîäóëåì 
Ôóðüå ñïåêòðà è ìîäóëåì Ôóðüå ñïåêòðà åãî ÝÀ ñî ñïåöèàëüíî âûáðàííûì âåêòîðîì ôèëüòðàöèè  
âèäà (5) (0 — ïðîèçâîëüíûé). 
 
Óðàâíåíèÿ Ãèëüáåðòà 
 

Àíàëèòè÷åñêàÿ ñâÿçü ìîäóëÿ è ôàçû â îäíîìåðíîì íåïðåðûâíîì ñëó÷àå îïèñûâàåòñÿ òàê íàçû-
âàåìûìè îáîáùåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãèëüáåðòà [5], êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèìåíèâ ôîðìó-

ëó Êîøè ñ êîíòóðîì èíòåãðèðîâàíèÿ ðèñ. 1, à ê ôóíêöèè 
ln ( )

.
f w
w

 Ïîñêîëüêó f(w) ìîæåò èìåòü íóëè 

â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, òî Inf(w) â ýòîì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé è ïðèìåíåíèå 
ôîðìóëû Êîøè íåïðàâîìî÷íî. Îäíàêî f(w) ìîæíî «èñïðàâèòü», ÷òîáû åå ìîäóëü íà äåéñòâèòåëüíîé 
îñè (w = õ) íå èçìåíèëñÿ è f(w)  0 ïðè ó > 0, ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
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ãäå wê — êîðíè óðàâíåíèÿ f(w) = 0 â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè (y > 0), à f(w) — íîâàÿ ôóíêöèÿ, 

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì ( ) ( )f x f x  (òàê  
*

1ê

ê

x w
x w





) è f(w)  0 ïðè y > 0. 

 

   
 

Ðèñ. 1.  Êîíòóð èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ âûâîäà ïðåîáðàçîâàíèé Ãèëüáåðòà â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå (à), â 
äèñêðåòíîì ñëó÷àå (á) 

 

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì: 
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Óðàâíåíèÿ (6) è (7) ïîëó÷èëè íàçâàíèå îáîáùåííûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ãèëüáåðòà, ñâÿçûâàþùèõ 
ìîäóëü è ôàçó Ôóðüå ñïåêòðà ôèíèòíîé ôóíêöèè. Âûðàæåíèå (6) îáû÷íî íàçûâàþò ïîëíîé ôàçîé, à 
ïåðâîå è âòîðîå åå ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâåííî ìèíèìàëüíîé ôàçîé è ôàçîé Áëÿøêå. Ïðè ýòîì ëþáîå 

èç ñëàãàåìûõ, âõîäÿùèõ â ôàçó Áëÿøêå, ìîæåò ìåíÿòüñÿ íà îáðàòíîå: 
*

* ,ê ê

ê ê

x w x w
x w x w
 


 

 ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóåò ïåðåáðîñêå êîðíÿ èç íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè â âåðõíþþ (ìîäóëü ñïåêòðà íå ìåíÿåòñÿ). Ýòî 
ïðèâîäèò ê îáùåìó ÷èñëó ðåøåíèé ôàçîâîé ïðîáëåìû  2N–1, ãäå N — ÷èñëî êîðíåé f(w). 

Ó÷åò ñïåöèôèêè äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ îçíà÷àåò ïåðåõîä ê ðàññìîòðåíèþ z-îáðàçîâ èçîáðàæåíèÿ. 

Ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Êîøè ê ôóíêöèè 
ln ( )JR z

z
 â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ íóëåé â âåðõíåé ïîëó-

ïëîñêîñòè w-ïëîñêîñòè (äëÿ z-ïëîñêîñòè ýòî îçíà÷àåò îòñóòñòâèå íóëåé ïðè 1z  ) ñ êîíòóðîì 
(ðèñ. 1, á) ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó [6]: 
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ln A(x) = 
1
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 – x
2  – cot 


2 d . (9) 

 
Âèä àíàëîãîâ ôàç Áëÿøêå â äèñêðåòíîì ñëó÷àå íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà, ïîñêîëüêó íåîäíîçíà÷-

íîñòü ïî-ïðåæíåìó ñîõðàíÿåòñÿ. Ñâÿçü ìîäóëÿ è ôàçû ñòàíîâèòñÿ îäíîçíà÷íîé è àíàëèòè÷åñêîé, åñëè 
âñå êîðíè f(w) ëåæàò ëèáî â îäíîé èç ïîëóïëîñêîñòåé (âåðõíåé y > 0 èëè íèæíåé ó < 0), ëèáî íà 
äåéñòâèòåëüíîé îñè (ó = 0). 

Àíàëîãè÷íî â äèñêðåòíîì ñëó÷àå âñå êîðíè RJ(z) äîëæíû ëåæàòü ëèáî â êðóãå 1,z   ëèáî â 

1,z   ëèáî íà îêðóæíîñòè 1.z   
Àíàëèç ïîâåäåíèÿ êîðíåé â äèñêðåòíîì ñëó÷àå ïîêàçûâàåò, ÷òî â w-ïëîñêîñòè êîðíè ðàñïîëîæå-
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íû â ïîëîñå êîíå÷íîé øèðèíû, îõâàòûâàþùåé äåéñòâèòåëüíóþ îñü. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà âû-
òåêàåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ [7, 8]. 

Ó ò â å ð æ ä å í è å  5 . Êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âèäà 
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 ãäå àê — ïåðâûé îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíò èç {àn}. 

Ñëåäñòâèå. Äëÿ äèñêðåòíîãî èçîáðàæåíèÿ Jn êîðíè {wê} óðàâíåíèÿ f(w) = 0 ëåæàò â ïîëîñå êîíå÷íîé 
øèðèíû, ïàðàëëåëüíîé äåéñòâèòåëüíîé îñè õ. Ïðè J0, JN  0 óðàâíåíèå ïîëîñû çàäàåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 
 

– 
0
  y  

0
 , x; 

0
 = ln









1 + 
J

max

J
0

 , 
0
 = ln









1 + 
J

max

J
N

 . 

 

Â z-ïëîñêîñòè êîðíè 
1

max max
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1 1
N

J J
z

J J


   

      
   

 ðàñïîëîæåíû â êîëüöå, îõâàòûâàþùåì åäèíè÷íóþ 

îêðóæíîñòü. 
Äàííîå ñëåäñòâèå îòêðûâàåò ïóòü àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ôàçîâîé ïðîáëåìû ÷åðåç ìèíèìàëüíî-

ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ. 
Ðàññìîòðèì ÝÀ èçîáðàæåíèÿ 0exp( ).n nJ J n    Òîãäà 

 

f(w) = 
n=0

N

 J
n
e
-0n

e
i(x + iy)n

 = 
n=0

N

 J
n
e
–yneixn

 , 

 

ãäå ó = ó+0. Ïðè ýòîì ó f(w) äåéñòâèòåëüíàÿ îñü õ «ïîäíèìåòñÿ ââåðõ» íà âåëè÷èíó 0 (êîðíè îñ-
òàíóòñÿ âíèçó). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ó > 0, f(w) = 0, ò.å. ñâÿçü ìîäóëÿ è ôàçû îïèñûâàåòñÿ ëèáî 
(8), (9), ëèáî ïåðâûìè ñëàãàåìûìè (6), (7). 

Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî çíàíèå àïðèîðíî íåèçâåñòíîãî êî-

ýôôèöèåíòà 0, îäíàêî äëÿ òèïè÷íûõ ìàëîêîíòðàñòíûõ èçîáðàæåíèé 




J

max

J
min

  100  åãî âñåãäà ìîæíî 

âçÿòü íåñêîëüêî áîëüøå èñòèííîãî. 
Îáîáùåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà íà äâóìåðíûé ñëó÷àé ïðèâîäèò ê ñîîòâåòñòâóþùåìó îáîáùåíèþ 

ïðåîáðàçîâàíèé Ãèëüáåðòà. Â äâóìåðíîì íåïðåðûâíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïðèìåíèòü ôîðìó-

ëó Êîøè ñ êîíòóðîì (ðèñ. 1, à) ê ôóíêöèè 1
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f w
w
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 Äëÿ ìèíèìàëüíî-ôàçîâîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñâÿçü ìî-

äóëÿ è ôàçû: 
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Êàê âèäíî èç ýòèõ óðàâíåíèé, äâóìåðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà ÿâëÿþòñÿ, ïî ñóòè äåëà, ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòüþ îäíîìåðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ãèëüáåðòà, à ðàçëè÷èå ìåæäó (10) è (11) ñâîäèòñÿ ê 
ðàçëè÷èþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèìåíåíèé îäíîìåðíûõ Ãèëüáåðò-ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîñêîëüêó êîíå÷-
íîå çíà÷åíèå ôàçû èëè ìîäóëÿ íå çàâèñèò îò ïóòè, ïðàâûå ÷àñòè (10) è (11) ïðè ìèíèìàëüíî-
ôàçîâûõ óñëîâèÿõ ðàâíû. 

Äèñêðåòíûå äâóìåðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà â ìèíèìàëüíîôàçîâîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî âû-

âîäÿòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ôîðìóëû Êîøè ñ êîíòóðîì (ðèñ. 1, á) ñíà÷àëà ê 1

1

( , 1)
ln ,JR z

z
 à çàòåì ê 

1
2

2

(e , )
ln

ix
JR z

z
 èëè íàîáîðîò. 

Äèñêðåòíûé àíàëîã (10) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
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Ïîïðîáóåì òåïåðü âûáðàòü êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ôèëüòðàöèè (1, 2) ÝÀ èçîáðàæå-
íèÿ âèäà 
 

J
n1

, n2
  = J

n1, n2
exp(– 

1
n

1
 – 

2
n

2
) , 

 

÷òîáû îäíîâðåìåííî âûïîëíÿëèñü ìèíèìàëüíî-ôàçîâûå óñëîâèÿ â äâóìåðíîì ñëó÷àå: f(w1, 0)  0 è 
f(x1, w2)  0 (RJ(z1, 1)  0, 1

2(e , ) 0ix
IR z  ), ò. å. ïåðåíåñåì óòâåðæäåíèå 5 è åãî ñëåäñòâèå íà äâóìåð-

íûé ñëó÷àé. Äåòàëüíûé òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç óñëîâèé ñîâìåñòèìîñòè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ïðèâîäèò ê 
íåðàâåíñòâó: 
 

1 2 1 2ln ln 1,n n B B
 

  (13) 
 

ãäå 
1 2

2 1 2
1

, 0 0,
max{ } / ;n nn n n

B J J 


  
1 2

11 2
2 , 0 ,0

max{ } / ,n nn n n
B J J


  

20,n
J   è 

1,0n
J — ëèáî ïåðâûå îòëè÷íûå îò íóëÿ, ëèáî 

ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû èçîáðàæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî â ïåðâîì ñòîëáöå è ïåðâîé ñòðîêå èçîáðàæåíèÿ; 

1,n


 2n


– êîîðäèíàòû ýòèõ ýëåìåíòîâ Íåðàâåíñòâî (13) âûïîëíÿåòñÿ áåçóñëîâíî â ñëåäóþùèõ ÷àñòíûõ 
ñëó÷àÿõ: 

1. 1 0n


  (ñëåäîâàòåëüíî, 2 0n


 ) è íàîáîðîò. 
Èçîáðàæåíèå èìååò óãëîâóþ òî÷êó J0,0  0. Ïðè ëèíåéíîé çàìåíå ïåðåìåííûõ ê ýòîìó óñëîâèþ ñâî-

äÿòñÿ òàêæå ñëó÷àè J0,N  0, 
1,0

0NJ   èëè 
1 2

0.N NJ   Êîýôôèöèåíòû ôèëüòðàöèè âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ: 
 

 
 

2. Ëèáî Â1 < 1, ëèáî B2 < 0, íî íå îäíîâðåìåííî. 
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èþ íà êðàþ èçîáðàæåíèÿ ÿðêîé òî÷êè èëè ïðè êîíöåíòðàöèè ýíåðãèè íà 

êðàÿõ. 
3. 1 2 1.B B  Âûïîëíÿåòñÿ äëÿ î÷åíü ìàëîêîíòðàñòíûõ èçîáðàæåíèé èëè èçîáðàæåíèé, èìåþ-

ùèõ ïîñòîÿííóþ èíòåíñèâíîñòü. 
Òàêèì îáðàçîì, â äâóìåðíîì äèñêðåòíîì ñëó÷àå (â îòëè÷èå îò îäíîìåðíîãî) ïðèìåíèòü äâóìåð-

íûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà â ñî÷åòàíèè ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôèëüòðàöèåé âïðÿìóþ íå óäàåòñÿ, 
÷òî çàñòàâëÿåò èñïîëüçîâàòü ìåòîä ñâåäåíèÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ ê îäíîìåðíîìó. Êîìáèíèðóÿ óòâåð-
æäåíèÿ 4 è 5, ïîëó÷àåì äëÿ 0 èç óòâåðæäåíèÿ 4 ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî: 
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ãäå 
1,0n

J — ïåðâûé îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíò â íóëåâîé ñòðîêå èçîáðàæåíèÿ. 

Ó ò â å ð æ ä å í è å  6 . Ïóñòü J(n)åõð(—n) — ÝÀ äèñêðåòíîãî èçîáðàæåíèÿ, ïðè÷åì  îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç (3), à 0 óäîâëåòâîðÿåò (14). Òîãäà ìîäóëü è ôàçà Ôóðüå ñïåêòðà ïîñòðî÷íî-âûòÿíóòîãî îäíî-
ìåðíîãî àíàëîãà ýòîãî èçîáðàæåíèÿ îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé óðàâíåíèÿìè (8) è (9). 

Ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå íå òîëüêî íàïðàâëåíèÿ, íî è âåëè÷èíû âåêòîðà ôèëüòðàöèè  è èñïîëü-
çîâàíèè ìåòîäà ñâåäåíèÿ äâóìåðíîãî äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ ê îäíîìåðíîìó ìîæíî ïîñòðîèòü òî÷íîå 
àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ôàçîâîé ïðîáëåìû è â äâóìåðíîì ñëó÷àå. 

Ðàññìîòðèì ïðàêòè÷åñêóþ ñòîðîíó òàêîãî ðåøåíèÿ. 
Îäíîìåðíûé àíàëîã ÝÀ äâóìåðíîãî èçîáðàæåíèÿ èìååò âèä Inåõð(—0n), n = n1 + n2(N1 + 1). 

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âåëè÷èíó èç (14) è ïîëàãàÿ, íàïðèìåð, max

min

100,
J
J

  ïîëó÷àåì 0  10. Åñëè ìàññèâû 

èçîáðàæåíèé èìåþò ðàçìåðíîñòü 6464, òî êîíå÷íîå çíà÷åíèå n = 4096 è ïîñëåäíèé ýëåìåíò ÝÀ èçî-
áðàæåíèÿ èìååò âèä I4096  10–4096, â òî âðåìÿ êàê ïðåäåëû òî÷íîñòè ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ 
ìàøèí 1070—10300. Ñëåäîâàòåëüíî, è ýòîò ìåòîä èìååò îãðàíè÷åííîå ïðèìåíåíèå äëÿ ìàëîðàçìåðíûõ 
èçîáðàæåíèé, íà êîòîðûõ óêëàäûâàåòñÿ  1010 ýëåìåíòîâ ðàçðåøåíèÿ. 

Ïîëó÷åííûå îáîáùåííûå äâóìåðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ãèëüáåðòà ïîçâîëÿþò òåîðåòè÷åñêè ðàññìîò-
ðåòü âîïðîñ îäíîçíà÷íîñòè ôàçîâîé ïðîáëåìû â äâóìåðíîì íåïðåðûâíîì ñëó÷àå. Îñòàíîâèìñÿ ïîä-
ðîáíåå íà ýòîì âîïðîñå. 
 
Êà÷åñòâåííûé àíàëèç îäíîçíà÷íîñòè â äâóìåðíîì íåïðåðûâíîì ñëó÷àå 
 

Ïðè îòêàçå îò ìèíèìàëüíî-ôàçîâûõ îãðàíè÷åíèé ïåðâûå óðàâíåíèÿ (10) è (11) áóäóò èìåòü ñëå-
äóþùèé âèä: 
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ãäå * *
1 21 2 12{ , { ( )}, { , { ( )}ê m nlw w x w w x

 

 ñîîòâåòñòâåííî êîðíè óðàâíåíèé f(w1, 0) = 0, 1 2( , ) 0,f x w


  

f(0, w2) = 0, 21( , ) 0,f w x


 à îáîçíà÷åíèå ix


— îçíà÷àåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïåðåìåííàÿ ôèêñèðîâàíà. 
Êàê óæå óïîìèíàëîñü, êîíå÷íîå çíà÷åíèå ôàçû íå äîëæíî çàâèñåòü îò ïóòè åå âû÷èñëåíèÿ è (15) 

ðàâíî (16) (òàê íàçûâàåìîå óñëîâèå çàìêíóòîñòè). 
Ïîñòîðîííèå ðåøåíèÿ ìîãóò ïîÿâèòüñÿ òîëüêî ïðè ïåðåáðîñêàõ êîðíåé, ò. å. èçìåíÿþòñÿ òîëüêî 

âòîðûå è ÷åòâåðòûå ñëàãàåìûå. Ïðè ýòîì ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ìîãóò èìåòü òó æå îáëàñòü S, ÷òî è èñ-
òèííûå, ò. ê. êâàäðàò ìîäóëÿ, à ñëåäîâàòåëüíî, àâòîêîððåëÿöèÿ, èìåþùàÿ ðàçìåðû 2S, ïðè ýòîì íå 
ìåíÿåòñÿ (ïðè óñëîâèè ïîëîæèòåëüíîñòè ðåøåíèé). 

Äîïóñòèì, ÷òî ïðîèçîøëà ïåðåáðîñêà îäíîãî êîðíÿ ïî ëèíèè x2 (õ1 = 0) è èçìåíèëîñü âòîðîå 
ñëàãàåìîå â (16) (êîðåíü *

2mw  çàìåíèòñÿ íà w2m). ×òîáû íå íàðóøèëîñü ðàâåíñòâî (15) è (16), äîëæíî 
èçìåíÿòüñÿ ëèáî ÷åòâåðòîå ñëàãàåìîå èç (16), ëèáî ïåðåìåííûå ñëàãàåìûå èç (15). Ïîñêîëüêó ôàçó â 
òî÷êå x1, õ2 ñ ïîìîùüþ äàííûõ óðàâíåíèé ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ëþáîé ëîìàíîé ëèíèè, êîòîðûõ â 
íåïðåðûâíîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî, à êîíå÷íîå çíà÷åíèå òàêæå ôèêñèðîâàíî è ðàâíî ñóììå 
ñëàãàåìûõ ïî ïðÿìîëèíåéíûì ó÷àñòêàì ëîìàíîé, òî ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî «ëîêàëüíàÿ» ïåðåáðîñêà 
êîðíåé íà ëþáîì îòðåçêå ëîìàíîé äîëæíà ñîïðîâîæäàòüñÿ «ãëîáàëüíîé» ïåðåáðîñêîé êîðíåé âî âñåõ 
îñòàëüíûõ îäíîìåðíûõ ñðåçàõ äëÿ åå êîìïåíñàöèè. Èç ñàìîãî ïðèíöèïà ïåðåáðîñêè êîðíåé ñëåäóåò, 
÷òî èçìåíåíèÿ ôàçû  ïðè ýòîì íå ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íî ìàëûìè, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî êîðíåé íå 
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì è ðàçëè÷íî äëÿ êàæäîãî ñðåçà. Ïîýòîìó ñêîìïåíñèðîâàòü ëîêàëüíûé äèñêðåò-
íûé ñêà÷îê ôàçû (ò. å. íå íàðóøèòü óñëîâèå çàìêíóòîñòè) ñ ïîìîùüþ áåñêîíå÷íîãî èëè êîíå÷íîãî 
÷èñëà äðóãèõ êîíå÷íûõ ñêà÷êîâ ôàçû ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. 

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîèòü â äâóìåðíîì íåïðåðûâíîì ñëó÷àå ïîñòîðîííåå ðåøåíèå ìîæíî òîëüêî 
ñ ïîìîùüþ «ñòðîãî ñîãëàñîâàííîé» «ãëîáàëüíîé» ïåðåáðîñêè îáëàñòåé èëè íåêèõ çàìêíóòûõ ìíî-
æåñòâ íóëåé â ÷åòûðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå êîðíåé f(w1, w2) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî 
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ïðè î÷åíü ñïåöèôè÷åñêîì èõ ðàñïîëîæåíèè, íàïðèìåð, [9], ãäå â ñèëó ïî÷òè êðóãîâîé ñèììåòðèè 
èçîáðàæåíèÿ äâóìåðíûé ñëó÷àé ñâåäåí ê îäíîìåðíîìó ÷åðåç ôóíêöèè Áåññåëÿ. 

Ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷åííûõ äâóìåðíûõ óðàâíåíèé Ãèëüáåðòà, à òàêæå íàëè÷èå óñëîâèÿ «çàìêíó-
òîñòè» êîñâåííî ïîäòâåðæäàåòñÿ ðàáîòàìè [10, 11], ãäå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ôàçû èñïîëüçîâàëñÿ ïðè-
áëèæåííûé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé âîññòàíîâèòü ìîäóëè ðàçíîñòíûõ ôàç â îðòîãîíàëüíûõ ñðåäàõ, è ïðè 
ïåðåõîäå ê ñàìèì ôàçàì âîçíèêàëà íåîïðåäåëåííîñòü â çíàêå, êîòîðàÿ óñòðàíÿëàñü ïåðåáîðîì, èñ-
ïîëüçóþùèì íåèçìåííîñòü êîíå÷íîãî çíà÷åíèÿ ôàçû ïðè ðàçëè÷íûõ ïóòÿõ ïðèõîäà â ýòó òî÷êó. Â 
ðåçóëüòàòå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå áûëî ïîëó÷åíî ìíîæåñòâî ðåøåíèé, ò. ê. òàì óñëîâèå «çàìêíóòîñòè» 
îòñóòñòâóåò, à â äâóìåðíîì ñëó÷àå — åäèíñòâåííîå. 
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Digital Image Processing. Part 2. 
 

Conditions sufficient for obtaining the unique solution of the phase problem are considered. The Gilbert equa-
tions are generalized for a two-dimensional case. A possibility of obtaining an analytical solution of the problem in a 
two-dimensional discrete case is shown. Unambiguity of the solution in a two-dimensional continuous case is analysed. 


