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Àíàëèòè÷åñêè ðåøåíà çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî ïó÷êà ïî ðàñïðå-
äåëåíèþ òåìïåðàòóðû íà ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè íàãðåâàåìîé èì ìèøåíè. Ïîëó÷åíû äèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøå-
íèÿ äëÿ ìãíîâåííîãî ïîëîæåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè, ðàçìåðà è ôóíêöèîíàëà ôîêóñèðîâêè ïó÷êà ïðè ïðîèçâîëü-
íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà îáðàòíîé ïîâåðõíîñòè ìèøåíè. 

 
 

Â îïóáëèêîâàííîé ðàíåå ðàáîòå [1] äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû èçìåðåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâ-
íîñòè I(, t) â ñå÷åíèè ìîùíûõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ ïðåäëàãàëîñü îñóùåñòâëÿòü âîññòàíîâëåíèå èíòåí-
ñèâíîñòè íà îñíîâå èçìåðåíèé òåìïåðàòóðíîãî Ò(, t) ïîëÿ íàãðåòîé ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì â [1] 
ìíîãîìåðíàÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè, ê ðåøåíèþ êîòîðîé ñâî-
äèòñÿ â îáùåì ñëó÷àå ïðîáëåìà âîññòàíîâëåíèÿ, ðåäóöèðîâàëàñü ê îäíîìåðíîé çàäà÷å çà ñ÷åò âûáîðà 
«îäíîìåðíîé» ìèøåíè ñïåöèàëüíîé êîíñòðóêöèè. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ðåøå-
íèÿ òðåõìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îáðàòíîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè — çàäà÷è ïåðåñ÷åòà 
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Â îòëè÷èå îò [1], â êà÷åñòâå ìèøåíè âûáðàíà îäíîðîäíàÿ ïëàñòèíà. Óñòàíîâëåíû 
äèíàìè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðåêîíñòðóêöèè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâ-
íîñòè, ìãíîâåííîãî ïîëîæåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè, ýôôåêòèâíîãî ðàçìåðà è ôóíêöèîíàëà ôîêóñèðîâêè 
ëàçåðíîãî ïó÷êà ïðè ïðîèçâîëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ íà îáðàòíîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû. 

Ñ÷èòàÿ ïëàñòèíó â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè íåîãðàíè÷åííîé, áóäåì îïèñûâàòü ïðîöåññ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ òåïëà â íåé òðåõìåðíûì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè 
 

 
 

 (1) 
 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ëèöåâîé 
 

 (2) 
 

 (3) 
 
è îáðàòíîé ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû 
 

 (4) 
 

 (5) 
 
áóäåì èñïîëüçîâàòü â ðàçíûõ êîìáèíàöèÿõ â çàâèñèìîñòè îò ðåæèìà, êîòîðûé ïîääåðæèâàåòñÿ íà 
îáðàòíîé ïîâåðõíîñòè. Êðîìå òîãî, ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì ñëåäóåò îòíåñòè 
 

 (6) 
 

 (7) 
 

Ïðèìåì äëÿ ïðîñòîòû íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû ïîñòîÿííûì è ðàâíûì íóëþ 
 

 (8) 
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— ïîïåðå÷íûé ëàïëàñèàí; ,  k, à2 — êîýôôèöèåíòû 

êîíâåêöèîííîãî òåïëîîáìåíà, òåïëî- è òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòè ñîîòâåòñòâåííî;  — ïîñòîÿííàÿ Ñòåôà-
íà—Áîëüöìàíà; b — êîýôôèöèåíò èçëó÷åíèÿ; R — êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû. 

Òðàíñôîðìèðóåì (1) ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå 
 

 (9) 
 

è Ëàïëàñà 
 

 (10) 
 

Èñïîëüçóÿ (6)—(8), ïîëó÷èì äëÿ 
 

 
 

ñëåäóþùåå óðàâíåíèå: 
 

 (11) 
 

è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 
 

 (12) 
 

 (13) 
 

 (14) 
 

 (15) 
 

Íàéäåì âíà÷àëå òåïëîâîé ïîòîê äëÿ ïëàñòèíû, îáðàòíàÿ ïîâåðõíîñòü êîòîðîé ïîääåðæèâàåòñÿ 
ïðè ïîñòîÿííîé òåìïåðàòóðå. Â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (12) è (14). Ââåäåì íîâûå 
ôóíêöèè V(i, z; s) è U(i, z; s) òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü 
 

 (16) 
 

 (17) 
 

Òîãäà âìåñòî (11), (12) è (14) ïîëó÷èì 
 

  (18) 
 

 (19) 
 

— ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (19). Ïðåîáðàçóåì 
êðàåâóþ çàäà÷ó (18)—(19) â çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì ìåòîä ïîãðóæå-
íèÿ [2], âêëþ÷èâ ïàðàìåòð L â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ôóíêöèé V è U è ïðîäèôôåðåíöèðóåì (18)—(19) 
ïî L. 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 
 

 (20) 
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i i  èç (18)—(19) ïîëó÷èì 

 

 
 

 (21) 
 

 (22) 
 

Ñîïîñòàâëÿÿ (18)—(19) ñ (21)—(22) è ñ÷èòàÿ ðåøåíèå çàäà÷è åäèíñòâåííûì, íàõîäèì 
 

 (23) 
 

 (24) 
 

Òàê êàê 
 

 (25) 
 

äëÿ âåëè÷èíû U(i, L, L; S) ñîãëàñíî (18)—(19), (23), (25), ïîëó÷èì óðàâíåíèå Ðèêêàòè 
 

 (26) 
 

ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì 
 

 (27) 
 

Èíòåãðèðóÿ (26) 
 

 (28) 
 

ìîæíî óñòàíîâèòü 
 

 (29) 
 

Ó÷èòûâàÿ (17), ïîëó÷èì 
 

 (30) 
 

Äëÿ îáðàùåíèÿ óðàâíåíèÿ (30) âîñïîëüçóåìñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî òåîðåìàìè îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ 
îá óìíîæåíèè èçîáðàæåíèé, ïîäîáèÿ, ñìåùåíèÿ, äèôôåðåíöèðîâàíèè îðèãèíàëà, à òàêæå òåîðåìîé î 
ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ñâåðòêè [3]. Ó÷òåì òàêæå, ÷òî 
 

 
 

ãäå 
 

 
 

— ôóíêöèÿ ßêîáè [3]. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 
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 (31) 
 

Ôîðìóëà (31) ñïðàâåäëèâà ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ìèøåíè a2, k, L, à òàêæå  è t. 
Îäíàêî åå ìîæíî óïðîñòèòü ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó ýòèìè ïàðàìåòðàìè. Ñ÷èòàÿ, ÷òî 
L/a n 1, èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå ôóíêöèè cth(x) â ñòåïåííîé ðÿä 
 

 
 

Òîãäà âìåñòî (30) ïîëó÷èì 
 

 
 

Îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûìè äâóìÿ ÷ëåíàìè â ýòîì ðàçëîæåíèè è îñóùåñòâëÿÿ îáðàùåíèå, áóäåì èìåòü 
 

 (32) 
 

Óðàâíåíèå (32) îïèñûâàåò ïðîöåññ ïåðåíîñà òåïëà â òîíêîé «äâóìåðíîé» ïëàñòèíå. Åãî ìîæíî 
ïåðåïèñàòü â âèäå óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ èñòî÷íèêàìè 
 

 (33) 
 

Â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà L/a . 1, âîñïîëüçóåìñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì 
 

 
 

â êîòîðîì îãðàíè÷èìñÿ ïåðâûì ÷ëåíîì. Îáðàùàÿ ñîîòíîøåíèå 
 

 
 

ïîëó÷èì ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ «ïîëóîãðàíè÷åííîãî» òåëà 
 

 (34) 
 

Ñîîòíîøåíèÿ (33) è (34) ìîæíî ïîëó÷èòü è íåïîñðåäñòâåííî èç (31). Ýòî äîñòèãàåòñÿ ââåäåíèåì â 

(31) îáîáùåííîãî òåïëîôíçè÷åñêîãî ïàðàìåòðà 
2

O 2

a
F t

L
  è èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ëàïëàñà äëÿ 

FÎ . 1, à â äðóãîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå (FÎ n 1) ñâåäåíèåì áåñêîíå÷íîãî ñóììèðîâàíèÿ â (31) ê èí-
òåãðèðîâàíèþ [1]. 

Åñëè îáðàòíàÿ ïîâåðõíîñòü ïëàñòèíû òåïëîèçîëèðîâàíà, òî äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ìû 
äîëæíû èñïîëüçîâàòü íàðÿäó ñ óðàâíåíèåì (11) ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (13), (15). Ñîñòàâëÿÿ è ðåøàÿ 
óðàâíåíèÿ ïîãðóæåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî 
 

 (35) 
 

Â ðåçóëüòàòå îáðàùåíèÿ (35) íàéäåì òåïëîâîé ïîòîê íà ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè ìèøåíè, îáðàòíàÿ ïî-
âåðõíîñòü êîòîðîé òåïëîèçîëèðîâàíà 
 

 (36) 
 

ãäå 
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Èç (36) äëÿ FÎ . 1 ìîæíî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìóëó 
 

 
 

à ïðè FÎ n 1 ôîðìóëó (34) äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîãî òåëà. 
Ïîëó÷èâ èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ òåïëîâîãî ïîòîêà, íåòðóäíî âûâåñòè 

ñîîòâåòñòâóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èíòåãðàëüíûõ ìîìåíòîâ ïîòîêà: ïîëîæåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè, ýô-
ôåêòèâíîãî ðàçìåðà, ôóíêöèîíàëîâ ôîêóñèðîâêè. Òàê êàê òåïëîâûå ïîòåðè íà èçëó÷åíèå è òåïëîîá-
ìåí íà ëèöåâîé ïîâåðõíîñòè ìèøåíè èçâåñòíû, èíòåãðàëüíûå ìîìåíòû ïîòîêà îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ 
èíòåãðàëüíûìè ìîìåíòàìè èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî ïó÷êà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òåïëîïîòåðÿìè ìîæíî 
ïðåíåáðå÷ü. Òîãäà äëÿ ïîëíîãî ïîòîêà èíòåíñèâíîñòè 
 

 
 

â ñëó÷àå ïîëóîãðàíè÷åííîãî òåëà ïîëó÷èì 
 

 
 

à äëÿ îõëàæäàåìîé è òåïëîèçîëèðîâàííîé ìèøåíè áóäåì èìåòü 
 

 
 

 
 

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå 
 

 
 

Âåêòîð êîîðäèíàò öåíòðà òÿæåñòè ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè ñëåäóåò îïðåäåëÿòü íà îñíîâå ôîðìóë 
 

 
 

 
 

è 
 

 
 

äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîé, îõëàæäàåìîé è òåïëîèçîëèðîâàííîé ìèøåíåé ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü 
 

 
 

Ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ ïó÷êà 2
ý  îïðåäåëèòñÿ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèÿ 

 

 
 

Ïðåäñòàâëåíèÿ 2
ý  ÷åðåç ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû íà ïîâåðõíîñòè äëÿ òðåõ âèäîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 

áóäóò èìåòü âèä 
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ãäå 
 

 
 

— ìîìåíò èíåðöèè òåìïåðàòóðû. 
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îïðåäåëåíèÿ èíòåãðàëüíûõ ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè íåîáõî-

äèìî èçìåðÿòü ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû. Ôóíêöèîíàë ôîêóñèðîâêè 
 

 
 

ðàâíûé ìîùíîñòè ëàçåðíîãî ïó÷êà â ïðåäåëàõ àïåðòóðû, çàäàííîé' ôóíêöèåé K(), îêàçûâàåòñÿ ñâÿ-
çàííûì ñ ðàñïðåäåëåíèåì òåìïåðàòóðû áîëåå ñëîæíîé çàâèñèìîñòüþ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ôîêóñèðîâêå 
èçëó÷åíèÿ â êðóã ñ ðàäèóñîì  (K() = 1, åñëè    è K() = 0, åñëè  > ), èñïîëüçóÿ (34), (31), 
(36), ïîëó÷àåì 
 

 
 

 
 

 
 

Çäåñü 
 

 
 

ãäå I0() — ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ [4]. Î÷åâèäíî, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èíòåãðàëüíûõ 
ìîìåíòîâ è ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ èçëó÷åíèÿ îêàçûâàþòñÿ íàèáîëåå ïðîñòûìè â ñëó÷àå òîí-
êèõ «äâóìåðíûõ» ìèøåíåé. 

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâ-
íîñòè, èíòåãðàëüíûõ ìîìåíòîâ è ýíåðãåòè÷åñêèõ ôóíêöèîíàëîâ ëàçåðíîãî ïó÷êà ïî òåìïåðàòóðíîìó 
ðàñïðåäåëåíèþ íà ïîâåðõíîñòè íàãðåâàåìîé ìèøåíè. Ðàññìîòðåííàÿ ïðîáëåìà îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè 
îáðàòíûõ çàäà÷ òåïëîïðîâîäíîñòè è íàçûâàåòñÿ «çàäà÷åé ïåðåñ÷åòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé» [5]. 

Íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ìíîãîìåðíîé ïîñòàíîâêå ïîëó÷åíî 
íàìè âïåðâûå. Çàäà÷à îòíîñèòñÿ ê êëàññó íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííûõ. Íåêîððåêòíîñòü ñâÿçàíà ñ ïðè-
ñóòñòâèåì õàðàêòåðíîãî «Àáåëåâà» ÿäðà ( ) nt    â èíòåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ (31), (34), (36). 
Âîïðîñ ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêîãî òèïà â îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå ïîäðîáíî ðàññìîòðåí â 
[1]. Î÷åâèäíî, ÷òî ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ïîëó÷åííûõ âûøå ñîîòíîøåíèé ïîòðåáóåò ðàçðàáîòêè 
ýôôåêòèâíûõ èíæåíåðíûõ àëãîðèòìîâ, óñòîé÷èâûõ ê øóìó â èñõîäíûõ äàííûõ — èçìåðåííûõ çíà-
÷åíèé òåìïåðàòóðû. 
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V . P .  A k s y o n o v , Y u . N .  I s a e v . Reconstruction of the Laser Beam Parameters from a Temperature 
Field of a Heated Surface. 
 

An analytical solution of the problem on reconstructing the cross sectional beam intensity distribution from tile 
temperature field on Ihe surface of a target heated with the beam is derived. Dynamic relationships for the instantane-
ous positron of the spot's center of gravity for the beam focusing functional at the rear side of the target are derived 
for arbitrary boundary conditions. 


