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Ïðîâåäåí êà÷åñòâåííûé àíàëèç ïðîñòåéøåé ñèñòåìû óðàâíåíèé îçîííîãî öèêëà â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ èçëó÷å-
íèÿ. Ïîëó÷åíû ïîëíûå ôàçîâûå ïîðòðåòû ñèñòåì ñ ôèêñèðîâàííîé è ïðîèçâîëüíîé êîíöåíòðàöèåé ìîëåêóëÿðíî-
ãî êèñëîðîäà. Îòìå÷åíû îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ êîíöåíòðàöèé ñî âðåìåíåì ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. 

 
 
1. Ââåäåíèå 
 

Ðåàêöèè îçîííîãî öèêëà â àòìîñôåðå ñòàëè â ïîñëåäíåå âðåìÿ îáúåêòîì ïðèñòàëüíîãî âíèìàíèÿ, 
òàê êàê îòâåò íà âîïðîñ î íåîáðàòèìîñòè ïðîèñõîäÿùèõ â îçîííîì ñëîå èçìåíåíèé ïðèîáðåë íåîæè-
äàííóþ àêòóàëüíîñòü. ×èñëåííîå ðåøåíèå îáøèðíûõ ñèñòåì óðàâíåíèé äëÿ êîíöåíòðàöèé ó÷àñòâóþ-
ùèõ â ðåàêöèÿõ âåùåñòâ äàåò, îäíàêî, ëèøü îãðàíè÷åííóþ èíôîðìàöèþ î âîçìîæíîé ýâîëþöèè ïðî-
öåññà, îñòàâëÿÿ áåç îòâåòà óïîìÿíóòûé âûøå âîïðîñ. Îòâåò íà íåãî è äðóãèå âîïðîñû òàêîãî òèïà äëÿ 
ñèñòåì, îïèñûâàåìûõ íåëèíåéíûìè äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè, ÷àñòî ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ñ 
ïîìîùüþ êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé èëè, ÷òî òî æå, òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ 
ñèñòåì, ñì., íàïðèìåð, [1]. Èòîãîì êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ÿâëÿåòñÿ ôàçîâûé ïîðòðåò ðàññìàòðèâàåìîé 
ñèñòåìû, êîòîðûé ñîäåðæèò âñå òèïû âîçìîæíûõ äëÿ íåå ðåøåíèé è èõ çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ 
óñëîâèé. Ïîýòîìó îáðàùåíèå ê òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ öåëüþ ðàññìîòðåíèÿ îçîííîãî öèêëà 
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñâîåâðåìåííûì è îïðàâäàííûì. Áûëî áû ëîãè÷íî ïîëó÷èòü ôàçîâûé ïîðòðåò ïðåæäå 
âñåãî äëÿ ïðîñòåéøåãî öèêëà ðåàêöèé, îáåñïå÷èâàþùåãî íàëè÷èå îçîíà â àòìîñôåðå, ò. í. îçîííîãî 
öèêëà ×åïìåíà [2]: 
 

 
 

 
 

 
 

 (1) 
 

Îêàçàëîñü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ïîëíîãî åãî îáñóæäåíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ êà÷åñòâåííîãî àíà-
ëèçà, õîòÿ îòäåëüíûå åãî àñïåêòû è ðàññìàòðèâàëèñü â [3—5]. Ïîëíûé æå ôàçîâûé' ïîðòðåò äàæå 
ïðîñòåéøåé ñèñòåìû òàê è íå áûë ïîëó÷åí. Â ýòîé ñèòóàöèè â ðàìêàõ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû êà÷åñò-
âåííûõ èññëåäîâàíèé êëèìàòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â [6, 7] áûëî ïðåäïðèíÿòî ïîâòîðíîå îáðàùåíèå ê 
êà÷åñòâåííîìó èññëåäîâàíèþ ñèñòåìû òðåõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ öèêë (1). Áûëè íàéäåíû ñî-
ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè è íà áåñêîíå÷íîñòè, îïðåäåëåí õàðàêòåð ïî-
âåäåíèÿ òðàåêòîðèé â èõ îêðåñòíîñòÿõ. Êà÷åñòâåííàÿ ñòðóêòóðà ñèñòåìû îêàçàëàñü äîñòàòî÷íî áîãà-
òîé, ÷òî äàåò îñíîâàíèÿ ïðåäïîëàãàòü âîçìîæíîñòü íåòðèâèàëüíîãî ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â ôèçè÷å-
ñêè äîñòèæèìîé îáëàñòè. 

Ïðåäïîëàãàÿ â äàëüíåéøåì íàéòè ïîâåäåíèå ñåïàðàòðèñ âî âñåé ïëîñêîñòè, ÷òî íåîáõîäèìî äëÿ 
ïîëó÷åíèÿ ïîëíîãî ôàçîâîãî ïîðòðåòà, ìû â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðèì îäèí èç ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ 
ñèñòåìû (1), îòâå÷àþùèé îòñóòñòâèþ èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîëó÷àåòñÿ ôà-
çîâûé ïîðòðåò, íà ïðèìåðå êîòîðîãî ìîãóò áûòü ïðîñëåæåíû òå ïðåèìóùåñòâà, êîòîðûå îáåñïå÷èâàåò 
êà÷åñòâåííûé àíàëèç. Êðîìå òîãî, îí ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü è ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ, íàïðèìåð, äëÿ 
èçó÷åíèÿ äèíàìèêè îçîíà â íî÷íîå âðåìÿ. 

Ñëó÷àé îòñóòñòâèÿ èçëó÷åíèÿ îòâå÷àåò íàëè÷èþ äâóõ ïîñëåäíèõ ðåàêöèé â (1). Åñëè ðàññìàòðè-
âàòü êèñëîðîäíóþ àòìîñôåðó êàê çàêðûòûé ãîìîãåííûé èçîòåðìè÷åñêèé ðåàêòîð èäåàëüíîãî ñìåøå-
íèÿ, òî ñèñòåìà íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîíöåíòðàöèé ([O2] = ,x  [O] = ,y  

[O3] = z ) áóäåò èìåòü âèä 
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 (2) 
 

Äëÿ óäîáñòâà èññëåäîâàíèÿ ñèñòåìà (2) ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðåìåííûõ 
 

 (3) 
 

ãäå 
 

 
 

ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê áåçðàçìåðíîìó âèäó: 
 

 
 

 
 

 (4) 
 

Îáû÷íî êîíöåíòðàöèÿ O2 íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ áîëüøå, ÷åì êîíöåíòðàöèè Î è Î3. Ýòî äàåò îñíî-
âàíèÿ ñ÷èòàòü åå íåèçìåííîé â ïðîöåññå ðåàêöèè. Òàêîå ïðèáëèæåíèå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ëèòåðàòó-
ðå è, åñëè ñëåäîâàòü åãî ëîãèêå â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ èçëó÷åíèÿ, ñèñòåìà (4) äîëæíà áûòü ïðè ýòîì 
çàìåíåíà íà ñèñòåìó 
 

 
 

 (5) 
 

Äàëåå ñèñòåìû (4) è (5) áóäóò ðàññìîòðåíû ïî îòäåëüíîñòè. 
 
2. Ñëó÷àé ïîñòîÿííîé êîíöåíòðàöèè O2. 
 

Ñèñòåìà (5) ÿâëÿåòñÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íà ïëîñêîñòè, è ïðèåìû åå êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà 
õîðîøî èçâåñòíû, ñì., íàïðèìåð, [1, 8]. Êðàòêîå îïèñàíèå íåîáõîäèìûõ ýëåìåíòîâ êà÷åñòâåííîãî 
àíàëèçà äàíî (ïî ïðîñüáå ðåäàêöèîííîé êîëëåãèè æóðíàëà) â Ïðèëîæåíèè. Îñîáåííîñòü ñèñòåìû (5) 
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé ñîäåðæàò îáùèé ìíîæèòåëü ó. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó 
 

 
 

 (6) 
 

îòëè÷àþùóþñÿ îò (5) îòñóòñòâèåì îáùåãî ìíîæèòåëÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñèñòå-
ìû (6) áóäóò òàêîâûìè è äëÿ ñèñòåìû (5). Ñèñòåìà (6) íå èìååò ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé â êîíå÷íîé 
÷àñòè ïëîñêîñòè. Èññëåäîâàíèå áåñêîíå÷íî óäàëåííûõ òî÷åê, ïðîâîäèìîå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé 
Ïóàíêàðå (ó, zu, v) äàåò äâå îñîáûå òî÷êè íà áåñêîíå÷íîñòè, îäíà èç êîòîðûõ (Â) ÿâëÿåòñÿ âûðîæ-
äåííûì óçëîì, äðóãàÿ (Ñ) — ñåäëîóçëîì ñ óñòîé÷èâûì óçëîâûì ñåêòîðîì. Ðàñïîëîæåíèå òðàåêòîðèé 
â îêðåñòíîñòÿõ ýòèõ òî÷åê èçîáðàæåíî íà ðèñ. 1. Ýòîé èíôîðìàöèè îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî, ÷òîáû 
èçîáðàçèòü ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Îí ïîêàçàí íà ðèñ. 2, à. 
 

 
 

Ðèñ. 1. Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòÿõ îñîáûõ òî÷åê íà áåñêîíå÷íîñòè äëÿ ñèñòåìû (6) 
 

Íàïîìíèì, ÷òî ôàçîâûé ïîðòðåò ðèñóåòñÿ â êðóãå, íà âíóòðåííîñòü êîòîðîãî îòîáðàæåíà âñÿ 
ïëîñêîñòü (ó, z), ïðè÷åì áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè îòîáðàæàþòñÿ â òî÷êè îêðóæíîñòè. Îêðåñòíî-
ñòè îñîáûõ òî÷åê íà , áóäó÷è ðàçäåëåíû ïîïîëàì «ýêâàòîðîì» u = 0, îòîáðàæàþòñÿ íà îêðåñòíîñòè 
äèàìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ òî÷åê îêðóæíîñòè (ñì., íàïðèìåð, +- è –-îêðåñòíîñòè òî÷êè Ñ íà 
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ðèñ. 1 è ðèñ. 2, à). Ñòðåëêè îáîçíà÷àþò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ íà òðàåêòîðèÿõ. Òàêîå îòîáðàæåíèå 
ñîõðàíÿåò õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé è ïðèâîäèò ê ïðèÿòíîé íàãëÿäíîñòè. Íàèáîëåå õàðàêòåðíîé 
÷åðòîé ôàçîâîãî ïîðòðåòà ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ñåïàðàòðèñû (ÑàÑ), äåëÿùåé ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íà 
äâå ÷àñòè. Óðàâíåíèå ñåïàðàòðèñû ua = v â êîîðäèíàòàõ (u, v) èìååò âèä à = z â êîîðäèíàòàõ (ó, z). 
Ïåðåõîä òðàåêòîðèé èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ íåäîïóñòèì. Ïîÿâëåíèå òðàåêòîðèé â êàêîé-ëèáî èç 
ýòèõ ÷àñòåé îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Äëÿ àáñòðàêòíîé ñèñòåìû, îïèñûâàåìîé óðàâíå-
íèÿìè (6), âñå òðàåêòîðèè óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü. Â ñëó÷àå, êîãäà ïåðåìåííûå èìåþò ôèçè÷åñêèé 
ñìûñë êîíöåíòðàöèé, äîñòóïíûì äëÿ ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ëèøü ïåðâûé êâàäðàíò. Â íåì òàêæå ïðèñóò-
ñòâóþò äâå îáëàñòè, ðàçäåëåííûå ñåïàðàòðèñîé. Òðàåêòîðèè æå çàêàí÷èâàþòñÿ íà ãðàíèöå êâàäðàíòà, 
êîãäà èñ÷åðïûâàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ âåùåñòâà ó, ò. å. àòîìàðíîãî êèñëîðîäà. 
 

 
 

 
Ðèñ. 2. Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (6)—à; ñèñòåìû (5), îò-
ëè÷àþùåéñÿ îò (6) íàëè÷èåì ìíîæèòåëÿ ó, — á 

Ðèñ. 3. Òî÷íîå ðåøåíèå ñèñòåì (5), (6) â ïëîñêî-
ñòè (ó, z) 

 
Ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (5) ìîæíî ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ óæå èìåþùèåñÿ äëÿ (6) ðåçóëüòàòû. Ê 

ñòàöèîíàðíûì òî÷êàì ñèñòåìû (6) äîáàâëÿþòñÿ ïðè ýòîì òî÷êè, âîçíèêàþùèå èç ðàâåíñòâà íóëþ îá-
ùåãî äëÿ óðàâíåíèé (5) ìíîæèòåëÿ, ó = 0, ò. å. â äàííîì ñëó÷àå ýòî òî÷êè îñè z. Òàêèì îáðàçîì, ìû 
ïîëó÷èì ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû (5) èç òàêîâîãî äëÿ (6), îáîçíà÷èâ â êà÷åñòâå îñîáîé ëèíèè îñü z 
è èçìåíèâ äîëæíûì îáðàçîì íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ íà òðàåêòîðèÿõ (ñì. ðèñ. 2, á). Ïîâåäåíèå ñèñòå-
ìû â ïåðâîì êâàäðàíòå íà ðèñ. 2, à è 2, á ðàçëè÷àåòñÿ âðåìåííîé çàâèñèìîñòüþ. Åñëè íà ðèñ. 2, á 
òî÷êè îñè z — óñòîé÷èâûå ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ, òàê ÷òî â íèõ y = 0, z = 0, òî íà ðèñ. 2, à ñèñòå-
ìà ïîäõîäèò ê òî÷êàì îñè z ñ íåíóëåâûìè ñêîðîñòÿìè. 

Ñèñòåìû (5), (6) ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû òî÷íî. Ïåðåìåííûå ó, z äëÿ íèõ óäîâëåòâîðÿþò 
óðàâíåíèþ 
 

 
 

ðåøåíèåì êîòîðîãî ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ t = t0, z = z0, ó = y0 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ 
 

 
 

Ýòî ðåøåíèå èëëþñòðèðóåò ðèñ. 3. Ïðÿìàÿ z = à ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòîé äëÿ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ. 
Ñîïîñòàâëåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ (ðèñ. 3) è ôàçîâîãî ïîðòðåòà ñèñòåìû (ðèñ. 2) ëèøíèé ðàç óáåæäàåò 
â òîì, ÷òî ôàçîâûé ïîðòðåò äàåò ïîëíóþ èíôîðìàöèþ î ñèñòåìå çà èñêëþ÷åíèåì íåñóùåñòâåííûõ äëÿ 
êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà êîëè÷åñòâåííûõ äåòàëåé. 
 
3. Ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîé êîíöåíòðàöèè Î2 
 

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû (4) íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà êîíöåíòðàöèè, íàêëàäûâàåìûå 
ñîõðàíåíèåì ÷èñëà àòîìîâ â ïðîöåññå ðåàêöèè. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé çà-
êîí ñîõðàíåíèÿ 
 

 (7) 
 
Èñïîëüçîâàíèå (7) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èç (4) ñèñòåìó äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ äâóõ 
âûáðàííûõ ïåðåìåííûõ. Òàê, ñèñòåìà, îïèñûâàþùàÿ ýâîëþöèþ Î, Î3, èìååò ñëåäóþùèé âèä: 
 

 (8) 
 



 

 Êà÷åñòâåííûé àíàëèç óðàâíåíèé îçîííîãî öèêëà 149 

à ñèñòåìû, îïèñûâàþùèå ýâîëþöèþ Î2, Î3 è Î2, Î, ñîîòâåòñòâåííî, ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó 
 

 (9) 
 

 (10) 
 
Ôðàãìåíòû èõ ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ, îòâå÷àþùèå êâàäðàíòàì ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîíöåíòðàöèÿìè, ïðèâå-
äåíû íà ðèñ. 4 è ïîçâîëÿþò óâèäåòü îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ êîíöåíòðàöèé ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ 
óñëîâèÿõ. Ïðåæäå âñåãî, ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âûÿñíèòü, êàêèì îáðàçîì ïðåäïîëîæåíèå î ïîñòîÿíñò-
âå êîíöåíòðàöèè Î2 âëèÿåò íà êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû. Ñðàâíèì äëÿ ýòîãî ðèñ. 2, á è ðèñ. 4, à. 

×èñëî è õàðàêòåð îñîáûõ òî÷åê îñòàëèñü áåç èçìåíåíèÿ, îäíàêî ñóùåñòâåííî èíûì ñòàëî èõ ðàñ-
ïîëîæåíèå. Ñåäëî-óçåë ïåðåìåñòèëñÿ èç áåñêîíå÷íîñòè â êîíå÷íóþ ÷àñòü ïëîñêîñòè, à óçëîâûå òî÷êè 
íà  íàõîäÿòñÿ òåïåðü â äðóãèõ êâàäðàíòàõ. Åñëè ïðè ïîñòîÿííîé êîíöåíòðàöèè Î2 â ïåðâîì êâàä-
ðàíòå áûëè äâå îáëàñòè, ðàçäåëåííûå ñåïàðàòðèñîé, ïðè ïðîèçâîëüíîé [Î2] èìåþòñÿ òðè îáëàñòè, 
îáîçíà÷åííûå íà ðèñ. 4, à öèôðàìè 1, 2, 3. Íàëè÷èå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíîé [Î2] íà-
êëàäûâàåò îãðàíè÷åíèÿ íà îáëàñòü èçìåíåíèÿ êîíöåíòðàöèé. Äîïóñòèìîé îêàçûâàåòñÿ ÷àñòü ôàçîâîãî 
ïðîñòðàíñòâà, íàïðèìåð, íà ðèñ. 4, à, îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ïðÿìîé 3z0 + ó0 = À—2õ0 = B  A. Òàêèì 
îáðàçîì, âíîâü âîçíèêøàÿ îáëàñòü 3 íåäîñòóïíà äëÿ äàííîé ñèñòåìû. Äëÿ ñëó÷àÿ ñ ïîñòîÿííîé [Î2] 
àíàëîãè÷íûõ îãðàíè÷åíèé íå ñóùåñòâóåò. Ðèñ. 5 èëëþñòðèðóåò ïîâåäåíèå [O3] è [Î] â çàâèñèìîñòè îò 
âðåìåíè äëÿ ñèñòåì (5) è (8) ñ À = 1 è ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Íà ãðàôèêàõ ïðåäñòàâ-
ëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ýòèõ ñèñòåì, íî êà÷åñòâåííîå èõ ïîâåäåíèå ñëåäóåò íåïîñðåäñò-
âåííî èç ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ, è âûáîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ èëëþñòðèðóþùèõ ïðèìåðîâ ïðîèçâî-
äèëñÿ íà îñíîâå ýòîé êà÷åñòâåííîé êàðòèíû. Ðèñ. 6 åùå ðàç ïîêàçûâàåò, ÷òî èíôîðìàöèÿ, ñîäåðæà-
ùàÿñÿ â ôàçîâîì ïîðòðåòå, äîñòàòî÷íà äëÿ âûäåëåíèÿ ðàçíûõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé. Íà íåì 
ïðåäñòàâëåíû âàðèàíòû ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè èç ðàçëè÷íûõ ðàéîíîâ ôèçè-
÷åñêè äîïóñòèìîé îáëàñòè (ñì. ðèñ. 4, á, ãäå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ íèõ îòìå÷åíû êðåñòèêàìè). 
 

 
 

Ðèñ. 4. Ôðàãìåíòû ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñèñòåì; à—(8), á—(9), â—(10) 
 

 
 

Ðèñ. 5. Âàðèàíòû ïîâåäåíèÿ êîíöåíòðàöèé (ó, z) â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ ñèñòåì ñ ïîñòîÿííîé (øòðè-

õîâûå ëèíèè) è ïðîèçâîëüíîé (ñïëîøíûå) êîíöåíòðàöèåé O2, A = 1; à, á— 2
0x = 0,0025; â— 2

0x = 0,16 
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Ðèñ. 6. Âàðèàíòû ïîâåäåíèÿ êîíöåíòðàöèé Ñ â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè äëÿ ñèñòåìû (9) 
 
Çàêëþ÷åíèå 
 

Èòàê, èçëîæåííûå âûøå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ôàçîâûé ïîðòðåò äàåò ïîëíóþ 
èíôîðìàöèþ î òðàåêòîðèÿõ ñèñòåìû, ïîêàçûâàÿ îáëàñòè ñ ðàçíûì êà÷åñòâåííûì ïîâåäåíèåì òðàåêòî-
ðèé â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è òåíäåíöèè äîëãîâðåìåííîãî èçìåíåíèÿ ðåøåíèé. Ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî â òàêîì îáúåìå èíôîðìàöèÿ î ñèñòåìå íå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èíûìè ìåòîäàìè. 

Ïîìèìî èëëþñòðàöèè âîçìîæíîñòåé êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ðàññìîòðåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé îçîí-
íîãî öèêëà â îòñóòñòâèå èçëó÷åíèÿ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5) ñ ïî-
ñòîÿííîé êîíöåíòðàöèåé O2 â ôèçè÷åñêè äîïóñòèìîé îáëàñòè ìîíîòîííî ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì. Ðå-
øåíèÿ ñèñòåìû (8) ñ ïðîèçâîëüíîé êîíöåíòðàöèåé O2 ïðè íåêîòîðûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ îáíàðóæè-
âàþò íåìîíîòîííîå èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì êîíöåíòðàöèè Î3. Àòìîñôåðíûå êîíöåíòðàöèè êèñëîðîäà 
îòâå÷àþò îáëàñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò, ãäå ðåøåíèÿ ñèñòåì (5) è (8) 
ïðàêòè÷åñêè íåîòëè÷èìû  äðóã îò äðóãà. Íåòðèâèàëüíîå ïîâåäåíèå êîíöåíòðàöèé â ñèñòåìå (8) ìîæåò 
ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ èçó÷åíèÿ ïðîöåññîâ â õèìè÷åñêèõ ðåàêòîðàõ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû áóäóò èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ îçîííîãî öèêëà ñ èçëó÷åíèåì. 
 

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 
 

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó äâóõ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
 

 (Ï1) 
 
ïðàâûå ÷àñòè êîòîðûõ íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè è îïðåäåëåíû íà âñåé ïëîñêîñòè (õ, ó) èëè â íåêî-
òîðîé åå îáëàñòè G. Òàêàÿ ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ 
ÿ íàçûâàåòñÿ àâòîíîìíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé âòîðîãî ïîðÿäêà â îáëàñòè G, êîòîðàÿ ìîæåò ñîâïà-
äàòü ñî âñåé ïëîñêîñòüþ (õ, ó). Êàæäàÿ ñîâîêóïíîñòü çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ õ, ó õàðàêòåðèçóåò íåêî-
òîðîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû îáðàçóåò åå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî. 
Ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ òî÷êà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå äâèæåòñÿ ïî êðèâîé, íàçûâàåìîé 
ôàçîâîé òðàåêòîðèåé. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ïðîõîäèò òîëüêî îäíà ôàçîâàÿ òðà-
åêòîðèÿ. Òî÷êè, â êîòîðûõ 
 

 (Ï2) 
 
ò. å. â êîòîðûõ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû íå ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îñîáûå òî÷êè, èëè 
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû. Îñîáàÿ òî÷êà ñàìà ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé òðàåêòîðèåé. Ïåðèîäè÷åñêèì 
ðåøåíèÿì îòâå÷àþò, î÷åâèäíî, çàìêíóòûå òðàåêòîðèè. 

Çàäàâàÿ â îáëàñòè G äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó (Ï1), ìû òåì ñàìûì çàäàåì íåêîòîðîå ñåìåéñòâî 
òðàåêòîðèé, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ðàçáèåíèå îáëàñòè G íà òðàåêòîðèè. 

Ïðè îòîáðàæåíèÿõ ïëîñêîñòè â ñåáÿ âèä òðàåêòîðèé ìîæåò ñèëüíî ìåíÿòüñÿ. Âûäåëèì ñðåäè 
âîçìîæíûõ îòîáðàæåíèé òîïîëîãè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ïëîñêîñòè â ñåáÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî-
îäíîçíà÷íûìè è äâóñòîðîííå íåïðåðûâíûìè îòîáðàæåíèÿìè ïëîñêîñòè. Ñóùåñòâóþò òàêèå õàðàêòå-
ðèñòèêè ðàçáèåíèÿ íà òðàåêòîðèè, êîòîðûå îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè ïðè òîïîëîãè÷åñêèõ îòîáðàæåíè-
ÿõ, èëè, êàê ãîâîðÿò, ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè èíâàðèàíòíûìè. Òàê, çàìêíóòàÿ òðàåêòîðèÿ îñòàåòñÿ 
çàìêíóòîé ïðè òîïîëîãè÷åñêîì îòîáðàæåíèè, îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè ÷èñëî è õàðàêòåð ñîñòîÿíèé ðàâ-
íîâåñèÿ, âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå çàìêíóòûõ è íåçàìêíóòûõ òðàåêòîðèé è ò.ï. 

Ïîä êà÷åñòâåííûì èññëåäîâàíèåì äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû èëè, ÷òî òî æå, ïîä êà÷åñòâåííîé êàð-
òèíîé ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ïîíèìàþò íàõîæäåíèå âñåõ ñâîéñòâ ðàçáèåíèÿ íà òðàåêòîðèè, êîòîðûå 
ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè èíâàðèàíòíûìè. 
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Êà÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ïðåäïîëàãàåò óñòàíîâëåíèå ÷èñëà è õàðàêòåðà ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â 
êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè è íà áåñêîíå÷íîñòè, íàëè÷èÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ è ðàñïîëîæåíèÿ ñåïàðàò-
ðèñ. Êîîðäèíàòû ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ íàõîäÿòñÿ, êàê óïîìèíàëîñü âûøå, èç óðàâíåíèé (Ï2). Åñëè 
ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè, âûâîäÿùåì ñèñòåìó èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà íå óäàëÿ-
åòñÿ îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îíî ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì; îò íåóñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ 
òî÷êà óäàëÿåòñÿ, áóäó÷è ðàç âûâåäåíà èç íåãî. Âîïðîñ î òèïå óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ 
(õ0, ó0) ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà. 

Ðàçëàãàÿ ïðàâûå ÷àñòè óðàâíåíèé (Ï1) â ðÿä ïî îòêëîíåíèÿì îò ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è ïåðåíî-
ñÿ â íåãî íà÷àëî êîîðäèíàò, ïîëó÷èì èç óðàâíåíèé (Ï1): 
 

 
 

 (Ï3) 
 
ãäå  = õ—õ0,  = ó—y0, à = Ðõ(õ0, ó0), b = Py(x0, ó0), C = Q'x(õ0, ó0), d = Qy(õ0, y0), è ôóíêöèè  
è  íà÷èíàþòñÿ ñ ÷ëåíîâ íå íèæå âòîðîãî ïîðÿäêà ïî  è . Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû, ïîëó÷àþùåéñÿ 
èç (Ï3) îòáðàñûâàíèåì íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ, èìååò âèä 
 

 
 

 (Ï4) 
 
ãäå 1, 2 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè òàê íàçûâàåìîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 
 

 (Ï5) 
 
ãäå T = a+d,  = ad—bñ. Ïðè   0 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå 
òèïû ïðîñòûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ: 

1.  > 0, Ò2—4 > 0. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíû è èìåþò îäèíàêîâûå 
çíàêè. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì, êîãäà 1 < 0, 2 < 0, è íåóñòîé÷èâûì 
óçëîì, êîãäà 1 > 0, 2 > 0, ñì. ðèñ. 7, à. Ñòðåëêè íà òðàåêòîðèÿõ îòâå÷àþò íàïðàâëåíèþ âîçðàñòàíèÿ 
âðåìåíè. Èç ñîîòíîøåíèé (Ï4) âèäíî, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå êîîðäèíàòû èçîáðàæàþùåé òî÷êè îñòàþòñÿ 
â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, âî âòîðîì — íåîãðàíè÷åííî óäàëÿþòñÿ îò íåãî. 

2.  < 0. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äåéñòâèòåëüíû è ðàçëè÷íûõ çíàêîâ: 1 2 < 0. 
Ñîîòâåòñòâóþùåå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íàçûâàåòñÿ ñåäëîì. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò ÷åòûðå îñîáûå 
ôàçîâûå òðàåêòîðèè, íàçûâàåìûå ñåïàðàòðèñàìè ñåäåë, ïî äâóì èç êîòîðûõ èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà 
ïðèáëèæàåòñÿ ê ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ, ïî äâóì äðóãèì — óäàëÿåòñÿ îò íåãî, ñì. ðèñ. 7, á. Ïðè 
äâèæåíèè ïî òðàåêòîðèÿì, îòëè÷íûì îò ñåïàðàòðèñ, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà â êîíå÷íîì ñ÷åòå óäàëÿåòñÿ 
îò ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ñåäëî ÿâëÿåòñÿ íåóñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèåì ðàâíîâåñèÿ. Ñå-
ïàðàòðèñû («ðàçäåëÿþùèå») äåëÿò ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî íà ÷àñòè, òàê ÷òî òðàåêòîðèè íå ìîãóò ïðî-
íèêàòü èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ. 

3.  > 0, Ò2—4 < 0, Ò  0. Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ — êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå, 
è èõ äåéñòâèòåëüíûå ÷àñòè îòëè÷íû îò íóëÿ. Ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íàçûâàåòñÿ ôîêóñîì, óñòîé÷èâûì 
ïðè îòðèöàòåëüíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷àñòÿõ è íåóñòîé÷èâûì ïðè ïîëîæèòåëüíûõ, ðèñ. 7, â. Òðàåêòî-
ðèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïèðàëè. Îíè, î÷åâèäíî, îòâå÷àþò ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèÿì ñ ìåíÿþùåéñÿ 
àìïëèòóäîé. Â ñëó÷àå ÷èñòî ìíèìûõ êîðíåé ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ íàçûâàåòñÿ öåíòðîì. Òðàåêòîðèè, 
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, çàìêíóòû è îòâå÷àþò 
ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèÿì ñ àìïëèòóäîé, çàäàâàåìîé íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. 

Â íåëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ìîãóò òàêæå ñóùåñòâîâàòü çàìêíóòûå òðàåêòîðèè, õàðàêòåðèñòèêè êîòî-
ðûõ íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé, à ïðèñóùè ñèñòåìå êàê òàêîâîé. Òàêèå çàìêíóòûå òðàåêòîðèè 
íàçûâàþòñÿ ïðåäåëüíûìè öèêëàìè. Ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ïðåäåëüíîãî öèêëà èçîáðà-
æåíî íà ðèñ. 7, ä. Ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â îáùåì ñëó÷àå åùå ÿâëÿþòñÿ, â èçâåñò-
íîé ìåðå, âîïðîñîì èñêóññòâà. 

Â ñëó÷àå  = 0 ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè, äëÿ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðà èõ óñ-
òîé÷èâîñòè íåäîñòàòî÷íî óðàâíåíèé ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (Ï3), è íóæíî ïðåäïðèíèìàòü áîëåå ïîä-
ðîáíûå èññëåäîâàíèÿ. 

Ñîâîêóïíîñòü ôàçîâûõ òðàåêòîðèé îáðàçóåò òàê íàçûâàåìûé ôàçîâûé ïîðòðåò ñèñòåìû. Ðèñ. 7, 
à—ä — ïðåäñòàâëÿåò ôðàãìåíòû ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ. 
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Ðèñ. 7. Òèïû ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ: à — óñòîé÷èâûé 
óçåë; á — ñåäëî; òðàåêòîðèè 0, 0 è 0, 0 — ñåïà-
ðàòðèñû ñåäëà; â — íåóñòîé÷èâûé ôîêóñ; ã — öåíòð; 
ä — óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë 

Ðèñ. 8. Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ïóàíêàðå 

 
Îïèñàííûå âûøå ïðèåìû ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû â êîíå÷íîé ÷àñòè ïëîñêîñòè. 

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîëíîé êàðòèíû íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü è áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè ïëîñêîñòè. 
Êîãäà ïðàâûå ÷àñòè (Ï1) — ìíîãî÷ëåíû, ýòî ìîæåò áûòü ïðîäåëàíî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè, ñ ïî-
ìîùüþ òàê íàçûâàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèé Ïóàíêàðå, Ýòè ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîÿñíÿåò ðèñ. 8. Êàæäîé òî÷-
êå ïëîñêîñòè Ì ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå äâå òî÷êè Ì è Ì ñôåðû åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, êàñàþùåéñÿ 
ïëîñêîñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò, íàõîäÿùèåñÿ íà ïåðåñå÷åíèè ñôåðû è ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó Ì 
ñ öåíòðîì ñôåðû. Òî÷êàì ýêâàòîðà ñîîòâåòñòâóþò áåñêîíå÷íî óäàëåííûå òî÷êè ïëîñêîñòè. Êîíå÷íàÿ 
÷àñòü ïëîñêîñòè òîïîëîãè÷åñêè ïåðåõîäèò â ïîâåðõíîñòü ñôåðû, ò. å. ÷èñëî è õàðàêòåð îñîáûõ òî÷åê 
ñîõðàíÿþòñÿ è íà ñôåðå. Îäíàêî íà ýêâàòîðå ìîãóò «ïðîÿâèòüñÿ» íîâûå îñîáûå òî÷êè. Ïðåîáðàçîâà-
íèå õ = 1/z, ó = u/z ïîçâîëÿåò èçó÷èòü îñîáûå òî÷êè, ëåæàùèå íà ýêâàòîðå, çà èñêëþ÷åíèåì «êîí-
öîâ» îñè ó. Ïëîñêîñòü, äëÿ êîòîðîé u, z ÿâëÿþòñÿ äåêàðòîâûìè êîîðäèíàòàìè, åñòü êàñàòåëüíàÿ ê 
ñôåðå ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïëîñêîñòè (õ, ó) è ïàðàëëåëüíàÿ îñè ó. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êîíöîâ 
îñè ó (òî÷êè D, D) íóæíî ïîëîæèòü õ = v/z, y = 1/z. Â ýòîì ñëó÷àå ïëîñêîñòü (v, z) áóäåò ïàðàë-
ëåëüíà îñè õ. Ïðåîáðàçîâàííûå ê íîâûì êîîðäèíàòàì ñèñòåìû óðàâíåíèé èññëåäóþòñÿ äàëåå íà 
ïðåäìåò íàëè÷èÿ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñ ïîìîùüþ óæå îïèñàííûõ ïðèåìîâ. Íèæíÿÿ ïîëóñôåðà çà-
òåì îðòîãîíàëüíî ïðîåêòèðóåòñÿ íà êðóã K â ïëîñêîñòè (õ, ó). Â êðóãå K áóäåì, òàêèì îáðàçîì, 
èìåòü äëÿ ñèñòåìû ïîëíûé ôàçîâûé ïîðòðåò, ò. å. êàðòèíó îñîáûõ òî÷åê è òðàåêòîðèé âìåñòå ñ áåñ-
êîíå÷íîñòüþ. Ôàçîâûé ïîðòðåò ôàêòè÷åñêè ïðåäîñòàâëÿåò ïîëíóþ êà÷åñòâåííóþ Èíôîðìàöèþ î ñèñ-
òåìå, ò. å. î òîì, êàêèå òèïû äâèæåíèÿ âîîáùå âîçìîæíû â. äàííîé ñèñòåìå è ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ 
óñëîâèÿõ îíè îñóùåñòâëÿþòñÿ. 
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V . G .  M o n o s h k i n a ,  Î . Â .  R o d i m o v a . Qualitative Analysis of the Ozone Cycle Equations. 
 

The qualitative analysis is performed of the simple system of the ozone cycle equations for the case of no incident 
radiation. The phase portraits are drawn for the systems with fixed and arbitrary concentration of the molecular oxy-
gen. Some peculiarities in the time behaviour of concentrations at different initial conditions are .discussed. 


