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Ðàññìîòðåí âîïðîñ ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ (ÏÏ) ê ðåøåíèþ çàäà÷ î ïîëå 
âáëèçè ãåîìåòðè÷åñêîãî ôîêóñà, ïðåäñòàâëåí âàðèàíò êîëè÷åñòâåííîãî êðèòåðèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî îøèáêà ìåæ-
äó òî÷íûì ðåøåíèåì è ÏÏ: à) â îáùåì ñëó÷àå åñòü âñåãäà, è ýòî ñâÿçàíî ñ ïðåæäåâðåìåííûì îãðàíè÷åíèåì 
ðÿäîâ äëÿ ôàçû ôóíêöèè Ãðèíà è ãðàíè÷íîãî ïîëÿ; á) ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííîé, åñëè è ãðàíè÷íîå ïîëå è 
ôóíêöèÿ Ãðèíà èìåþò ñôåðè÷åñêèé âîëíîâîé ôðîíò; â) ìîæåò äîñòèãàòü çíà÷èòåëüíîé âåëè÷èíû, åñëè òîò è 
(èëè) äðóãîé âîëíîâîé ôðîíò îêàçûâàåòñÿ íåñôåðè÷åñêèì; ã) òåì áîëüøå, ÷åì ñèëüíåå çà ñ÷åò ôîêóñèðîâêè 
ïó÷êà îòëè÷àþòñÿ õàðàêòåðíûå ãðàíè÷íûå è ôîêàëüíûå ðàçìåðû. 

 
 
§1. Ïðåäèñëîâèå 
 

Ïàðàáîëè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå (ÏÏ), ñâÿçàííîå ñ çàìåíîé òèïè÷íûõ â çàäà÷àõ î ðàñïðîñòðàíåíèè 
âîëí óðàâíåíèé ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà ïàðàáîëè÷åñêèìè, ïîëó÷èëî øèðîêóþ ïîïóëÿðíîñòü â àòìî-
ñôåðíîé îïòèêå [1, 2]. Ýòîò æå ïðèåì õîðîøî èçâåñòåí â òåîðèè äèôðàêöèè [3], íåëèíåéíîé îïòèêå 
[4, 5], ýëåêòðîäèíàìèêå òóðáóëåíòíûõ ñðåä [6, 7], ïðè àíàëèçå ãàóññîâñêèõ ïó÷êîâ è â êâàçèîïòèêå 
[8]. Èäåÿ ïðèáëèæåíèÿ âîñõîäèò ê äàâíåé ðàáîòå [9], è ìàòåìàòè÷åñêèå åå àñïåêòû ïðåêðàñíî îáñóæ-
äåíû â [3]. Î÷åíü áëèçêàÿ òåìà — ïðåäìåò äåòàëüíîãî àíàëèçà [10], è íåêîòîðûå åå ðåçóëüòàòû ïðî-
äåìîíñòðèðîâàíû â §2. Ââåäåíèå ñàìîãî ÏÏ âîçìîæíî ðàçëè÷íûìè ïðèåìàìè — ñðàâíåíèå ñ òåñòîâûìè 
ðåøåíèÿìè [3], ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè Ãðèíà [6], âûäåëåíèå îñöèëëèðóþùåãî ìíîæèòåëÿ [4] è ïð. 

Ïðè ñòîëü îáøèðíîé áèáëèîãðàôèè íå ìîæåò, êàçàëîñü áû, âîçíèêàòü íèêàêèõ ïðîáëåì ñ óñëî-
âèÿìè ïðèìåíèìîñòè ÏÏ. Îäíàêî, êàê âûÿñíÿåòñÿ, ñèòóàöèÿ ñ îêðåñòíîñòüþ òî÷åê ñõîæäåíèÿ ëó÷åé 
ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè (êàóñòèêè, ôîêóñ) òðåáóåò óòî÷íåíèÿ, è äîâîëüíî ñóùåñòâåííîãî. 
 
§2. Êðàòêèé îáçîð çàäà÷è 
 

Èñõîäíûì áóäåò âîëíîâîå (äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ñëó÷àÿ) óðàâíåíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà 
 

(r) + ê
2
m

2
(r) = 0, (1) 

 
â êîòîðîì ê = 2/, m(r) — ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ â òî÷êå r, è ñêàëÿðíûé âàðèàíò ïðèíÿò òîëüêî 
ðàäè ïðîñòîòû. Ïåðåõîä îò (1) ê ïðèáëèæåííîìó óðàâíåíèþ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ïðîèñõîäèò ïî 
ïî÷òè ñòàíäàðòíîìó ñöåíàðèþ. Ïîëîæèì 
 
(r) = U(r) exp[iêS(r)] (2) 
 
è ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2) â (1) ïîÿâèòñÿ 
 

U + 2iêgradUgradS + iêUS + ê
2
m

2
U – ê

2
U(gradS)

2
 = 0. (3) 

 
Êîíå÷íî æå, íåò íèêàêèõ ôîðìàëüíûõ çàïðåòîâ ïèñàòü (2), íî íåîáõîäèìî «÷òî-òî ñêàçàòü» îá, íà-
ïðèìåð, S — âåäü èíà÷å â (3) îêàæåòñÿ äâå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèè. È ãîâîðÿò [11], ÷òî exp(iêS) «áå-
ðåò íà ñåáÿ íàèáîëåå îñöèëëèðóþùóþ ÷àñòü », ò.å. U — áîëåå ìåäëåííàÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ åõð 
(iêS)) ôóíêöèÿ. Ðàçóìíûìè ïîýòîìó âûãëÿäÿò îïðåäåëÿþùèå S ñîîòíîøåíèÿ 
 

(grad S)
2
 = m

2
, n = 

1
m grad S, n – îðò (4) 

 

è ïðåäïîëîæåíèÿ îá èñïîëíåíèè óñëîâèé 
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Â (5) /l — ïðîèçâîäíàÿ â íàïðàâëåíèè n è L — ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîì çàìåòíî ìåíÿåòñÿ U (ò.å. 
 grad 0 ( / )U U L ). 

Äåéñòâèòåëüíî, (4) óñòðàíÿåò èç (3), ñëàãàåìîå  ê2 — íàèáîëåå ÿâíûé èñòî÷íèê îñöèëëÿöèé. 
Ôèçè÷åñêèé ñìûñë (4) õîðîøî èçâåñòåí: ïîÿâèëñÿ ýéêîíàë S, è âîëíà èäåò ïî n ïåðïåíäèêóëÿðíî 
ïîâåðõíîñòè S = const. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ðàçóìååòñÿ, ÷òî (4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. 

Òåïåðü (3), (4) è (5) âåäóò ê óðàâíåíèþ 
 



U + 2iêm 

U
l  = 0 (6) 

 
ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà;  — îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî «ïîïåðå÷íûì» îòíîñèòåëüíî n êîîðäèíàòàì. 

Ìàòåìàòè÷åñêóþ àðàíæèðîâêó ïîäîáíûõ ðàññóæäåíèé ìîæíî ñâÿçàòü ñ ýêâèâàëåíòíûì (1) èíòå-
ãðàëüíûì óðàâíåíèåì (ñì., íàïðèìåð, [11, 12]). Îíî ïîñëå ïîäñòàíîâêè (2) ñâîäèò èññëåäîâàíèå  ê 
èíòåãðàëó 
 

 ddq(ê, q)[m
2
(r –  –] U(r –  eiêS((r –  eiq . (7) 

 
Çäåñü  — ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè Ãðèíà îïåðàòîðà Ãåëüìãîëüöà ((1) ïðè m = 1 è q = 0 
(ê)); V — îáëàñòü, ãäå m  1, è, êîíå÷íî æå, 3 1ê V  — íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïðèáëèæåíèÿ. Ïî-
ñëåäíåå ãàðàíòèðóåò ýôôåêòèâíîñòü àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè (7). 

Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî (4) èìååò îäíî ðåøåíèå (ýòî îïðàâäûâàåò (2) è (7) è èñïîëíåíèå (5)). Âî 
âðåìÿ àñèìïòîòè÷åñêîé îöåíêè (7) ïåðâîå (5) ïîçâîëèò ïðåäñòàâèòü S(r—) ëèíåéíîé ôóíêöèåé  à 
(4) äîêàçàòü, ÷òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè èç ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû íå èìååò íóëåé âíóòðè V. 
Âòîðîå (5) óòâåðæäàåò, ÷òî ó U íåò òî÷åê âåòâëåíèÿ (òèïà «ïîëþñ» èëè «íóëü»). Ïîýòîìó (7) îöåíè-
âàåòñÿ êàê èíòåãðàë Ôóðüå è 
 

U = 
n=0

 
n
 U

n
(r),  = 1/iê (8) 

 

îêàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïî  ôóíêöèåé. 
Îäíàêî åñëè ïðåäïîëîæèòü (8) èëè, áîëåå îáùî, ðåãóëÿðíîñòü  ïî , òî ñòàíäàðòíûå òåîðåìû 

èç òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé [13] óáåäÿò â åäèíñòâåííîñòè, îäíîçíà÷íîñòè è êîíå÷íîñòè S è U. 
Ðåãóëÿðíîñòü  — ýòî è âîçìîæíîñòü ïðèðàâíèâàòü êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ; îò-
ñþäà ñëåäóåò è (4), è ðåêóððåíòíàÿ öåïî÷êà 
 
2grad U

n
 gradS + U

n
S + U

n–1
 = 0, U

–1
 = 0, (9) 

 
íà÷àëüíîìó øàãó êîòîðîé (n = 0) ñîîòâåòñòâóåò ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà. 

Èòàê, íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ (2) è (3) îêàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîñòü . 
Êîíå÷íî, ýòî îòíþäü íå ãàðàíòèðóåò (6), íî (2) è (3) — îñíîâà âåäóùåãî ê (6) àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà 
ñ åãî ôîðìàëüíûì ïðèçíàêîì ê  . Ïðàãìàòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîäîáíîé àêöèè ïîíÿòíà — âåäü âðÿä 
ëè ìîæíî íàäåÿòüñÿ óéòè â (9) äàëåêî îò íà÷àëüíîãî n = 0, à òî, ÷òî (6) çíà÷èòåëüíî òî÷íåå ãåîìåòðè÷å-
ñêîé îïòèêè, — èçâåñòíî õîðîøî. 

Äðóãóþ ñòîðîíó (â äóõå òåðìèíîâ «íåîáõîäèìîñòü è äîñòàòî÷íîñòü») òîëüêî ÷òî îáñóæäàâøåãîñÿ 
ñþæåòà ïîä÷åðêèâàåò ïîíèìàíèå òîãî, ÷òî ðåãóëÿðíîñòü  èñ÷åçíåò, êîãäà óñëîâèÿ (5) íå áóäóò óäîâ-
ëåòâîðåíû. Äåéñòâèòåëüíî, òåïåðü ïðè îöåíêå (7) â ïîêàçàòåëå (åõð) ïðèäåòñÿ ïèñàòü êâàäðàòè÷íóþ 
(êàê ìèíèìóì) ïî  ôóíêöèþ è îðèåíòèðîâàòüñÿ íà ìåòîä ïåðåâàëà, ÷òî ðàäèêàëüíî èçìåíèò (8). Âî-
ïåðâûõ, ïîÿâÿòñÿ äðîáíûå ñòåïåíè , è òî æå ñàìîå ïðîèçîéäåò ïðè íåèñïîëíåíèè âòîðîãî (5). Âî-
âòîðûõ, äâå ýêâèâàëåíòíûå ïî çíà÷èìîñòè òî÷êè ïåðåâàëà ãëàñÿò î íåîäíîçíà÷íîñòè ýéêîíàëà, è íå-
îáõîäèìî ïèñàòü 
 

 = U
1
eiêS1 + U

2
eiêS2 (10) 

 

âìåñòî (2). Ïîíÿòíî, ÷òî òåïåðü ïîäñòàíîâêà (10) â (1) íèêàê íå ìîæåò ïðèâåñòè ê óðàâíåíèþ (6). 
Ýòî óòâåðæäåíèå ìîæíî èñòîëêîâàòü íà ÿçûêå äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè [10]. Êàê âûÿñíÿåòñÿ, 

ñóùåñòâóþò êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû: ñàì ýéêîíàë S è ïîëÿðíûå ñîñòàâëÿþùèå ( è ) îðòà n. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå îñè ðàñïîëîæåíû â ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè S = const. Ñîâåðøåííî î÷åâèä-
íûì óñëîâèåì îäíîçíà÷íîñòè S èç (4) áóäåò J  D(r)/D(S, , )  0 äëÿ ßêîáèàíà ïåðåõîäà îò Äåêàðòî-
âûõ êîîðäèíàò ê êðèâîëèíåéíûì. Ýòî æå óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò îäíîçíà÷íîñòü è êîíå÷íîñòü Un — êàê 
ñëåäóåò èç (9), 1/2 n

nU J   (ïðè n > 0). Â îêðåñòíîñòè J = 0 åñòåñòâåííî íàðóøàåòñÿ îäíîçíà÷íîñòü S, 
è ïðèõîäèòñÿ îáðàùàòüñÿ ê âàðèàíòó (10). 
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Ñòàíîâèòñÿ ÿñíîé ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü óñëîâèÿ J  0 è «ðåãóëÿðíîñòü  ïî ». Êîí-
ñòðóêòèâíûé ýëåìåíò ñîñòîèò â òîì, ÷òî J  0 òàì, ãäå íå ìîæåò áûòü âåëèêà div(mn), — ò.å. â òî÷-
êàõ, äàëåêèõ îò êàóñòèê è ôîêóñîâ. Ñâÿçü ïîñëåäíèõ, ôèçè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ, ñ âåëè÷èíîé 
div(mn) î÷åâèäíà [10, 11, 14].. 

Èòàê, ïðåäûäóùèé àíàëèç ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî (6) íåëüçÿ òðàêòîâàòü êàê ïðèáëèæåíèå äëÿ (1) â 
òî÷êàõ ñõîæäåíèÿ ëó÷åé ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. Ñîáñòâåííî, îáñòîÿòåëüñòâî ýòî íåîäíîêðàòíî è íà-
ñòîé÷èâî ïîä÷åðêèâàåòñÿ â [3]. Íî íåïðåìåííî íàäî äîáàâèòü, ÷òî (6), íàïèñàííîå «ñàìî ïî ñåáå», 
èìååò íåêèå ðåøåíèÿ â òî÷êàõ ñõîæäåíèÿ ëó÷åé (îíè íå ÿâëÿþòñÿ äëÿ (6) îñîáûìè; ýòî æå óòâåðæäàåò 
àíàëèç ïî ïðàâèëàì äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè), è, áîëåå òîãî, ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ ïîä÷åðêèâàåò åãî 
ÿâíî «äèôðàêöèîííîå» ïðîèñõîæäåíèå («äèôôóçèÿ» â îáëàñòü ãåîìåòðè÷åñêîé òåíè, «ïåðåòÿæêà» îêîëî 
ôîêóñà è ò.ï.). Íàâåðíîå, ýòî è ñîçäàåò íåêóþ èëëþçèþ óíèâåðñàëüíîñòè ïàðàáîëè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ. 

Îäíàêî íå èñêëþ÷åíà âîçìîæíîñòü òàêîãî ñïåöèàëüíîãî ïðèìåíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ðàçëî-
æåíèÿ ôóíêöèè Ãðèíà è ò. ï., êîòîðûå ïðèâåäóò ê âåðíûì ÷èñëîâûì ðåçóëüòàòàì. Ïðèåì ýòîò ïðå-
êðàñíî ïðîäåìîíñòðèðîâàí â [3], ãäå óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà èñïîëüçîâàíû ïðè èññëåäîâà-
íèè äèôðàêöèè íà àáñîëþòíî îòðàæàþùèõ îáúåêòàõ. 

Ýòè äîñòàòî÷íî îáùèå (è, â èçâåñòíîì ñìûñëå, ïðåäâàðèòåëüíûå) •ñîîáðàæåíèÿ êîíêðåòèçèðóþò 
è èëëþñòðèðóþò çàäà÷è èç §3 è 4. Èòîãè ïîäâåäåíû â §5. 
 
§ 3. Ñôåðè÷åñêàÿ ôîêóñèðîâêà â îäíîðîäíóþ ñðåäó 
 

Ïóñòü z = 0 — ãðàíèöà ðàçäåëà äâóõ ñðåä. Ïðè z < 0: m1 = 1, ïðè z > 0: m2  m > 1. Ïî òåîðåìå 
Êèðõãîôà—Ãåëüìãîëüöà äëÿ âñåõ z0 . 1/ê [4] 
 

(r
0
) = – 

iêz
0
m

2  
 –

 +
 A(x, y) 

exp(iêS)

R
2  dxdy . (11) 

 
Èçìåíåíèåì àìïëèòóäû À ïðè ïðîõîæäåíèè ãðàíèöû ðàçäåëà ïðåíåáðåãàåì è ñ÷èòàåì ïîëå ïðè z = 0 
(â ïåðâîé ñðåäå) ñõîäÿùåéñÿ ñôåðè÷åñêîé âîëíîé 
 


z=0
 = A(x, y)exp(–iêR

f
) . (12) 

 

Â (11), (12) r0(õ0, y0, z0) — òî÷êà íàáëþäåíèÿ; S = mR—Rf, 
2 2
0 ,R z r   2 2 ,fR f    

2 2 2
0 0( ) ( ) ,r x x y y     2 2 2,x y    f èìååò ñìûñë ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ. 

Ñòàíäàðòíîå óñëîâèå 
 
r/z

0
  /f n 1 (13) 

 
ïîçâîëÿåò íàïèñàòü 
 

R g z
0
 + 

r
2

2z
0
 – 

r
4

8z
0

3 + ... , R
f
 g f 

2
 + 


2

2f – 
 

4

8f
3 + ... (14) 

 
è ÏÏ ñîîòâåòñòâóþò ïåðâûå äâà ñëàãàåìûõ â (14). 

Îãðàíè÷èâàÿñü ðàññìîòðåíèåì ïîëÿ íà îïòè÷åñêîé îñè (x0 = y0 = 0 è  = r), ïåðåõîäÿ ê ïîëÿð-
íûì êîîðäèíàòàì  è , âûäåëÿÿ â S áîëüøóþ âåëè÷èíó — (mz0—f) è ñ÷èòàÿ, ÷òî ñ âûñîêîé òî÷íî-
ñòüþ âûïîëíÿåòñÿ ( 2 2

01/ 1/R z ), èç (11) ïîëó÷àåì âàðèàíò, êîòîðûé áóäåì ñ÷èòàòü òî÷íûì ðåøå-
íèåì çàäà÷è 
 

(z
0
) = – 

iêm
2z

0

 exp[iê (mz
0
 – f)] 

0

2

 
0



 A(, )exp(iêS) dd , (15) 

 

ãäå 2 2 2 2
0 0( ).tS S m z f mz f          

Ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò (15) òîëüêî âèäîì S. ÏÏ ñîîòâåòñòâóåò 
 

S  S
p
 = S

1


2
, S

1
 = 

1
2 



1

f – 
m
z
0

 . (16) 
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Äëÿ ñëåäóþùåãî ïðèáëèæåíèÿ èç (34) 
 

S  S
m
 = S

1


2
 + S

2


4
, S

2
 = 

1
8 




1

f 
3 – 

m

z
3

0

 . (17) 

 
Â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèÿ (15)—(17) ìîæíî èññëåäîâàòü òîëüêî ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, à ïî-

ñêîëüêó åõð(iês) äîñòàòî÷íî áûñòðî îñöèëëèðóåò, òî è ñàìè ìåòîäû è ïðîãðàììû äëÿ èõ ðåàëèçàöèè 
íóæäàþòñÿ â ïðîâåðêå. 

Äëÿ äîñòàòî÷íî îáùåãî ñëó÷àÿ A(, )  åõð(—4/à4) àìïëèòóäà ïîëÿ (15) ïðè S èç (17) èìååò 
àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå (â öåëÿõ ýêîíîìèè ìåñòà ôàçû ðåøåíèé ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì) 
 

(z
0
)  A

0
 = 

êm
4z

0
 

a
4

1 + (êS
2
a

4
)
2 (z) , (18) 

 
ãäå 
 

(z)= e–z2 





[1 + 

2i

 
0

z

et2dt =e–z2 erfc(–iz) 

 
— õîðîøî èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ [15] êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà 
 

z = – êS
1
a

2
/2 1–iêS

2
a

4
 . 

 
Â ÏÏ (ò.å. äëÿ S èç (16)) ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ èç (18) ïðè S2 = 0. 

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè 0( )z  îò çíà÷åíèé z0 âáëèçè z0 = mf, ðàññ÷èòàííûå íà 

ÝÂÌ íåïîñðåäñòâåííûì èíòåãðèðîâàíèåì (15) äëÿ òðåõ âèäîâ S ((15)—(17)). Äëÿ (16) è (17) òî÷êà-
ìè íà ãðàôèêàõ ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå èç (18) ñ ïîìîùüþ òàáëèö. Îøèáêè, âîçíèêàþùèå 
ïðè ðàñ÷åòàõ òåì è äðóãèì ñïîñîáîì, íå ïðåâûøàþò 1%. Ìåæäó ñëó÷àÿìè S = St è S = Sm ðàçíèöû 
ôàêòè÷åñêè íåò (ãðàôèêè ïîëíîñòüþ ñëèâàþòñÿ), íî ÏÏ (S = Sp) çàìåòíî îò íèõ îòëè÷àåòñÿ. 
 

 
 

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû À0 íà îïòè÷åñêîé îñè ïó÷êà îò çíà÷åíèÿ  (ñì) = (z0—mf)  1000. 
Êðèâàÿ 1—S = Sp (ôîðìóëà (16)), 2—S = Sm (17); 3—S = St (15). Àìïëèòóäà ãðàíè÷íîãî ïîëÿ 
 åõð(—4/à4), à = 2 ñì, f = 30 ñì, m = 1,5. Òî÷êàìè ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ, ïîëó÷åííûå èç (18) 

 

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà ÝÂÌ ïðåäñòàâëåíû íà äâóõ ñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ. Íà 
ðèñ. 2 ñðàâíèâàåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå è ÏÏ ïðè âàðèàöèÿõ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàñõîäèìîñòè  = a/f ãðà-
íè÷íîãî ïîëÿ. Ïðèìåðû òàêèõ æå ðàñ÷åòîâ, êîãäà  = const, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3. Âû÷èñëåíèÿ 
ïðîâîäèëèñü äëÿ ãàóññîâñêîé àìïëèòóäû À  åõð(—2/à2) ñ ñîîòâåòñòâóþùåé êîððåêöèåé àìïëèòóäû 
(ñâÿçàííîé ñ èçìåíåíèåì ðàçìåðîâ ïó÷êà) â ôîêóñå. 

Ðèñ. 1—3 ñâèäåòåëüñòâóþò î ñèòóàöèÿõ, â êîòîðûõ ïàðàáîëè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå íåïðèìåíèìî, è 
ðå÷ü èäåò, ðàçóìååòñÿ, îá îïèñàíèè ïîëÿ âáëèçè ôîêóñà. Î÷åâèäíûì êðèòåðèåì «êà÷åñòâà ÏÏ» ñëå-
äóåò ñ÷èòàòü 
 

 = ê
4

max
S

2
 n k

2

max
 S

1
 . 
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Äëÿ ìàëîé îêðåñòíîñòè ãåîìåòðè÷åñêîãî ôîêóñà 
 

  f  k
3
a(1 – 1/m

2
) n 1 . (19) 

 

Ïðèíöèïèàëüíûì îêàçûâàåòñÿ m  1, ÷òî ïðåêðàñíî ñîãëàñóåòñÿ ñ îáñóæäåíèåì çàäà÷è â §2. 
 

 
 

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû À0 îò çíà÷åíèÿ  (Êðèâûå 1 — ÏÏ, 2 — òî÷íîå ðåøåíèå) ïðè ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ ãåîìåòðè÷åñêîé ðàñõîäèìîñòè  = à/f:  = 2 ñì/30 ñì—(à), 2/45—(á), 2/70—(â). 
Ãðàíè÷íûé ïó÷îê — ãàóññîâñêèé, m = 1,5 

 

 
 

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû À0 îò çíà÷åíèÿ  (1 — ÏÏ, 2 — òî÷íîå ðåøåíèå) ïðè ôèêñèðîâàí-
íîé ãåîìåòðè÷åñêîé ðàñõîäèìîñòè = (à/n)/(f/n) = 2/20: n = 1—(à); 3—(á), 9—(â). Ãðàíè÷íûé 
ïó÷îê — ãàóññîâñêèé, m = 1,5 

 
§4. Ñõîäÿùèåñÿ ýëëèïòè÷åñêèå ïó÷êè â àíèçîòðîïíîé ñðåäå 
 

Ðåøåíèå îáîçíà÷åííîé â çàãîëîâêå çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê èíòåãðàëàì òèïà (15) ñ ôóíêöèåé 
 

S = z
2

0
 + bx

2
 + dy

2
 – f 

2
 + lx

2
 + ty

2
 . 

 
Ñíîâà õ0 = ó0 = 0, ïîñòîÿííûå b, d îïðåäåëÿþò àíèçîòðîïèþ ñðåäû, I è t — ýëëèïòè÷íîñòü ãðàíè÷-
íîãî ïîëÿ. Åñëè â îäíîîñíóþ ñðåäó ñ ãëàâíîé îïòè÷åñêîé îñüþ âäîëü õ ôîêóñèðóåòñÿ ñôåðè÷åñêàÿ 
âîëíà, òî d = l = t = 0 è â ïðèáëèæåíèè, àíàëîãè÷íîì (17), èìååì 
 

S = –S
1
x

2
 + S

2
x

4
 + S

3
x

2
y

2
 + 

~
S(y), 

 
ãäå 
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Òàêàÿ ñòðóêòóðà S äàåò äâà ôîêóñà: ïðè z0  bf — ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ïó÷êà ïî îñè õ0, è ïðè 
z0  f — ïî ó0. ×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî õàðàêòåð 0( )z  îêîëî z0  bf òàêîé æå, 

êàê â §3. Ïðèìåíèìîñòü ÏÏ âáëèçè ýòîãî ôîêóñà ðåãëàìåíòèðóåò óñëîâèå 
 

i
f
 = êS

2
x

4

max


z0=bf
  ê

3
a 

(b – 1)
b  n 1 . (20) 

 
§5. Îáñóæäåíèÿ 
 

Ìîæíî âûäåëèòü îäíî îáñòîÿòåëüñòâî, îáúåäèíÿþùåå çàäà÷è â §3 è 4. Èçíà÷àëüíî ñôåðè÷åñêèé 
(èëè ïðèáëèæåííî ïàðàáîëè÷åñêèé) âîëíîâîé ôðîíò ïðåòåðïåâàåò îïðåäåëåííóþ àáåððàöèþ, êîòîðàÿ 
âëå÷åò çà ñîáîé îñöèëëÿöèè ïîëÿ âáëèçè ôîêóñà, è ÏÏ ïðîñëåäèòü çà íåé íå â ñîñòîÿíèè. Ïîñêîëüêó 
ïðîèñõîæäåíèå àáåððàöèé êà÷åñòâåííîé ðîëè íå èãðàåò, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî çàäà÷è ñ ïðîèçâîëü-
íûìè (íåñôåðè÷åñêèìè) ñõîäÿùèìèñÿ âîëíîâûìè ïó÷êàìè íàäîáíî ðåøàòü áîëåå îáùèìè, íåæåëè 
ïàðàáîëè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå, ïðèåìàìè. Êîëè÷åñòâåííûìè êðèòåðèÿìè áóäóò âûñòóïàòü âåëè÷èíû 
òèïà (19), (20); âîçìîæíà, âïðî÷åì, íåêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïðè äðóãèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. 

Êàê ñëåäóåò èç (19) è (20), íåêîððåêòíîñòü ÏÏ âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ãåîìåòðè÷åñêîé ðàñõî-
äèìîñòè (óãëîâîãî ñïåêòðà) âíåøíåãî ïîëÿ, è ýòî âïîëíå ñîîòâåòñòâóåò [4]. Íî èíôîðìàöèÿ, ïðåä-
ñòàâëåííàÿ íà ðèñ. 3, çàñòàâëÿåò âíåñòè óòî÷íåíèå: ïåðåõîä ê ÏÏ îïðàâäàí, åñëè õàðàêòåðíûå ðàçìå-
ðû ïó÷êà à íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè è â ôîêóñå 0 ðàçëè÷àþòñÿ íå ñëèøêîì ñèëüíî, ò. å. (íàïðè-
ìåð, äëÿ ãàóññîâñêîãî ïó÷êà) 
 

 = 
0
/a   

2f
 êa  

1
a = 

2
êa 

1
  1 . (21) 

 

Äðóãàÿ ðåäàêöèÿ ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî â (21) (2/êà)   — äèôðàêöèîííàÿ ðàñõîäèìîñòü âíåøíåãî ïó÷-
êà: ãåîìåòðè÷åñêàÿ ðàñõîäèìîñòü äîëæíà áûòü íå ïðîñòî íåáîëüøîé, à ïîðÿäêà äèôðàêöèîííîé. 

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ïîäîáíàÿ ôîðìóëèðîâêà ôàêòè÷åñêè ñîäåðæèòñÿ óæå â ñàìîì íåîáõî-
äèìîì äëÿ ÏÏ óñëîâèè (13). Ïîñëåäíåå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ýêâèâàëåíòíîì (â òîì ñìûñëå, ÷òî ðàç-
ëîæåíèÿ äëÿ R è Rf íå áóäóò îòëè÷àòüñÿ îò (14)) â âèäå 
 

x
z
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  
y
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  
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z
0

  
y
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z
0

  
x
f   

y
f   

a
f n 1 . (22) 

 

Èç (22) è ñëåäóåò, ÷òî ïåðåõîä ê ÏÏ ìàòåìàòè÷åñêè áåçóïðå÷åí òîëüêî ïðè èñïîëíåíèè (21). Åñëè æå 
âîçíèêàåò ñèëüíàÿ ôîêóñèðîâêà ( 1), òî (22) íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà 
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z
0

  
y
z
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x
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f   
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f n1, 
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0
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z
0

  
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0


z
0

   
a
f

j

 n 1 , (23) 

 

ãäå j ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ îò 1 (ïðè  = ) äî, âîîáùå ãîâîðÿ, ñêîëü óãîäíî áîëüøîãî ÷èñëàìè çàâè-
ñèìîñòè îò  è à èç (21). 

Èñïîëüçóÿ (23), íåòðóäíî ïîíÿòü, ïî÷åìó ïðåäñòàâëåíèå äëÿ S â âèäå (17) îêàçûâàåòñÿ òî÷íåå, 
÷åì (16), ãäå ïðè ïåðåõîäå ê ÏÏ âîçíèêàåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ íåêîððåêòíîñòü, ïðèâîäÿùàÿ ê îøèáêàì â 
êîíå÷íîì ðåçóëüòàòå. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëàãàÿ  = 10–1 ïðè à = 1 ñì, èç (21) óâèäèì, ÷òî 
0  0,2  10–3 ñì, è, ñëåäîâàòåëüíî, j â (23) äîëæíî áûòü íèêàê íå ìåíüøå ÷åòûðåõ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 
ðàçëîæåíèå R, èñïîëüçóåìîå â ÏÏ, 
 

R g z
0
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





1 + 
(x – x

0
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2
 + (y – y

0
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2

2 z
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ñîäåðæèò ñëàãàåìûå xx0/z2  yy0/z2 ïÿòîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî (23). Îøèáêà î÷åâèäíà, èáî ñëåäóþ-
ùèé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ (àíàëîãè÷íî è äëÿ Rf, ñì. (14)) âèäà 2 2 2 4

0( ) / 8x y z  èìååò ïî (23) ÷åòâåðòûé 
ïîðÿäîê ìàëîñòè, ò. å. îòáðîøåííûå âåëè÷èíû ïðåâîñõîäÿò îñòàâëåííûå. Ïîäîáíàÿ íåòî÷íîñòü òåì 
ñóùåñòâåííåå, ÷åì ñèëüíåå ôîêóñèðîâêà è ÷åì áîëüøå ðàçìåðû ïó÷êà íà ãðàíèöå. Ýòè âûâîäû ñëåäó-
þò ÿâíî è èç (19.) è (20). 

Äîâîëüíî ëþáîïûòíûì âûãëÿäèò åùå îäèí ìîìåíò. Ïðè m = 1 ôóíêöèè S èç (15) ñîîòâåòñòâóåò â 
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Â ñóùíîñòè, êàê ÿâñòâóåò èç ïðåäûäóùåãî, ïðè çàïèñè (24) ñîâåðøåíû ñðàçó äâå îøèáêè — è äëÿ R 
è äëÿ Rf ðàíî ïðåêðàùåíî ñóììèðîâàíèå â (14). Îäíàêî, çäåñü îøèáêè êîìïåíñèðóþò äðóã äðóãà — 
if = 0 è (24) íèñêîëüêî íå õóæå, ÷åì S = R—Rf.Íî «äîïóñòèâ òîëüêî îäíó îøèáêó» (íåâàæíî â 
ïðåäñòàâëåíèè R èëè Rf), âû÷èñëèì  ìåíåå òî÷íî. Â ýòîì ñëó÷àå if áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàêñè-
ìàëüíîìó çíà÷åíèþ (m  ) (19) è (15) áóäåò äàâàòü ñèëüíûå îñöèëëÿöèè âáëèçè ôîêóñà, êîòîðûõ â 
äàííîì ñëó÷àå áûòü íå äîëæíî. Ýòà ñèòóàöèÿ èëëþñòðèðóåò òåçèñ èç êîíöà §2. 
 
Çàêëþ÷åíèå 
 

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè ñîñòîÿëà ëèøü â òîì, ÷òîáû îòìåòèòü êà÷åñòâåííî ðàçëè÷íûé õàðàêòåð 
ñòðîãîãî ðåøåíèÿ è ïîëó÷åííîãî â ÏÏ, à òàêæå óêàçàòü îñíîâíûå ìîìåíòû òåîðèè ÏÏ, ïðèâîäÿùèå ê 
íåâåðíîìó (â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ) ðåçóëüòàòó. Èìåííî ïîýòîìó êîëè÷åñòâåííàÿ ñòîðîíà äàæå ðàñ-
ñìîòðåííûõ çäåñü êîíêðåòíûõ çàäà÷ îñòàëàñü ïî ñóùåñòâó íå ðàñêðûòîé. Ñîâåðøåííî íå çàòðîíóòû 
âîïðîñû, ñâÿçàííûå, íàïðèìåð, ñ ðàñïðåäåëåíèåì àìïëèòóäû è ôàçû ïîëÿ â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè 
âáëèçè ôîêóñà. Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âñå ðàâíî â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèþ ÏÏ äîë-
æåí ïðåäøåñòâîâàòü îïðåäåëåííûé àíàëèç, óñòàíàâëèâàþùèé «çàêîííîñòü» ÏÏ èìåííî äëÿ ýòîãî ñëó-
÷àÿ. Îá óíèâåðñàëüíîñòè ÏÏ ãîâîðèòü, ïî-âèäèìîìó, íå ñëåäóåò. 

Â ñïîðíûõ ñèòóàöèÿõ, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàííî èçáåæàòü îøèáîê, çàäà÷è ïîäîáíîãî òèïà öåëåñîîá-
ðàçíî èññëåäîâàòü ëèáî èñïîëüçóÿ òî÷íîå ðåøåíèå (òèïà (15)), ëèáî ñëåäóþùåå çà ÏÏ ïðèáëèæåíèå 
(17). Ìàòåìàòè÷åñêè áåçóïðå÷íûì âûãëÿäèò ìåòîä, èçëîæåííûé â [11] (ïîëå âáëèçè òðåõìåðíîãî ôî-
êóñà) è èñïîëüçóåìûé âìåñòå ñ (23). 
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S . D .  Ò v î r î g î v ,  V . Î .  T r o i t s k i i . On the Applicability Limits of the Parabolic Approach. 
 

Applicability of the parabolic approach technique to solution of the problem on light field in the vicinity of the 
geometrical focus is analyzed and a version of the quantitative criterion is suggested. It is shown that a discrepancy 
between the exact solution and that obtained using the parabolic approach: a) always exists and this is caused by the 
premature truncation of the series for the phase of Green’s function and for the boundary field; b) the discrepancy is 
inessential if the boundary field and Green’s function have spherical wave front; c) it can reach significant values if 
that and/or other wave front is nonspherical; d) it becomes greater the greater is the difference between characteristic 
boundary and local sizes. 


