
 

 Îïèñàíèå íåëèíåéíûõ àáåððàöèé 1035 

«Îïòèêà àòìîñôåðû», ò. 4. ¹ 10 (1991) 
 
 

ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÎÏÒÈ×ÅÑÊÈÅ ßÂËÅÍÈß Â ÀÒÌÎÑÔÅÐÅ 
 
 
 ÓÄÊ 621.373.826:(535:530.182) 
 
À.Ï. Ñóõîðóêîâ, Ý.Í. Øóìèëîâ 
 
 
ÎÏÈÑÀÍÈÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ ÀÁÅÐÐÀÖÈÉ ÏÐÈ ÑÀÌÎÂÎÇÄÅÉÑÒÂÈÈ 
ÂÎËÍÎÂÛÕ ÏÓ×ÊÎÂ Ñ ÍÅÊÐÓÃÎÂÛÌ ÑÅ×ÅÍÈÅÌ 
 
 

Â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà, ñâÿçàííûõ â ïðîñòðàíñòâå ñ íåïëîñêèìè òðàåêòîðèÿìè ñâåòîâûõ ëó÷åé, ïî-
ñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. Ñ åãî ïîìîùüþ ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå 
äëÿ ýéêîíàëà âîëíû ñâåäåíî ê ñèñòåìå ïÿòè îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé ñà-
ìûå íèçêèå ïî ïîðÿäêó àáåððàöèîííûå èñêàæåíèÿ íåêðóãîâûõ ïó÷êîâ ñ îñåâîé ñèììåòðèåé â ñðåäàõ ñ ïðîèç-
âîëüíûì ìåõàíèçìîì íåëèíåéíîñòè. 

Ñ öåëüþ êîíêðåòèçàöèè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ðàññ÷èòàíà íåëèíåéíàÿ ÷àñòü äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìî-
ñòè ñðåä ñ êåððîâñêîé è òåïëîâîé íåëèíåéíîñòÿìè. Ïðîâåäåíî ñîïîñòàâëåíèå îòëè÷èé â ðàçâèòèè âîëíîâûõ 
àáåððàöèé îñåñèììåòðè÷íûõ ïó÷êîâ â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ îáîèõ òèïîâ. 

 
 

Ðàñïðîñòðàíåíèå â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ ñâåòîâûõ ïó÷êîâ ñîïðîâîæäàåòñÿ èõ àáåððàöèîííûìè èñ-
êàæåíèÿìè. Â òàê íàçûâàåìîì áåçàáåððàöèîííîì ïðèáëèæåíèè íåëèíåéíûå èñêàæåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê 
ñàìîâîçäåéñòâèþ ïó÷êîâ, ïðè êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêàÿ ôîðìà âîëíîâîãî ôðîíòà [1—3]. 
Àáåððàöèè ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, â ÷àñòíîñòè ñôåðè÷åñêèå, à òàêæå àáåððàöèè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ 
ìîãóò ñóùåñòâåííî èçìåíèòü õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà, ïðèäàâàÿ åìó òàêèå ñïåöèôè÷åñêèå 
îñîáåííîñòè, êàê îáðàçîâàíèå àáåððàöèîííûõ êîëåö, îãðàíè÷åíèå ïîïåðå÷íûõ ðàçìåðîâ ïó÷êîâ, ïî-
äîáíûõ ãàóññîâñêèì, ïåðåðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ â ïðèôîêàëüíîé îáëàñòè è äð. [4—8]. 

Åùå áîëüøèé ñïåêòð ïðîÿâëåíèé íåëèíåéíûõ àáåððàöèé ñâÿçàí ñ ñàìîâîçäåéñòâèÿìè íåêðóãîâûõ 
ïó÷êîâ, â ÷àñòíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ [4—5]. Ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, ïîçâîëÿâøèé áû èññëåäîâàòü 
àáåððàöèè ïîäîáíûõ ïó÷êîâ, äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå áûë ðàçðàáîòàí, ÷òî çàòðóäíÿëî ñàìîñòîÿ-
òåëüíîå èçó÷åíèå íåëèíåéíûõ àáåððàöèé äàæå ñàìîãî íèçêîãî ïîðÿäêà. Òåì áîëåå íå ïðåäñòàâëÿëîñü 
âîçìîæíûì èññëåäîâàòü ïîäàâëåíèå èëè èíäóöèðîâàííîå ðàçâèòèå â íåëèíåéíûõ ñðåäàõ àáåððàöèé, 
èçíà÷àëüíî ïðèâíåñ¸ííûõ â âîëíîâîé ôðîíò ïó÷êà. Ýòî ïðåïÿòñòâîâàëî ðåøåíèþ øèðîêîãî êðóãà 
çàäà÷ îïòèêè íåëèíåéíûõ ñðåä. 

Â äàííîé ñòàòüå ðàçâèâàåòñÿ àáåððàöèîííàÿ òåîðèÿ ñàìîâîçäåéñòâèé ñâåòîâûõ ïó÷êîâ ñ âûðîæ-
äåííîé öåíòðàëüíîé ñèììåòðèåé ñå÷åíèÿ — îñåñèììåòðè÷íûõ, â ÷àñòíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ, — â ñðå-
äàõ ñ ïðîèçâîëüíûì ìåõàíèçìîì íåëèíåéíîñòè. Àáåððàöèîííûå èñêàæåíèÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà îïè-
ñûâàþòñÿ ñàìîñîãëàñîâàííî ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîìîùüþ òð¸õ 
äîïîëíèòåëüíî ââåäåííûõ àáåððàöèîííûõ ôóíêöèé. Òåîðèÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàíåå ðàçâèòûìè óïðîùåí-
íûìè åå ìîäèôèêàöèÿìè [6—7] è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èõ åñòåñòâåííîå îáîáùåíèå. Èñïîëüçóåìàÿ ìå-
òîäîëîãèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ îïèñàíèÿ àáåððàöèîííûõ èñêàæåíèé è äðóãèõ ÷åòíûõ ïîðÿä-
êîâ, ïðèñóùèõ íåêðóãîâûì ïó÷êàì. 

Äëÿ îïèñàíèÿ íåëèíåéíûõ àáåððàöèé ïó÷êîâ ñ îñåâîé ñèììåòðèåé, ïîëå êîòîðûõ ïðè íåçàâèñè-
ìîé (îäíîâðåìåííîé èëè íåò) çàìåíå ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò õ, ó êîîðäèíàòàìè ïðîòèâîïîëîæíûõ 
çíàêîâ íå èçìåíÿåòñÿ, âûÿñíèì ïðåæäå âñåãî ïðèñóùóþ èì ôîðìó âîëíîâîãî ôðîíòà. Ñ ýòîé öåëüþ 
îáðàòèìñÿ ê õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ òðàåêòîðèé ëó÷åé 
 

 (1) 
 
ñâÿçûâàþùåìó èçìåíåíèå âäîëü ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû z ïîïåðå÷íîãî âåêòîðà  = {õ, ó} òåêóùåé òî÷êè 

òðàåêòîðèè ëó÷à ñ äîáàâêîé ê ýéêîíàëó ïëîñêîé âîëíû s(r), r = {õ, ó, z}; ,
x y

  
   

  
— ïîïåðå÷íûé 

ãàìèëüòîíèàí. 
Â îòñóòñòâèå àáåððàöèé â òàê íàçûâàåìîì áåçàáåððàöèîííîì ïðèáëèæåíèè òðàåêòîðèè ëó÷åé (1) 

ýëëèïòè÷åñêîãî ïó÷êà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ âåêòîðíîé ôóíêöèåé  = {1, 2} 
 

 (2) 
 
ñîõðàíÿþùåéñÿ âäîëü êàæäîé òðàåêòîðèè; à10, à20 — õàðàêòåðíûå íà÷àëüíûå è f1,2(z) — òåêóùèå áåç-
ðàçìåðíûå ãëàâíûå ïîëóîñè ýëëèïñà ñå÷åíèÿ ïó÷êà [4—5]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ (1) è (2) 
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 (3) 
 
òàê ÷òî èíòåãðèðîâàíèå (3) äàåò 
 

 (4) 
 

ãäå s0(z) — äîïîëíèòåëüíûé íàáåã ôàçû çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû. 
Ïðè íàëè÷èè àáåððàöèîííûõ èñêàæåíèé âåêòîð (r) óæå íå ñîõðàíÿåòñÿ è ïðè ó÷åòå àáåððàöèé, 

îïèñûâàåìûõ â ýéêîíàëå ïðîèçâåäåíèÿìè ðàçëè÷íûõ ÷åòíûõ ñòåïåíåé ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò õ, ó, 
âïëîòü äî ñëàãàåìûõ ñ ñóììàðíîé ñòåïåíüþ 2(N+l) (N = 1, 2, ), õàðàêòåðèçóåòñÿ, êàê ëåãêî ïîä-
ñ÷èòàòü, n = N(N+5)/2 áåçðàçìåðíûìè àáåððàöèîííûìè ôóíêöèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, â ðàññìàòðèâàåìîì 
äàëåå ñëó÷àå àáåððàöèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà (N = 1) êîëè÷åñòâî íåîáõîäèìûõ àáåððàöèîííûõ ôóíê-
öèé ñîñòàâëÿåò n = 3. 

Îáîçíà÷àÿ àáåððàöèîííûå ôóíêöèè ÷åðåç A1,2(z) è A12(z), ïîäûíòåãðàëüíûå ôóíêöèè â (4), 
óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ èíòåãðèðóåìîñòè 
 

 
 

ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
 

 (5) 
 
òàê ÷òî ñàì ýéêîíàë îñåñèììåòðè÷íîãî ïó÷êà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå 
 

 (6) 
 

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè â àáåððàöèîííî-èñêàæåííîì ïó÷êå óñòàíîâèì èç ïàðàáîëè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ 
 

 (7) 
 

ãäå I — èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ,  — êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ ñðåäû. 
Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7), óäîâëåòâîðÿþùåå íà ãðàíèöå íåëèíåéíîé ñðåäû z = 0, ãäå 

(, 0) = 0(), óñëîâèþ 
 

 (8) 
 

áóäåì èñêàòü â ñëåäóþùåì âèäå: 
 

 (9) 
 

ãäå  = {1, 2} — íåêîòîðûé íåïðåðûâíûé ïîïåðå÷íûé âåêòîð, ñîâïàäàþùèé ñ 0 ïðè z = 0, ïðè÷åì 
ïðåîáðàçîâàíèå îò ïåðåìåííûõ 1,2(, z) ê ïåðåìåííûì 10 = õ/à10, 20 = y/à20 (f1,2(0) = 1) èëè ê ïå-
ðåìåííûì 1,2 îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ÿêîáèàíà 
 

 (10) 
 

Ïðåäñòàâëåíèå (9) è (10), êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå âûòåêàþùåãî èç (7) çà-
êîíà ñîõðàíåíèÿ ïîëíîé ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòüþ f(r)exp(z), à ïîäñòàíîâêà (9) è (10) â 
óðàâíåíèå (7) îáðàùàåò ïîñëåäíåå â òîæäåñòâî ïðè óäîâëåòâîðåíèè óðàâíåíèé 
 

 (11) 
 

 (12) 
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Ïðè ó÷åòå óðàâíåíèÿ (1) èç (11) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè 1,2(, z) ñîõðàíÿþòñÿ âäîëü òðàåêòîðèé 
ëó÷åé è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåðåìåííûå Ëàãðàíæà, ñëóæàùèå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ òåêóùåé òî÷-
êè (êîîðäèíàòà z âûïîëíÿåò ðîëü âðåìåíè), âûäåëåííîé â ïðîñòðàíñòâå ëó÷åâîé òðàåêòîðèè ñ íà÷à-
ëîì â òî÷êå (0, 0) = 0. Èíòåãðàëû æå óðàâíåíèÿ òðàåêòîðèé ëó÷åé (1), èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ 
ïåðåìåííûå 1,2, ïðåäñòàâèìû â îáùåì ñëó÷àå ðåêóððåíòíûì îáðàçîì 
 

 (13) 
 
ñ ïîìîùüþ îäíîèìåííûõ ïî èíäåêñó èíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé i(Ñ, z), â àðãóìåíòàõ êîòîðûõ âåêòîð 
Ñ = {Ñ1, Ñ2} îáîçíà÷àåò ñîâîêóïíîñòü òåõ æå èíòåãðàëîâ (13). Òàê êàê èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ i âõî-
äèò â (13) âñåãäà àääèòèâíî, ïðîñòûì ïåðåîáîçíà÷åíèåì êîíñòàíòû Ñ, ìîæíî îáåñïå÷èòü íà÷àëüíîå 
çíà÷åíèå i(Ñ, 0) = 0. 

Âûðàæàÿ èç èíòåãðàëîâ (13) ïåðåìåííûå 
 

 (14) 
 

÷åðåç ôóíêöèè 1,iM  îáðàòíûå ôóíêöèÿì â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (13), íàõîäèì ïðè z = 0 ïåðåìåííûå Ëà-
ãðàíæà 
 

 (15) 
 
ïðèîáðåòàþùèå ñëåäóþùóþ ñâÿçü ñ ïåðåìåííûìè 1,2, z (èëè ñ Ýéëåðîâûìè ïåðåìåííûìè õ, y, z) 
ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (15) êîíñòàíò (13): 
 

 (16) 
 
ãäå Ñ â àðãóìåíòå i òàêæå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç  è z ïîñëå ðåêóððåíòíîé ïîäñòàíîâêè (13). 

Èíòåãðèðîâàíèå ôóíêöèè J() â (12), ïðîèçâîäèìîå òàêæå âäîëü òðàåêòîðèé ëó÷åé (1) ïðè íà-
÷àëüíîì óñëîâèè J(0) = 1, äà¸ò 
 

 (17) 
 
ãäå â ñîîòâåòñòâèè ñ (2) è (14) 
 

 (18) 
 
ïðè÷åì çäåñü ôóíêöèè f1,2() è 1,2(Ñ, ) áåðóòñÿ îò àðãóìåíòà  è 
 

 
 
ñîãëàñíî (13) ïðè z = 0, ÷òî è îïðåäåëÿåò ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü ÿêîáèàíà. 

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû (9)—(17) äëÿ íåêðóãîâûõ ïó÷êîâ ñ âîëíîâûì ôðîíòîì (6), 
èíòåãðàëû (13) óðàâíåíèÿ (1) íàéäåì â âèäå 
 

 (13) 
 
ãäå èíòåãðàëüíûå ôóíêöèè 
 

 
 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ (16) ïåðåìåííûå Ëàãðàíæà îïðåäåëÿòñÿ èç (13') ôîðìóëàìè 
 

 (16) 
 

â êîòîðûõ i(z, 0) = Ai(z)—Ai0, Ai0 = Ai(0). ßêîáèàí æå ïðåîáðàçîâàíèÿ (10) â ôóíêöèè Ýéëåðîâûõ 
ïåðåìåííûõ ñîãëàñíî (17) è (18) îêàçûâàåòñÿ ðàâíûì 
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 (10) 
 

ãäå 
 

 (19) 
 

 
 

Ïðè÷åì ôóíêöèè 1,2(, z, ), îòðàæàþùèå ïðîñòðàíñòâåííóþ (íåïëîñêóþ) ôîðìó ëó÷åâûõ òðà-
åêòîðèé (16'), ïðåäñòàâèìû ñ ó÷åòîì (13') ðåêóððåíòíîé çàâèñèìîñòüþ 
 

 (20) 
 

Òàêèì îáðàçîì, ðàñïðåäåëåíèå èíòåíñèâíîñòè â ñå÷åíèè íåêðóãîâîãî ïó÷êà ñ îñåâîé èíòåíñèâíî-
ñòüþ I0 ïðè ñèììåòðè÷íîì îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ îñåé íà÷àëüíîì ïðîôèëå (8) 
 

 
 

çàïèñûâàåìîì â íàèáîëåå îáùåì ñëó÷àå ãèïåðãàóññîâîé ôóíêöèåé 
 

 (21) 
 

îïèñûâàåòñÿ, ïîñëå ïîäñòàíîâêè (10) â (9), òàêæå ãèïåðãàóññîâûì çàêîíîì 
 

 (22) 
 

â êîòîðîì 
 

 (23) 
 

(s = m + n, st — ñèìâîë Êðîíåêåðà) ïðåäñòàâëÿþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ, ïî ïåðåìåí-
íûì 2

1,2  äâîéíîãî ðÿäà 
 

 (24) 
 

îáðàçîâàííîãî èç âûðàæåíèé (16), ,è ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè (19): 
 

 (19) 
 

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (21), äëÿ íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ ïó÷êà óíèâåðñàëüíî â 
òîì îòíîøåíèè, ÷òî ÷èñëà 
 

 
 

(0  s = m + n < ) âñåãäà ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ðåêóððåíòíî ïî êîýôôèöèåíòàì Pmn(P00 = P(0, 0)) 
ðàçëîæåíèÿ â äâîéíîé ðÿä ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè 
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Ïðè ðàñ÷åòå êîýôôèöèåíòîâ bmn(z) äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ â ðàçëîæåíèÿõ êâàäðàòîâ ïåðåìåí-
íûõ Ëàãðàíæà (16) ïî ïðîèçâåäåíèÿì ñòåïåíåé êâàäðàòîâ 1,2 ñëàãàåìûìè âïëîòü äî øåñòîé ñóììàð-
íîé ñòåïåíè, ò. å. 
 

 
 

ãäå ôóíêöèè 
 

 (25) 
 

îïðåäåëåíû äëÿ 0  (i, s)  2, s = m + n, (ð) — åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, ðàâíàÿ íóëþ ïðè ð  0, 
 

 
 

Â èñïîëüçîâàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ èç (24) íàõîäèì 
 

 (26) 
 

â èíòåðâàëå èíäåêñîâ 0  m + n  3. 
Êîýôôèöèåíòû hmn(z) ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè (19) â ðÿä (19) â òîì æå èíòåðâàëå èíäåêñîâ 

0  m + n  3 îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè 
 

 (27) 
 

ãäå s = m + n, m
sC  — áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû, à çàïèñü k(l) îçíà÷àåò èíäåêñ k (k = 1, 2), ïî-

âòîðåííûé l ðàç (l = m, n) ïðè âîñïðîèçâåäåíèè ôóíêöèé 
 

 
 

 
 

 (28) 

 

ïðè÷åì â (27) ïðèíèìàåòñÿ ( ) ( )
( ) ( )( , ) ( )p p

i p i pH z z H z  è, êàê ýòî âèäíî èç (28), (1)( , ) ( )i iH z z H z  (i = 1, 2). 

Ïðîôèëþ èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà (22) â èñïîëüçóåìîì ïðèáëèæåíèè (27) òåïåðü óäîáíî ïðèäàòü 
ñëåäóþùèé âèä, ïðîèçâåäÿ èíòåãðèðîâàíèå â ïîêàçàòåëå ýêñïîíåíòû (19) ÿêîáèàíà (10): 
 

 (22) 
 

ãäå 1,2 äàþòñÿ (16), à ôóíêöèè ( )( )mnh z  îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (27) è (28), â êîòîðûõ 
( )

1,2 1,2( ) ( )H z H z  çàìåíÿåòñÿ ( )
1,2 ( ),H z  ïðè÷åì 



 

1040 À.Ï. Ñóõîðóêîâ, Ý.Í. Øóìèëîâ  

 

 
 

Â ïîñëåäíåé ôîðìå âûðàæåíèå äëÿ èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà, êàê ìîæíî óáåäèòüñÿ, îáîáùàåò àíàëî-
ãè÷íîå âûðàæåíèå â òåîðèè [6], ó÷èòûâàþùåé ñôåðè÷åñêèå àáåððàöèè àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ïó÷-
êîâ, è ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè óäåðæàíèè â (22) âñåõ ÷ëåíîâ ðÿäà ïî îäíîìó èç èíäåêñîâ è íóëåâîì äðó-
ãîì (èëè ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ â (19) ïðè a3–i,0  , f3–i = 1, A3–i = A12 = 0) â ðàñïðåäåëåíèå èíòåí-
ñèâíîñòè äëÿ îäíîìåðíîãî ïó÷êà 
 

 (22) 
 

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå ïîâåäåíèå èñêîìûõ 
àáåððàöèîííûõ ôóíêöèé A1,2(z) è À12(z). Ñ ýòîé öåëüþ èñïîëüçóåì ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ 
ýéêîíàëà âîëíû 
 

 (29) 
 
â êîòîðîì äåéñòâèòåëüíàÿ íåëèíåéíàÿ äîáàâêà íë[ ]I  ê äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè ñðåäû (0 — åå 

íåâîçìóùåííîå çíà÷åíèå) ÿâëÿåòñÿ âîîáùå íåêîòîðûì ôóíêöèîíàëîì èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà; k = 2/ — 
âîëíîâîå ÷èñëî. 

Â ïðèáëèæåíèè àáåððàöèé ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ â ðàçëîæåíèè íåëèíåé-
íîé äîáàâêè ïî ÷åòíûì ñòåïåíÿì 1,2 (èëè ïî ñòåïåíÿì õ, ó) ñëàãàåìûìè ñ ñóììàðíîé ñòåïåíüþ, íå 
ïðåâûøàþùåé ÷åòûð¸õ, ò. å. 
 

 (30) 
 

ïðè÷åì êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ 2 ,2 ( )m n z  îïðåäåëÿþòñÿ ñ ó÷åòîì êîíêðåòíîãî ìåõàíèçìà íåëèíåé-

íîñòè ñðåäû. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ñðåäû ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ, êîãäà (2)
íë[ ] ,I I    íàõîäèì 

 

 
 
ãäå 
 

 
 
õàðàêòåðèçóþò ðàçëîæåíèå â äâîéíîé ðÿä èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà è ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç êîýô-
ôèöèåíòû (23) ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì 
 

 
 

(s = m + n). Â èíòåðâàëå èíäåêñîâ 0  s = m + n  2 ïîëó÷àåì 
 

 
 

 (30) 
 

ãäå lmn(z) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (23) ñ ó÷åòîì (26) è (27). 
Äëÿ ñðåäû ñ òåïëîâîé íåëèíåéíîñòüþ âåëè÷èíà íë[ ] ( / )[ ( ) (0, )]I d dT T T z   r  îïðåäåëÿåòñÿ 

òåìïåðàòóðíûì ïðîôèëåì T(r) â ñå÷åíèè ïó÷êà, è êîýôôèöèåíòû 2 ,2 ( )m n z  ìîæíî íàéòè, ðåøèâ óðàâ-

íåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè. Â ïðåäïîëîæåíèè ñîõðàíåíèÿ Ãàóþñîâîé ôîðìû ïó÷êà, ò.å. ïðè 

10 01( , )mnl l l  äëÿ m + n > 1, è óìåðåííîé ýëëèïòè÷íîñòè åãî ñå÷åíèÿ, êîãäà ( ) 1,z   
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2 2 2 2 2 2 2 2
20 2 0 10 1 01 20 2 0 10 1 01( ) ( ) / ( ),z a f l a f l a f l a f l     ðàñ÷åò äî ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõ (z) è 2(z), äàåò â òîì 

æå èíòåðâàëå èíäåêñîâ 0  s = m + n  2 
 

 (30) 
 

ãäå 
 

 
 

i — êîýôôèöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè ñðåäû, à l10(z), l01(z) çàäàþòñÿ, êàê è ðàíåå, â ñîîòâåòñòâèè ñ 
(23), (26), (27). 

Ïîäñòàíîâêà (6), (22) è (30) â óðàâíåíèå (29) ïðèâîäèò (ïîñëå ïðèðàâíèâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 
ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ 2

1,2
m  (m = 0, 1, 2) è ïðîèçâåäåíèè 2 2

1 2   ) ê óðàâíåíèÿì äëÿ èñêîìûõ ôóíê-

öèé s0, f1,2, A1,2 è A12: 
 

 
 

 
 

 
 

 (31) 
 

ãäå ( )
1 2 ,i

mn i mn i nml l l     ( )
2 ,2 1 2 ,2 2 2 ,2 ,i
m n i m n i n m         âåëè÷èíû lmn(z) è 2 ,2 ( )m n z  äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (23) è 

(30) èëè (30) ñîîòâåòñòâåííî, 2
ä 0i iR ka  (i = 1, 2) — äèôðàêöèîííûå äëèíû ïó÷êà. Êàê ëåãêî óñòà-

íîâèòü, â ñëó÷àå êðóãîâîãî ïó÷êà (à10 = à20 = à0) 20 02,     40 04 22

1
2

       è àíàëîãè÷íî 

 

 
 

ãäå Lmn = (Â, b;, h, l)mn. Ïðè ýòîì ñèñòåìà (31) ñâîäèòñÿ ê òðåì óðàâíåíèÿì äëÿ ôóíêöèé s0, f è A1 
(f = f1 = f2, A1 = A2 = A12), êîòîðûå ïðåîáðàçóþòñÿ ñ ó÷åòîì (30) èëè (30) ê ïîëó÷åííûì ðàíåå 
óðàâíåíèÿì [7] ïîñëå ââåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëèíåéíûõ äëèí. 

Àíàëèç ñèñòåìû óðàâíåíèé (31) ïîêàçûâàåò, ÷òî íåëèíåéíûå àáåððàöèè íåèçáåæíî ðàçâèâàþòñÿ â 
ïîëå ïðîèçâîëüíîãî ñâåòîâîãî ïó÷êà ñ îãðàíè÷åííûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè, íî ðàçëè÷íûì 
îáðàçîì â ñðåäàõ ñ ðàçíûìè ìåõàíèçìàìè íåëèíåéíîñòè. Â ñðåäå ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ, íàïðè-
ìåð, àáåððàöèè èíäóöèðóþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ïî òîé êîîðäèíàòå, ïî êîòîðîé ðàçìåð ïó÷êà íàè-
ìåíüøèé è íàáëþäàåòñÿ áîëåå ñèëüíàÿ åãî ðåôðàêöèÿ. Â ñðåäå æå ñ òåïëîâûìè ñàìîâîçäåéñòâèÿìè, 
íàîáîðîò, àáåððàöèè áîëåå ñèëüíû â íàïðàâëåíèè íàèáîëüøåé îñè ñå÷åíèÿ ïó÷êà, ðåôðàêöèÿ âäîëü 
êîòîðîé â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ îáåèõ îñåé ñå÷åíèÿ ïî÷òè äî òð¸õ ðàç ñëàáåå ðåôðàêöèè â 
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê íåé ïëîñêîñòè. Ïðè÷åì óñèëåíèå ýëëèïòè÷íîñòè ïó÷êà ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ 
èñêàæåíèé åãî âîëíîâîãî ôðîíòà è ñå÷åíèÿ, ïðèîáðåòàþùèõ âîëíèñòûé ðåëüåô, òàê ÷òî ýëëèïòè÷-
íîñòü íå ñîõðàíÿåòñÿ. 

Ñóùåñòâåííîå ðàçëè÷èå ñîñòîèò è â ïðîÿâëåíèè çàâèñèìîñòè íàïðàâëåíèÿ ðàçâèòèÿ àáåððàöèé îò 
ãåîìåòðîîïòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïó÷êà. Â ñðåäå ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ òîãî èëè èíîãî çíàêà âäîëü 
ãëàâíûõ îñåé ñå÷åíèÿ ðàçâèâàþòñÿ àáåððàöèè îäèíàêîâûõ èëè ðàçëè÷íûõ çíàêîâ â çàâèñèìîñòè îò ôîð-
ìû íà÷àëüíîãî ïðîôèëÿ èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà ïî òåì æå îñÿì, íî íåçàâèñèìî îò ñîîòíîøåíèÿ ðàçìåðîâ 
ñàìèõ îñåé. Ïðè òåïëîâûõ æå ñàìîâîçäåéñòâèÿõ çíàêè àáåððàöèé â òåõ æå ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêî-
ñòÿõ îïðåäåëÿþòñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, èìåííî ñîîòíîøåíèåì ðàçìåðîâ ãëàâíûõ îñåé ñå÷åíèÿ ïó÷êà. 
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Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå è òîò ôàêò, ÷òî âîëíîâûå ñâîéñòâà òàêæå âëèÿþò íà àáåððàöèîííûå 
èñêàæåíèÿ ïó÷êà, ñäåðæèâàÿ èëè óñèëèâàÿ èõ ðàçâèòèå â çàâèñèìîñòè îò ôîðìû ïðîôèëÿ èíòåíñèâ-
íîñòè. Ïðè ýòîì èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî ðîëü äèôðàêöèè ïðîÿâëÿåòñÿ òåì çíà÷èòåëüíåå, ÷åì ñóùåñò-
âåííåå ñòàíîâÿòñÿ îòëè÷èÿ ïó÷êà îò Ãàóññîâà. 
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À . P .  S u k h o r u k o v ,  Å . N .  S h u m i l î v . Description of Nonlinear Aberrations due to Self-Action of 
the Wave Beams of Noncircular Cross-Sections. 
 

An analytical solution of the radiation transfer equation is constructed in the space of Lagrarigian variables spatially 
related to three-dimensional trajectories of optical rays. Using this solution the parabolic equation for the wave eikonal is 
reduced to a system of five differential equations. This system of equations describes the lowest order aberrational distor-
tions of noncircular beams with axial symmetry in media with an arbitrary nonlinearity mechanism. The system of equa-
tions was used to calculate nonlinear part of the dielectric constant of media with the Kerr and thermal types of nonlinear-
ity. Evolutions of wave aberrations of axially symmetric beams in both types of nonlinear media are compared. 


