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Íà îñíîâå àíàëèçà óãëîâîé çàâèñèìîñòè ñìåùåíèÿ ÷àñòîòû ðàäèî- è îïòè÷åñêèõ âîëí ïðè ðåôðàêöèè â 
ñôåðè÷åñêè ñëîèñòîé òðîïîñôåðå âûäåëåíà îáëàñòü ïðîñâå÷èâàíèÿ âáëèçè ãîðèçîíòà, êîãäà âîçìîæíî ðåøå-
íèå îáðàòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ âûñîòíîãî ïðîôèëÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð îáðà-
áîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ñ âûñîêèì óðîâíåì øóìà. 

 
 

Ðàçâèòèå áîëüøèíñòâà ðåôðàêöèîííûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ àòìîñôåðû Çåìëè îñíîâàíî íà ðå-
øåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé óãëà ðåôðàêöèè è àòìîñôåðíîãî äîïëåðîâñêîãî 
ñäâèãà ÷àñòîòû ðàäèî- è îïòè÷åñêèõ âîëí. Íàèáîëüøèé ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à 
âîññòàíîâëåíèÿ âûñîòíîãî ïðîôèëÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèÿ àýðîêîñìè-
÷åñêèõ èñòî÷íèêîâ. Â îòëè÷èå îò ìåòîäîâ ðàäèîïðîñâå÷èâàíèÿ àòìîñôåðû ïðè ïîìîùè äâóõ ñïóòíè-
êîâ [1], àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è ñêâîçíîãî îïòè÷åñêîãî è ðàäèîïðîñâå÷èâàíèÿ ïî 
ñõåìå «ñïóòíèê—Çåìëÿ» ÿâëÿåòñÿ êðàéíå íåóñòîé÷èâûì [2—4]. Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ òåîðåòè-
÷åñêèé àíàëèç çàâèñèìîñòè óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îò óãëà ïðîñâå÷èâàíèÿ àòìîñôåðû 
è ïðåäëàãàåòñÿ ïðîñòàÿ, íå ñâÿçàííàÿ ñ ïðÿìûì ðåøåíèåì íåêîððåêòíîé îáðàòíîé çàäà÷è ìåòîäèêà 
âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ ïðèâåäåííîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ òðîïîñôåðû. 

1. Ïðè äâèæåíèè èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ ïî îðáèòå âîçíèêàåò äîïëåðîâñêîå ñìåùåíèå ÷àñòîòû 
ñïóòíèêîâîãî ñèãíàëà [5] 
 

 (1) 

 

ãäå f — ÷àñòîòà ñèãíàëà, Å — óãîë ìåñòà èñòî÷íèêà, à — ðàäèóñ Çåìëè, ñ — ñêîðîñòü ñâåòà. Ñâÿçü ñ 
âûñîòíûì ïðîôèëåì ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ òðîïîñôåðû çàäàåòñÿ òàê íàçûâàåìûì èíòåãðàëîì ðåô-
ðàêöèè ν(E), êîòîðûé âõîäèò â âûðàæåíèå äëÿ äîïëåðîâñêîãî ñäâèãà è, ñîãëàñíî ðàáîòå [5], èìååò âèä: 
 

 (2) 

 

Çäåñü s = n0asinE, 2 2 2 2 2

0
( ) ,u r n r a n= −  r = a+h, n = 1+N — ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ àòìîñôåðû, à 

n0 — åãî ïðèçåìíîå çíà÷åíèå. Ïîëüçóÿñü ïðèáëèæåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò. å. ó÷èòûâàÿ â (2) òîëüêî 
÷ëåíû, ëèíåéíûå ïî N, ëåãêî çàïèñàòü èíòåãðàë ðåôðàêöèè â âèäå 
 

 (3) 

 

ãäå h — âûñîòà íàä ïîâåðõíîñòüþ Çåìëè. 
Çàäàäèì ïðîôèëü ïðèâåäåííîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ â âèäå ïîëèýêñïîíåíöèàëüíîé ìîäåëè 

 

 (4) 

 

Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ òàêîé ìîäåëè âûñòóïàþò N0i è Hi, êîòîðûå â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èìåþò 
ñìûñë ïðèçåìíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ è ýôôåêòèâíîé âûñîòû òðîïîñôåðû ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ 
äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ çàäà÷è çàïèøåì ïðîôèëü â íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàííîì âèäå 
 

 (5) 
 

Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå òåêóùåé âûñîòû h� a, âåëè÷èíà ýêñïîíåíöèàëüíîé äîáàâêè ìàëà è (5) îòëè÷àåò-
ñÿ îò òî÷íîãî ïðîôèëÿ (4) ëèøü â íåçíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî âûáîðà ôóíêöèè 
Ni(h) çàêëþ÷àåòñÿ â âîçìîæíîñòè ïðîâåñòè èíòåãðèðîâàíèå (3) è ïîëó÷èòü çàìêíóòîå âûðàæåíèå äëÿ 
ôóíêöèè ν(Å) 
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 (6) 

 
 

ãäå ôóíêöèÿ μ(y) îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ãàììà-ôóíêöèþ. 
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ ñâîäèòñÿ ê àïïðîêñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ 

äàííûõ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé (1), (6). Ïàðàìåòðû ýòîé çàâèñèìîñòè è áóäóò îïðåäåëÿòü ïðîôèëü. 
Ïîèñê ïàðàìåòðîâ N0i è Hi ìîæíî ïðîâåñòè ïðè ïîìîùè ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ îäíîâðå-
ìåííîé ëèíåàðèçàöèåé ñèñòåìû óðàâíåíèé. 

2. Ïðÿìàÿ îáðàáîòêà îïóáëèêîâàííûõ â ëèòåðàòóðå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàëà, ÷òî çà-
äà÷à ÿâëÿåòñÿ êðàéíå íåóñòîé÷èâîé è âîññòàíîâèòü ïðåäïîëàãàåìûå äâà ïàðàìåòðà äëÿ ïðîñòîé ýêñïî-
íåíöèàëüíîé ìîäåëè íå óäàåòñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì ïðîâåñòè èññëåäîâàíèå 
óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è. 

Èñõîäÿ èç àñèìïòîòèêè ãàììà-ôóíêöèè ïðè áîëüøèõ è ìàëûõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà è ó÷èòûâàÿ 
òîò ôàêò, ÷òî Hi� a ïîâåäåíèå ôóíêöèè ν(E) ïðè ñêîëüçÿùèõ è âåðòèêàëüíûõ óãëàõ âèçèðîâàíèÿ 
èñòî÷íèêà áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé õàðàêòåð: 
 

 
 

Íà îñíîâå ýòîãî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè óãëàõ âèçèðîâàíèÿ, áëèçêèõ ê âåðòèêàëüíûì ,
2
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îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàåò èíòåãðàëüíûé ïðèâåäåííûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ 
 

 
 

à ïðè ñêîëüçÿùèõ óãëàõ (E → 0) ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ïðèçåìíîå çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 
 

 
 

Èìåííî ýòè äâà ïàðàìåòðà N0 è NΣ îïðåäåëÿþò äîïëåðîâñêîå ñìåùåíèå ÷àñòîòû â ñîîòâåòñòâóþùèõ 
óãëîâûõ îáëàñòÿõ. Ãîâîðèòü â äàííîé ñèòóàöèè î âîññòàíîâëåíèè áîëüøåãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ íå ïðè-
õîäèòñÿ. Ïîïûòêà âîññòàíîâëåíèÿ èçáûòî÷íî ïàðàìåòðèçîâàííîãî ïðîôèëÿ ïðèâåäåò ê ðåçêîìó ðîñòó 
÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ è ïîòåðå 
óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è. Äðóãèìè ñëîâàìè, îáëàñòè âåðòèêàëüíûõ è ñêîëüçÿùèõ óãëîâ 
ïðîñâå÷èâàíèÿ àòìîñôåðû ÿâëÿþòñÿ íåïðèåìëåìûìè äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ âûñîòíîé ñòðóêòóðû ïîêàçà-
òåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. Íàèáîëüøàÿ óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ äîñòèãàåòñÿ ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ 
óãëà Å. Ñäåëàííûé âûâîä â ñâîåé ÷àñòè, îòíîñÿùåéñÿ ê äèàïàçîíó âåðòèêàëüíûõ óãëîâ âèçèðîâàíèÿ, 
õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ èçâåñòíûìè äàííûìè [3, 4] è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîâûé è íåîæèäàííûé ðå-
çóëüòàò â îáëàñòè ñêîëüçÿùèõ óãëîâ. 
 

 

 
 

 
 

Ðèñ. 1. Óãëîâûå çàâèñèìîñòè ôóíêöèé ν(E) (ñåìåéñòâî 
À) è ν(E)sin2

E (ñåìåéñòâî Á) äëÿ âûñîò Í = 6÷10 êì 
(êðèâûå 1—5) 

Ðèñ. 2. Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ íàáëþ-
äàåìîãî äîïëåðîâñêîãî ñìåùåíèÿ ÷àñòîòû â òðîïîñôå-
ðå ïðè H = 5÷10 êì (êðèâûå 1—6) 



 

 Îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ðàäèîïðîñâå÷èâàíèÿ 175 
 

 

Äëÿ îöåíêè äèàïàçîíà óñòîé÷èâîñòè ðàññìîòðèì ïðîñòîé ýêñïîíåíöèàëüíûé ïðîôèëü. Íà ðèñ. 1 
èçîáðàæåí õàðàêòåð óãëîâîé çàâèñèìîñòè âåëè÷èí ν(E) (ñåìåéñòâî êðèâûõ À) è ν(E)sin2E (ñåìåéñòâî 
Á) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ýôôåêòèâíîé âûñîòû òðîïîñôåðû. Êðèâûå 1—5 îòíîñÿòñÿ ñîîòâåòñòâåí-
íî ê çíà÷åíèÿì Í = 6, 7, 8, 9, 10 êì. Î÷åâèäíî, ÷òî çàâèñèìîñòü è ν(E) è ν(E) sin2E îò ïàðàìåòðà Í 
ïðîÿâëÿåòñÿ ëèøü â äèàïàçîíå óãëîâ E ∈ [1, 10°]. Ýòà îáëàñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êàê áû ïåðåõîä îò 
îäíîãî îïðåäåëÿþùåãî ïàðàìåòðà — èíòåãðàëüíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ê äðóãîìó — ïðèçåìíîìó 
çíà÷åíèþ N(h) è òðåáóåò äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî îïèñàíèÿ. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ ïðîôèëÿ ìîãóò 
áûòü âûáðàíû ïàðû ëþáûõ êîìáèíàöèé âåëè÷èí N0, NΣ è H. Â âîçìîæíîì ñî÷åòàíèè (N0, N0/H) 
âòîðîé ïàðàìåòð N0/H èìååò ñìûñë ãðàäèåíòà ïðèçåìíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. Óêàçàííûé äèà-
ïàçîí îïðåäåëÿåò îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè îáðàòíîé çàäà÷è ðàäèîïðîñâå÷èâàíèÿ òðîïîñôåðû, êîãäà 
ìîæíî íàäåÿòüñÿ íà âîññòàíîâëåíèå òîíêîé ñòðóêòóðû âûñîòíîãî ïðîôèëÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. 

Íåîáõîäèìî çàìåòèòü, ÷òî â îñíîâå çàäà÷è ëåæèò ïðåäïîëîæåíèå î ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðè÷íîñòè 
àòìîñôåðû. Ïðè ñòðîãîì âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, â îáëàñòè ìàëûõ óãëîâ 
åäèíñòâåííûì ïîäëåæàùèì îïðåäåëåíèþ ïàðàìåòðîì áûë áû ïðèçåìíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ 
òðîïîñôåðû N0. Îäíàêî â ðåàëüíîé ñèòóàöèè âîçìîæíû íåêîòîðûå îòêëîíåíèÿ îò ýòîé çàêîíîìåðíî-
ñòè, îáóñëîâëåííûå âîçìîæíûì äåéñòâèåì ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàäèåíòîâ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. 

3. Ðàññìîòðèì ïðèìåð ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ïðîôèëÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì 
äàííûì [6] ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïîíåíöèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè N(h). Ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå 
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ òðîïîñôåðíîãî äîïëåðîâñêîãî ñäâèãà ÷àñòîòû, ïîëó÷åííûå ïðè ïðîñâå-
÷èâàíèè àòìîñôåðû íà ÷àñòîòå f = 108 ÌÃö. Óãîë Å èçìåíÿëñÿ â ïðåäåëàõ ñåàíñà ïðîñâå÷èâàíèÿ îò 1 
äî 14°. Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ñ ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ýòè çíà÷åíèÿ ëåæàò â óãëîâîì äèàïàçîíå, ïîçâîëÿþùåì 
âîññòàíàâëèâàòü îáà ïàðàìåòðà ïðîôèëÿ. Òåì íå ìåíåå âîññòàíîâèòü íåçàâèñèìûì îáðàçîì ýòè äâà 
ïàðàìåòðà âñå æå íå óäàåòñÿ èç-çà ÷ðåçâû÷àéíî âûñîêîé çàøóìëåííîñòè äàííûõ. Ïîýòîìó ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è áûëî ïðèìåíåíî óñëîâèå íîðìèðîâêè, ïîçâîëÿþùåå ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðíûõ çíà÷åíèé 
ïðîôèëÿ çàäàòü ñâÿçü ìåæäó åãî ïàðàìåòðàìè, òåì ñàìûì ñîêðàòèâ èõ ÷èñëî äî îäíîãî. Èñïîëüçîâà-
ëèñü ñëåäóþùèå íîðìèðîâî÷íûå çíà÷åíèÿ: íà âûñîòå h = 10 êì N(h) = 93 ⋅ 10–6. 

Ãðàôè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðåøåíèÿ ïðèâîäèòñÿ íà ðèñ. 2. Êðóæêàìè èçîáðàæåí ìàññèâ ýêñïå-
ðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàí õîä àïïðîêñèìèðóþùèõ êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàçëè÷íûì çàäàííûì çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà Í â äèàïàçîíå îò 5 äî 10 êì. Ïàðàìåòðû àïïðîêñè-
ìèðóþùåé êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì, íàéäåííûå ïî âûøåîïèñàííîé ìå-
òîäèêå, èìåþò ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: ýôôåêòèâíàÿ âûñîòà òðîïîñôåðû H = 8,6 êì, èíòåãðàëüíûé ïî-
êàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ NΣ = 2,5 ì, ïðèçåìíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ N0 = 298,7 ⋅ 10–6. Ïîëó÷åííûå 
çíà÷åíèÿ õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè âûïîëíåííûõ â ðàçëè÷íîå âðåìÿ ìåòåîèçìåðåíèé [7]. 

Äëÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ëèíåéíîé çàäà÷è òî÷íîñòü ðåøåíèÿ ñîâïàäàåò ñ òî÷íîñòüþ èñõîäíûõ 
ðàäèîðåôðàêöèîííûõ äàííûõ, ò.å. îïðåäåëÿåòñÿ èõ ðàçáðîñîì âáëèçè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Â íàøåì 
ñëó÷àå ýòà âåëè÷èíà ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 10%. Î÷åâèäíî, ÷òî íàëè÷èå áîëåå òî÷íûõ äàííûõ ïîçâîëè-
ëî áû ïîâûñèòü òî÷íîñòü è ðåàëèçîâàòü ðåøåíèå äëÿ ñëó÷àÿ ïîëèýêñïîíåíöèàëüíîé ñòðóêòóðû. 

Ïðîâåäåííûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è ïðîñâå÷èâàíèÿ àòìîñôåðû â ñëó÷àå, 
êîãäà îäèí èç êîððåñïîíäåíòîâ íàõîäèòñÿ íà ïîâåðõíîñòè Çåìëè, ïîêàçàë, ÷òî âîññòàíîâëåíèå âûñîò-
íîé ñòðóêòóðû ïðèâåäåííîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ òðîïîñôåðû âîçìîæíî ëèøü ïðè èñïîëüçîâàíèè 
äàííûõ âèçèðîâàíèÿ â îãðàíè÷åííîì ñåêòîðå óãëîâ îò 1 äî 10°. Ïðèìåð, ïðèâåäåííûé â ðàáîòå, èë-
ëþñòðèðóåò âîçìîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ âûñîòíîãî ïðîôèëÿ ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì ñ êðàéíå 
âûñîêèì óðîâíåì çàøóìëåííîñòè. 
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Based on the analysis of angular behavior of the radio and optical waves frequency shifts at refraction in a 
spherically stratified troposphere it was shown that there can be isolated a region near the horizon the sounding within 
which can provide solution of the inverse problem on restoration of the refractive index profile. An example of noisy 
experimental data processing is presented. 


