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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòîòíîå ïîâåäåíèå ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ íà÷àëüíûõ, ñðåäíèõ è «êîíå÷íûõ» ó÷àñò-

êîâ ñòåïåííîé ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè (ïðè ïîêàçàòåëå ñòåïåíè ìåíüøå åäèíèöû) â ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü 
(ÑÏ) ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè. Ïîêàçàíî, ÷òî îíî çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå ñòðî-
ãî ïîëîæèòåëüíîé ìîíîòîííîé ñòåïåííîé ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè èñõîäíîé ÑÏ. Åé ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî ïî-
âåäåíèå ñïåêòðàëüíîãî âêëàäà íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà äàííîé ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè. Ïðåäñòàâëåíû è ïðîàíàëè-
çèðîâàíû àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèîííûå çàâèñèìîñòè ÷àñòîòíîãî ïîâåäåíèÿ âñåõ óêàçàííûõ ñïåêòðàëü-
íûõ âêëàäîâ. Îíè ðåêîìåíäóþòñÿ äëÿ øèðîêîãî ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñëó÷àéíûé ïðîöåññ ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè, ñòåïåííàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôóíê-
öèÿ, ñïåêòðàëüíàÿ ïëîòíîñòü, ñïåêòðàëüíûå âêëàäû; random process with stationary increments, power-law 
structure function, spectral density, spectral contribution. 

 

Ââåäåíèå 

Äëÿ îïèñàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê 
ðàçëè÷íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ è ïîëåé øèðîêî 
èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé (ÑÔ) 
[1–8]. Åãî ïðèìåíåíèå ïîëåçíî, åñëè èññëåäóåìûé 
îáúåêò îòíîñèòñÿ ê ñëó÷àéíûì ïðîöåññàì ñî ñòà-
öèîíàðíûìè (ïåðâûìè) ïðèðàùåíèÿìè (ÑÏÑÏ).  
Â ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ýòî ñîîòâåòñòâóåò  
ëîêàëüíî-îäíîðîäíîìó è èçîòðîïíîìó ñêàëÿðíîìó 
ïîëþ. Íå ìåíåå ýôôåêòèâíî àïïàðàò ÑÔ ïðèìåíÿ-
åòñÿ è äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ – ñòàöèîíàðíûõ ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ (îäíîðîäíûõ è èçîòðîïíûõ ñëó-
÷àéíûõ ïîëåé). Äàëüíåéøåå èçëîæåíèå ïðîâåäåì  
â òåðìèíàõ âðåìåííûõ ïðîöåññîâ è äëÿ ÑÏÑÏ. 

Ê ÷àñòî èñïîëüçóåìûì ìîäåëÿì ïðîöåññîâ îò-
íîñèòñÿ ñòåïåííàÿ ÑÔ 2( ) ,D C

�

�
� � �  ãäå � – ñäâèã 

âî âðåìåíè ( );�� � � � �  2
C  – ñòðóêòóðíàÿ õàðàêòå-

ðèñòèêà ñîîòâåòñòâóþùåé ðàçìåðíîñòè [1, 3, 4, 8, 9]. 
Äàííàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ÑÔ ÑÏÑÏ ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïîëîæèòåëüíîé ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòüþ 
(ÑÏ) W(�) ëèøü ïðè 0 2� � �  (� � 1) è â åå îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ íà âñåì áåñêîíå÷íîì èíòåðâàëå 

.�� � � � �  Äëÿ 0 1� � �  ÑÏ âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ ñîîòíîøåíèÿ [1–3]: 
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Ïðè 1 2� � �  ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå 
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Â îáîèõ ñëó÷àÿõ âûðàæåíèÿ äëÿ ÑÏ ïîëó÷à-
þòñÿ îäèíàêîâûìè è èìåþò âèä 
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ãäå �(x) – ãàììà-ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, âáëèçè 
íóëåâûõ ÷àñòîò äàííàÿ ÑÏ ÑÏÑÏ ìîæåò áûòü áåñ-
êîíå÷íî áîëüøîé, íî ñ óâåëè÷åíèåì � óìåíüøàåòñÿ 
îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíî åå (� + 1) ñòåïåíè, ò.å.  
ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû 

 ( 1)( ) .W
� ��

� �:   (3) 

Ôîðìóëû (1)–(3) ÿâëÿþòñÿ îáùåèçâåñòíûìè  
è ñëóæàò çäåñü òîëüêî äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ïðèâåäåí-
íûìè äàëåå ðåçóëüòàòàìè. 

Â ðÿäå ïðèëîæåíèé, â òîì ÷èñëå è â òåîðèè 
àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè, êëàññè÷åñêîå çíà÷å-
íèå ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè � ðàâíî 2/3. Ýòî ïðåäïîëà-
ãàåò âûïîëíåíèå 5/3( ) .W

�

� �:  Îäíàêî â ðåàëüíî-
ñòè, íàðÿäó ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì ìàòåðèàëîì, ïîä-
òâåðæäàþùèì âûïîëíåíèå çàêîíà «2/3» (èëè 
«5/3» â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè), íàáëþäàåòñÿ è äîñ-
òàòî÷íî ñóùåñòâåííîå ÷èñëî äàííûõ, ðàçìûâàþùèõ 
çíà÷åíèå óêàçàííîãî ïàðàìåòðà äî èíòåðâàëà 
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0 2� � �  [1, 3, 4, 8–12]. Îòìå÷àåòñÿ è ÷àñòîå èñ-
ïîëüçîâàíèå ñîñòàâíûõ ìîäåëåé ÑÔ. Òàê, íà îò-
äåëüíûõ èíòåðâàëàõ � (èëè äëèíû r) ïðèìåíÿþòñÿ 
àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèÿìè òèïà ( )D

�
�  ñ ðàçíûìè 

çíà÷åíèÿìè ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè, âêëþ÷àÿ � = 2 
[1, 3, 4]. Ïðè ñïåêòðàëüíûõ èçìåðåíèÿõ ïîëó÷åí-
íûå äàííûå ñîîòíîñÿò ñ òåîðåòè÷åñêèìè êðèâûìè (3) 
è ïîäáèðàþò íàèáîëåå áëèçêèå ê íèì çíà÷åíèÿ � 
[8, 10, 12]. Â ðàáîòå [9] ïîä÷åðêèâàåòñÿ, ÷òî ñîîò-
íîøåíèå (3) ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ áåñêîíå÷íîãî 
èíòåðâàëà �. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îãðàíè÷åíèè èí-
òåðâàëà íàáëþäåíèÿ ìû ìîæåì ãîâîðèòü òîëüêî  
î ñïåêòðàëüíûõ âêëàäàõ íåêîòîðîãî ôðàãìåíòà ÑÔ 

( )D
�
�  â ÑÏ W(�). Òàê, ïðîâåäåííàÿ íàìè îáðàáîò-

êà ìíîãî÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ 
(ñì., íàïðèìåð, [11]) ïîêàçàëà, ÷òî àïïðîêñèìàöèþ 
ÑÔ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå òèïà 2( )D C

�

�
� � �  ìîæ-

íî îñóùåñòâèòü òîëüêî â íåêîòîðîì äèàïàçîíå 

1 2.� � � � �  Ïîýòîìó âàæíîñòü èçó÷åíèÿ ñïåêòðàëü-
íûõ âêëàäîâ ýòîãî äèàïàçîíà ÑÔ â îáùèé ñïåêòð 
W(�) íåñîìíåííà. È âåëè÷èíà, è ñòðóêòóðà ýòèõ 
âêëàäîâ ìîãóò ñóùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò îïèñû-
âàåìûõ ñîîòíîøåíèÿìè (2) è (3), ÷òî ìîæåò áûòü 
èñòî÷íèêîì îøèáîê ïðè èíòåðïðåòàöèè ïîëó÷åííûõ 
ðåçóëüòàòîâ â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè. 

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå 
ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêîâ ñòåïåí-
íîé ÑÔ ÑÏÑÏ ( )D

�
�  â ÑÏ W(�). Òàê êàê îïðå-

äåëåíèÿ W(�) ðàçëè÷íû äëÿ äèàïàçîíîâ 0 1� � �  
è 1 2,� � �  òî öåëåñîîáðàçíî ðàññìîòðåòü ýòè âàðè-
àíòû ðàçäåëüíî. Â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè àíàëèçèðó-
åòñÿ ïåðâûé ñëó÷àé, âî âòîðîé ÷àñòè – âòîðîé.  
Â êîíå÷íîì èòîãå íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü îäíîâðå-
ìåííî äîñòàòî÷íî ïðîñòûå è òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå 
çàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ âî 
âñåì ÷àñòîòíîì èíòåðâàëå �. Òàêæå öåëåñîîáðàçíî 
ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå èñõîäíóþ ÑÏ 
W(�) ñ åå ñïåêòðàëüíûìè âêëàäàìè. 

Îöåíêà ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ 
W0,1(�) íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ÑÔ 

D
�
(�) â ÑÏ W(�).  

Îáëàñòü çàäàíèÿ |�| � �1 < � 

Îöåíèì âêëàä W0,1(�) óêàçàííîãî ó÷àñòêà ÑÔ 
D

�
(�) (íà ïîëîæèòåëüíîé îñè ýòî ñîîòâåòñòâóåò èí-

òåðâàëó 10 )� � � � � �  â ÑÏ W(�). Äëÿ ðàññìàòðè-
âàåìîãî ñëó÷àÿ 0 < � < 1 èç ñîîòíîøåíèÿ (1) íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóåò 
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Â ïðèíöèïå, âûðàæåíèå (4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü 
â âèäå ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ. Îäíàêî çäåñü ýòîò 
ñëó÷àé ïðèâîäèòü íå áóäåì. Îãðàíè÷èìñÿ âûñîêî-
òî÷íûì ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì áûñòðî îñöèë-
ëèðóþùèõ ôóíêöèé, îñíîâàííîì íà ñîâìåñòíîì 

èñïîëüçîâàíèè ãëîáàëüíûõ àäàïòèâíûõ ñõåì Ãàóñ-
ñà–Êðîíðîäà è ýêñòðàïîëÿöèîííîé ïðîöåäóðû, 
èçâåñòíîé êàê �-àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé êîíòðîëè-
ðîâàòü è óìåíüøàòü àáñîëþòíóþ îøèáêó âû÷èñëå-
íèé [13]. 

Äëÿ èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 1, ñëåäóÿ ôîðìó-
ëå (2), â òåðìèíàõ öèêëè÷åñêèõ ÷àñòîò ïðåäñòàâëå-
íû íîðìèðîâàííûå íà 2

C  çíà÷åíèÿ ÑÏ (îáîçíà÷åíû 
W(f)), ñîîòâåòñòâóþùèå ÑÔ ( )D

�
�  ïðè � = 0,01  

è 0,99. Èõ ÷àñòîòíûé õîä ñîîòâåòñòâóåò  ñîîòíîøå-
íèþ (3). Òàêæå ïî ôîðìóëå (4) ðàññ÷èòàíû ñïåê-
òðàëüíûå âêëàäû â äàííûå ÑÏ W(f) äâóõ íà÷àëü-
íûõ ó÷àñòêîâ ÑÔ ( )D

�
�  – äëèòåëüíîñòüþ 1�  = 10 ñ 

(îáîçíà÷åíû 0,1( ))W f  è 2�  = 100 ñ (îáîçíà÷åíû 

0,2( )).W f  
 

 
Ðèñ. 1. Íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ÑÏ ÑÏÑÏ W(f) äëÿ 
ñòåïåííîé ÑÔ è ñïåêòðàëüíûå âêëàäû åå íà÷àëüíûõ ó÷à-

ñòêîâ äëèòåëüíîñòüþ �1 = 10 ñ (W0, 1(f)) è �2 = 100 ñ  
 (W0, 2(f)) ïðè � = 0,01 è 0,99 

 
Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ W0, 1(f) è W0, 2(f) âñå-

ãäà ïîëîæèòåëüíû. Çàìåòèì, ÷òî ýòî âåðíî äëÿ âñåõ 
� â ðàññìàòðèâàåìîì äèàïàçîíå 0 1.� � �  Ïðè÷åì 
íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ ïîâåäåíèå ñïåêòðàëüíûõ âêëà-
äîâ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îòëè÷àåòñÿ îò õîäà  
èñõîäíûõ ÑÏ (2) è (3). Òàê, ïðè 1 1�� =  èç ñîîò-
íîøåíèÿ (4) ñ ó÷åòîì òðåõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ 
Ìàêëîðåíà ôóíêöèè sin(��) ïîëó÷àåì 
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî, â îòëè÷èå îò áåçãðàíè÷-
íîãî óâåëè÷åíèÿ W(f) ïðè ñòðåìëåíèè ÷àñòîòû f  
ê íóëþ, âåëè÷èíû W0, 1(f) è W0, 2(f) ñòðåìÿòñÿ ê êî-
íå÷íûì çíà÷åíèÿì (â îáùåì ñëó÷àå ê 0, ( 0)iW f � � 

2 1/[2 ( 1)],
i

C
��

� �� � � �  ãäå i�  – äëèíà ðàññìàòðèâàå-
ìîãî íà÷àëüíîãî ó÷àñòêà ÑÔ). Ñ ðîñòîì f, ïðèìåð-
íî ïîñëå ïðåâûøåíèÿ (1 3)/4i if � � �  Ãö (èëè 

(1 3) /2i i� � � � �  ðàä/c), ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè 
W0, 1(f) è W0, 2(f) â ñðåäíåì íà÷èíàþò ñîîòâåòñòâî-
âàòü èçìåíåíèþ (ñïàäó) W(f) â âèäå (3). Ïðè ýòîì 
íàáëþäàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîå âçâåøèâàíèå èñõîä-
íîé ñïåêòðàëüíîé çàâèñèìîñòè (2) ñòðîãî ïîëîæè-
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òåëüíûìè êâàçèïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 0,1( )K f  
è 0,2( )K f  ñ «ïåðèîäàìè» 1/i iF � �  Ãö. Áåç äåòàëüíî-
ãî àíàëèçà è ñïåöèàëüíûõ èëëþñòðàöèé îòìåòèì, ÷òî 
àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé äàííûõ ñïåêòðàëüíûõ âêëà-
äîâ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì �, äîñòèãàÿ ñâîåãî ìàê-
ñèìóìà âáëèçè � � 1. Òàê, äëÿ � 	 0,99 çíà÷åíèÿ 

0,1( )K f  íà ñóùåñòâåííîì îòðåçêå ÷àñòîòíîãî èíòåð-
âàëà çàêëþ÷åíû â äèàïàçîíå 0,05–1,9, ÷òî ïðèâî-
äèò ê ñèëüíîé ìîäóëÿöèè W0,1(f). Ýòî õîðîøî âèä-
íî íà ðèñ. 1. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ 
èññëåäîâàíèÿõ äëÿ õîðîøåãî âèäåíèÿ õîäà óïîìÿ-
íóòûõ îñöèëëÿöèé íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü íà èõ 
ïðåäïîëàãàåìîì ïåðèîäå íå ìåíåå 8–10 âû÷èñëÿå-
ìûõ îòñ÷åòîâ W0, 1(f). Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ øàãà 
ðàñ÷åòà 
f ýòîé ôóíêöèè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ 

11/(8 10)f� � � �  Ãö. 
Îòìåòèì ÷àñòîòíóþ îäíîòèïíîñòü ïîâåäåíèÿ 

ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ W0,1(f) ïðè âàðüèðîâàíèè 
äëèí íà÷àëüíûõ ó÷àñòêîâ ÑÔ. Ýòî ïîêàçûâàþò 
ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ W0,1(f) ïðè èçìåíåíèè 1�  îò 
0,01 äî 10000 ñ. Äàííûé âûâîä îñòàâèì áåç èëëþ-
ñòðàöèé. 

Âûðàæåíèÿ äëÿ W0,1(�) â èíòåãðàëüíîì âèäå 
íåóäîáíû äëÿ äàëüíåéøåãî òåîðåòè÷åñêîãî è ïðàê-
òè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Èõ òî÷íîå âû÷èñëåíèå 
òàê æå äîñòàòî÷íî òðóäîåìêî. Ïîýòîìó öåëåñîîá-
ðàçíî ïîëó÷èòü ïðîñòûå àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñè-
ìàöèîííûå çàâèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ W0,1(�), æåëà-
òåëüíî íà âñåì ÷àñòîòíîì èíòåðâàëå îò � = 0 äî 
� = �. 

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå W0,1(�) äëÿ 

1 1�� =  è 1 1.�� ?  Â ïåðâîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî 
âûðàæåíèå (5). Âî âòîðîì ñëó÷àå âîñïîëüçóåìñÿ 
òåîðåìîé Ýðäåëè [14], êîòîðàÿ ïîêàçûâàåò àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå-ôóíêöèé, 
ñîäåðæàùèõ ñòåïåííûå ìíîæèòåëè. Ïðåäâàðèòåëü-
íî çàïèøåì èíòåãðàë â ñîîòíîøåíèè (4) â âèäå 

 
1 1

1 1

0 0

sin( ) Im exp( )d i d

� �

�� ��

� �
� �

� �� � � � �� �� 	

� �

 �

� �
 

(Im – ìíèìàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî âûðàæåíèÿ  
â ôèãóðíûõ ñêîáêàõ). Èñïîëüçóÿ ìåòîäèêó, îïèñàí-
íóþ â [14], è îïóñêàÿ äåòàëè ïðåîáðàçîâàíèé, ïî-
ñëå îáðàòíîãî âûäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ìíèìîé 
êîìïîíåíòû ïîëó÷àåì àïïðîêñèìàöèþ ñïåêòðàëüíî-
ãî âêëàäà W0,1(�) â âèäå 
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(6)

 

Çäåñü W(�) – ÑÏ ÑÏÑÏ ñî ñòåïåííîé ÑÔ ( ),D
�
�  

îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì (2). 
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå çà-

âèñèìîñòè ïîâåäåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñïåêòðàëüíûõ 
âêëàäîâ äëÿ 1 1�� =  è 1 1.�� ?  Ìîæíî äîïóñòèòü, 
÷òî ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèé (5), (6) 

ïðè ðàçóìíîì âûáîðå ïåðåõîäíîé ÷àñòîòû �b ìåæ-
äó ýòèìè ðåæèìàìè ïîçâîëèò ñ ïðèåìëåìîé òî÷íî-
ñòüþ îïèñûâàòü ïîâåäåíèå 0,1( )W �  íà âñåì ÷àñòîò-
íîì èíòåðâàëå � è ïðè âñåõ âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ 

1�  è 0 1.� � �  Äëÿ ïðîâåðêè ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ 
çíà÷åíèÿ 0,1( ),W �  ðàññ÷èòàííûå ïî òî÷íûì èíòå-
ãðàëüíûì ñîîòíîøåíèÿì, ñðàâíèâàëèñü ñ ðåçóëüòà-
òàìè âû÷èñëåíèé ïî ïðèáëèæåííûì âûðàæåíèÿì 

0,1apr( )W �  ïðè øèðîêîì ðàçáðîñå âõîäíûõ ïàðàìåò-
ðîâ. Òàê, ïàðàìåòð � èçìåíÿëñÿ îò 0,01 äî 0,99,  
à âåëè÷èíà 1�  – îò 0,01 äî 10000 ñ. Â êà÷åñòâå ìåðû 
òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè 0,1( )W �  ôóíêöèåé 0,1apr( )W �  
èñïîëüçîâàëèñü êàê èõ ðàçíîñòü 0,1apr( ) ( )d W� � � � 

0,1( ),W� �  òàê è îòíîñèòåëüíàÿ ïðîöåíòíàÿ îøèáêà 

0,1( ) [ ( )/ ( )] 100%.d W� � � � � �  Âûáîð ãðàíè÷íîé ÷àñ-
òîòû b�  ïðîâîäèëñÿ èñõîäÿ èç îáåñïå÷åíèÿ ìèíè-
ìàëüíûõ «ïåðåõîäíûõ» îøèáîê �(�) ìåæäó äâóìÿ 
îáëàñòÿìè àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ íåïðà-
âèëüíîé èíòåðïðåòàöèè ðåçóëüòàòîâ, ââèäó âîç-
ìîæíîãî ðåçêîãî èçìåíåíèÿ íåïðåðûâíîé �(�), øàã 
âñåõ ðàñ÷åòîâ â öèêëè÷åñêèõ ÷àñòîòàõ óìåíüøàëñÿ 
äî 11/(640 )f� � �  Ãö. 

Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé áûë 

îñóùåñòâëåí ñëåäóþùèé âûáîð 2 :b bf� � �  
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  (7) 

ãäå 10 1/4 ,bf � �  èëè 10 02 /2 .b bf� � � � � �  

Íà ðèñ. 2 â òåðìèíàõ öèêëè÷åñêèõ ÷àñòîò ïî-
êàçàíû ïîëó÷åííûå îøèáêè ( ),kf�  ( ,kf k f� �  

0,1, 2, )k � K  ïðè àïïðîêñèìàöèè ñïåêòðàëüíûõ 
âêëàäîâ 0,1( )W f  ôóíêöèÿìè 0,1apr( )W f  ïðè âûáîðå 

bf  èç ñîîòíîøåíèÿ (7).  
 

 
Ðèñ. 2. Ìîäóëè îòíîñèòåëüíûõ ïðîöåíòíûõ îøèáîê ( )kf�  
àïïðîêñèìàöèè 0,1( )kW f  ôóíêöèÿìè 0,1apr( )kW f  ïðè âûáîðå bf  
èç ñîîòíîøåíèÿ (7) äëÿ 1� = 10 ñ ïðè 0,01,� �  2/3 è 0,99 

 

Âèäíî, ÷òî óðîâåíü îøèáîê ïî àáñîëþòíîé âåëè-
÷èíå çíà÷èìî óâåëè÷åí (îòíîñèòåëüíî ñâîèõ äðóãèõ 
çíà÷åíèé) ëèøü íà íåáîëüøîì ÷àñòîòíîì èíòåðâàëå 



958 Ôåäîðîâ Â.À. 

 

âáëèçè ÷àñòîòû 02 .bf  Ïðè÷åì íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ 
( )kf�  íàáëþäàþòñÿ ïðè 0,01.� �  Îäíàêî âåëè÷èíû 

ýòèõ îøèáîê íåçíà÷èòåëüíû è íå ïðåâûøàþò 2%. 
Íà îñòàëüíîé ÷àñòè ÷àñòîòíîãî äèàïàçîíà ïðè óäàëå-
íèè îò 02 bf  âåëè÷èíîé ( )kf�  âîîáùå ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü èç-çà åå êðàéíåé ìàëîñòè (äåñÿòûå è ìåíåå äîëè 
ïðîöåíòà). Çíà÷åíèÿ ( )kf�  òàêæå â öåëîì óìåíü-
øàþòñÿ ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà � ê åäèíèöå. 

Åñëè æå âåëè÷èíó bf  âûáèðàòü íå èç ñîîòíî-
øåíèÿ (7), òî òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ìîæåò ñóùå-
ñòâåííî óõóäøèòüñÿ. Òàê, åñëè äëÿ � = 0,01 èñ-
ïîëüçîâàòü 0b bf f�  è âûøåóêàçàííóþ ÷àñòîòíóþ 
ñåòêó ,kf  òî äàæå ïðè òàêîì íåçíà÷èòåëüíîì îòêëî-
íåíèè îò îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ bf  îøèáêà ( )kf�  
âáëèçè 0bf  âîçðàñòàåò äî 14%. Îäíàêî ïðè óâåëè-
÷åíèè øàãà 
f äî 1 11/16f� � �  âåëè÷èíû äàííûõ 
îøèáîê íå ïðåâûøàþò 4% (ýòî âåðíî äëÿ âñåõ 
0 1).� � �  Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðè òàêîé ïðîðå-
æåííîé ÷àñòîòíîé ñåòêå 1kf k f� �  íå âû÷èñëÿþòñÿ 
àïïðîêñèìèðóþùèå îòñ÷åòû 0,1apr( ),kW f  êîòîðûì 
ñîïóòñòâóþò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ( ).kf�  Äàí-
íûé âûáîð 1f f� � �  îáåñïå÷èâàåò äîñòàòî÷íî ïîë-
íîå è ïðàêòè÷åñêè íåèñêàæåííîå ïðåäñòàâëåíèå  
î ôóíêöèè 0,1( ).W f  Åãî ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü äëÿ 
ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Åñëè øàã àïïðîêñè-
ìàöèè 1,f f� � �  òî â êà÷åñòâå bf  äîñòàòî÷íî îñòà-
íîâèòüñÿ íà âåëè÷èíå 0b bf f�  íåçàâèñèìî îò çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðà � óêàçàííîãî äèàïàçîíà. 

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè � 
èçìåíåíèå âåëè÷èíû 1�  ïðèâîäèò òîëüêî ê ñîîòâåò-
ñòâóþùåìó ñäâèãó è ìàñøòàáèðîâàíèþ õîäà �(�) íà 
îñè ÷àñòîò. 

Ïðèâåäåííûå àïïðîêñèìàöèè (5), (6) ñ ó÷åòîì (7) 
öåëåñîîáðàçíî îáúåäèíèòü â îäíîì âûðàæåíèè, êî-
òîðîå è ðåêîìåíäóåòñÿ äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëü-
çîâàíèÿ ïðè 0 1:� � �  
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   (8) 

Âåðõíåå ñîîòíîøåíèå îïèñûâàåò ïîâåäåíèå 
ïëîñêîé ÷àñòè êðèâîé 0,1( )W �  âáëèçè íóëåâûõ ÷àñ-
òîò. Íèæíåå âûðàæåíèå ïîêàçûâàåò ïîâåäåíèå åå 
ñïàäàþùåé ÷àñòè ïðè óâåëè÷åíèè �. Îäíîâðåìåííî 
îíî õàðàêòåðèçóåò ñìåùåíèå çíà÷åíèé ñïåêòðàëüíîãî 
âêëàäà 0,1( )W �  îòíîñèòåëüíî ÑÏ W(�) âñëåäñòâèå 
îãðàíè÷åííîñòè èíòåðâàëà íàáëþäåíèÿ 1.�  Òàêæå 
ïîäòâåðæäàåòñÿ îòìå÷åííîå âûøå ñîîòâåòñòâèå ïî-
âåäåíèé èñõîäíîé W(�) è 0,1( )W �  ñ ðîñòîì ÷àñòîòû 
ïðè âñåõ 0 1.� � �  Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ïðè íåîãðàíè-
÷åííîì âîçðàñòàíèè 1�  ãðàíè÷íàÿ ÷àñòîòà b�  ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ è ñïðàâåäëèâà òîëüêî íèæíÿÿ ÷àñòü (8). 
 

Â èòîãå çíà÷åíèÿ 0,1apr( )W �  ïðèáëèæàþòñÿ ê ÑÏ 

W(�), ò.å. âûïîëíÿåòñÿ 
1

0,1aprlim ( ) ( ).W W
� ��

� � �  

Íèæíþþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (8) òàêæå ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ìóëüòèïëèêàòèâíîì âèäå: 

 0,1 0,1apr 0,1apr( ) ( ) ( ) ( ),W W W K� � � � � � �   (9) 

ãäå  

1
1

0,1apr 1 1

1

( ) ( 1)
( ) 1 cos sin

( )sin( /2)
K

��

� ��� � �
� � � �� � ��	 


� � �� �� �

  

– ìîäóëèðóþùàÿ ñïåêòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè 
0 1� � �  îíà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé. 

Âûðàæåíèå (9) îïèñûâàåò íàáëþäàåìîå íà 
ðèñ. 1 ìóëüòèïëèêàòèâíîå âçâåøèâàíèå ñòåïåííîãî 
ìîíîòîííîãî ÷àñòîòíîãî õîäà ÑÏ W(�) êîíêðåòíû-
ìè àääèòèâíî-ìóëüòèïëèêàòèâíûìè êîìáèíàöèÿìè 
ïåðèîäè÷åñêèõ è ñòåïåííûõ ôóíêöèé. 

Îöåíêà ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ 
W1, 2(�) ñðåäíåãî ó÷àñòêà ÑÔ D

�
(�)  

â ÑÏ W(�). Îáëàñòü çàäàíèÿ 
�1 � | � | � �2 

Äëÿ 0 1� � �  èç ñîîòíîøåíèÿ (1) íåïîñðåäñò-

âåííî ñëåäóåò 
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  (10) 

Íà ðèñ. 3, à ïîñëå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ (10) ïðåäñòàâëåíû ñïåêòðàëüíûå âêëàäû 1,2( )W f  
ó÷àñòêîâ ñòåïåííîé ÑÔ ( )D

�
�  îò 1�  = 10 ñ äî 

2� = 100 ñ ïðè � = 0,01 è 0,99. Â îòëè÷èå îò âêëà-
äîâ íà÷àëüíûõ ó÷àñòêîâ 0,1( )W f  îíè çíàêîïåðåìåí-
íû è âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñïåêòðàëüíûõ 
ìàñøòàáîâ 11/�  è 21/�  íîñÿò áîëåå ñëîæíûé ÷àñ-
òîòíûé õàðàêòåð. Îäíàêî íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ çíà-
÷åíèÿ 1,2( )W f  âñåãäà ïîëîæèòåëüíû è îãðàíè÷åíû. 
Õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñ ðîñòîì ÷àñòîòû 
ñêîðîñòü ñïàäà ìîäóëÿ 1,2( )W f  ïðàêòè÷åñêè íå çà-
âèñèò îò ïàðàìåòðà �, à ïðèáëèæàåòñÿ ê îáðàòíî 
ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷àñòîòíîé êâàäðàòè÷íîé çàâèñè-
ìîñòè. Ýòî âåðíî äëÿ âñåãî äèàïàçîíà 0 1.� � �  
Èíûìè ñëîâàìè, àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ñïåê-
òðàëüíîãî âêëàäà ñðåäíåãî ó÷àñòêà äàííîé ÑÔ íå 
ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîìó ïîâåäåíèþ ÑÏ W(�) â âè-
äå (3). Óêàçàííîå ðàçëè÷èå íàèáîëåå âàæíî ïðè 
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ �, ÷òî ÿñíî âèäíî íà ðèñ. 3, à.  
 Â öåëîì ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî 1,2( )W �  
ïðè 0 1� � �  ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííîé ôóíêöèåé  
ñ çàòóõàíèåì 

 2
1,2( ) ( ), .W O

�

� � � � � �   (11) 

Íà ïðàêòèêå äëÿ îïðåäåëåíèÿ 1,2( )W �  âìåñòî 
èíòåãðèðîâàíèÿ (10) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü 
 



 Ñïåêòðàëüíûå âêëàäû ó÷àñòêîâ ñòåïåííîé ñòðóêòóðíîé… ×àñòü 1. Ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ìåíüøå åäèíèöû 959 
 

òîæäåñòâî 1,2 0,2 0,1( ) ( ) ( ),W W W� � � � �  ãäå 0,2( )W �   
è 0,1( )W �  – ñïåêòðàëüíûå âêëàäû íà÷àëüíûõ ó÷àñò-
êîâ ÑÔ ( )D

�
�  íà èíòåðâàëàõ 20 � � � �  è 10 � � � �  

ñîîòâåòñòâåííî. Èõ íóæíî âû÷èñëèòü ðàçäåëüíî 
äëÿ çíà÷åíèé 2�  è 1,�  ñëåäóÿ ñîîòâåòñòâóþùèì 
àíàëèòè÷åñêèì âûðàæåíèÿì (8) è (7). Ïðè ýòîì 
äëÿ îïðåäåëåíèÿ 0,2( )W �  âî âñåõ óêàçàííûõ ñîîò-
íîøåíèÿõ âåëè÷èíó 1�  íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà 2.�  
 

 
Ðèñ. 3. Íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ÑÏ W(f) äëÿ � = 0,01  
è 0,99 è ìîäóëè âêëàäîâ â íåå ñðåäíèõ ó÷àñòêîâ ÑÔ 

( )D
�
�  îò �1 = 10 ñ äî �2 = 100 ñ (|W1, 2(f)|) (à) è «êîíå÷- 

 íûõ» – îò 2� = 100 ñ äî � (|W2,�(f)|) (á) 

 

Â èòîãå ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ 

1,2apr( )W �  õîðîøî ñîâïàäàþò ñ ðåçóëüòàòàìè, ðàíåå 
ïîëó÷åííûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Ëèøü îòíîñè-
òåëüíûå îøèáêè ( )� �  ìîãóò áûòü çàâûøåíû âáëèçè 
ïåðåõîäà 1,2( )W �  ÷åðåç íîëü äàæå ïðè ñóùåñòâåí-
íîì óìåíüøåíèè àáñîëþòíûõ îøèáîê ( ) .d �  Îäíàêî 
òàêèå ðåçêèå óâåëè÷åíèÿ ( )� �  íàáëþäàþòñÿ íà 
÷ðåçâû÷àéíî ìàëûõ ÷àñòîòíûõ èíòåðâàëàõ, ïðè 
ïî÷òè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ àïïðîêñèìèðóåìîé ôóíê-
öèè è ïîýòîìó íå ïðèâîäÿò ê çíà÷èìûì îòêëîíåíè-
ÿì õîäà 1,2apr( )W �  îò 1,2( ).W �  Óêàçàííîå ïîäòâåð-
æäàåòñÿ áîëüøèì îáúåìîì ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ 

ïðè øèðîêîì âàðüèðîâàíèè çíà÷åíèé 1�  è 2.�  Äàí-
íûé âûâîä îñòàâèì áåç èëëþñòðàöèé. 

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (8) è (7), àïïðîêñèìà-
öèîííûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ 1,2( )W �  ìîæ-
íî  çàïèñàòü  è  áåç  ðàçäåëåíèÿ  íà  0,2( )W �   è  0,1( ):W �  
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ãäå 1 1,� � ��  2 2,� � ��  1b b� � �  èç âûðàæåíèÿ (7),  
à äëÿ íàõîæäåíèÿ 2b�  íåîáõîäèìî â (7) âåëè÷èíó 1�  
çàìåíèòü íà 2.�  Ïðè ýòîì íà óêàçàííûõ ÷àñòîòíûõ 
èíòåðâàëàõ áóäåò îáåñïå÷åíà òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè 
íå õóæå, ÷åì ïðè ðàçäåëüíîì âû÷èñëåíèè âûøåóêà-
çàííîé ðàçíîñòè 0,2apr( )W �  è 0,1apr( ).W �  Äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ 1,2apr( )W �  íà ÷àñòîòàõ 2 1b b� � � � �  ìîæíî 
èñïîëüçîâàòü ëþáîå èç ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé, 
íî õîðîøàÿ òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè íå ãàðàíòèðó-
åòñÿ. Áîëåå òî÷íûé âûáîð îäíîé ïåðåõîäíîé ÷àñòî-
òû çàòðóäíåí èç-çà âîçìîæíîé áîëüøîé âàðèàöèè 
çíà÷åíèé 1�  è 2,�  ïîýòîìó ðàçäåëüíîå âû÷èñëåíèå 

0,2( )W �  è 0,1( )W �  ïðåäïî÷òèòåëüíî. Ïðèâåäåííûå 
â òàêîì âèäå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 1,2apr( )W �  äàþò ÿñ-
íîå ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè ñïåêòðàëüíûõ âêëà-
äîâ 1,2( )W �  íà áîëüøåé ÷àñòè ÷àñòîòíîãî äèàïàçî-
íà. Â ÷àñòíîñòè, îíè ïîäòâåðæäàþò ðàíåå ïîëó÷åí-
íûå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè âûâîäû. 

Îöåíêà ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ 
W2,�(�) «êîíå÷íîãî» ó÷àñòêà ÑÔ 

D
�
(�) â ÑÏ W(�). Îáëàñòü çàäàíèÿ 

�2 � | � | � � 

Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ îöåíèì âêëàä 2, ( )W
�

�  
óêàçàííîãî ó÷àñòêà ÑÔ â ÑÏ W(�). Äëÿ 0 1� � �  
èç ñîîòíîøåíèÿ (1) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò 

 

2

2
1

2, ( ) sin( ) .
2

C
W d

�

��

�

�

�

� � � �� �

��
�

  (12) 

Íà ðèñ. 3, á ïîñëå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ (12) ïðåäñòàâëåíû ìîäóëè çíàêîïåðåìåííûõ 
ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ 2, ( )W f

�

 ïðè 2�  = 100 ñ  
è � = 0,01 è 0,99. Èõ ÷àñòîòíûå õîäû âî ìíîãîì 
ïîäîáíû òàêîâûì äëÿ 1,2( ) ,W f  íî ìåíåå èçðåçàíû. 
Íà íèçêèõ ÷àñòîòàõ ôóíêöèÿ 2, ( )W f

�

 âñåãäà ïîëî-
æèòåëüíà, îäíàêî íàñûùåíèÿ íå íàáëþäàåòñÿ.  
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Ñ ðîñòîì f ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ñïàäà 2, ( )W f
�

 òàêæå 
ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà �, à ïðèáëè-
æàåòñÿ ê îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé ÷àñòîòíîé 
êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ 

2, ( )W
�

�  âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (11), ñïðàâåäëè-
âîå äëÿ 1,2( ).W �  Ïðè÷åì íàèáîëüøåå ðàñõîæäåíèå 
ìåæäó ÷àñòîòíûì ñïàäîì èñõîäíîé ÑÏ W(�)  
è ñïåêòðàëüíûì âêëàäîì 2, ( )W

�

�  íàáëþäàåòñÿ ïðè 
ìàëûõ çíà÷åíèÿõ �, ÷òî ÿñíî âèäíî íà ðèñ. 3, á. 
 Íå âäàâàÿñü â äåòàëè àíàëèçà, êîòîðûé ïîäî-
áåí ïðåäûäóùèì ðàññóæäåíèÿì, çàïèøåì àíàëèòè-
÷åñêóþ  àïïðîêñèìàöèþ  çàâèñèìîñòè 2, ( )W

�

�  â âèäå 
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ãäå çíà÷åíèÿ b�  îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (7) 
ïðè çàìåíå 1�  íà 2.�  

Çàìåòèì, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè 2�  äî íóëÿ ãðà-

íè÷íàÿ ÷àñòîòà b�  ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè è 

ñïðàâåäëèâà òîëüêî âåðõíÿÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî âû-

ðàæåíèÿ. Â èòîãå çíà÷åíèÿ 2, apr( )W
�

�  ïðèáëèæàþò-

ñÿ ê ÑÏ W(�), ò.å. âûïîëíÿåòñÿ 

2

2, apr
0

lim ( ) ( ).W W
�

� �

� � �  

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ 2, apr( )W
�

�  
õîðîøî ñîâïàäàþò ñ òàêîâûìè, ïîëó÷åííûìè ïîñëå 
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (12). Ïðè 
ýòîì îøèáêè àïïðîêñèìàöèè â îáùåì íåçíà÷èòåëü-
íû è èõ ïîâåäåíèå àíàëîãè÷íî ðàíåå ðàññìîòðåí-
íûì îøèáêàì äëÿ çíàêîïåðåìåííûõ ñïåêòðàëüíûõ 
âêëàäîâ 1,2( ).W �  

Ïðàâèëüíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîæíî 
ïðîèëëþñòðèðîâàòü ðèñ. 4. 

 

 

Ðèñ. 4. Íîðìèðîâàííûå çíà÷åíèÿ ÑÏ ÑÏÑÏ W(f) è âêëà-
äû â íåå íà÷àëüíûõ W0, 1(f), ñðåäíèõ W1, 2(f) è «êîíå÷íûõ» 
ó÷àñòêîâ W2, 

�
(�) ñòåïåííîé ÑÔ äëÿ � = 2/3, �1 = 10 ñ,  

 �2 = 100 ñ 

Íà íåì äëÿ 2/3,� �  1�  = 10 ñ, 2�  = 100 ñ ïî-
êàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëîæèòåëüíûå è  çíàêî-
ïåðåìåííûå çíà÷åíèÿ òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñïåê-
òðàëüíûõ âêëàäîâ W0, 1(�),  W1, 2(�),  W2, 

�
(�)  

âáëèçè íóëåâûõ ÷àñòîò. Îäíàêî èõ ñóììèðîâàíèå 
äàåò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíóþ èñõîäíóþ ÑÏ W(�).  
Â ïðèíöèïå, òàêîå ðàçëîæåíèå ÑÏ W(�) ìîæíî 
îñóùåñòâëÿòü ïî ëþáîìó ïðîèçâîëüíîìó ÷èñëó 
ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ. 

Çàêëþ÷åíèå 

Èç ïðåäñòàâëåííîãî ìàòåðèàëà ñëåäóåò, ÷òî 
÷àñòîòíîå ïîâåäåíèå ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ íà÷àëü-
íûõ 0,1( ),W �  ñðåäíèõ 1,2( )W �  è «êîíå÷íûõ» ó÷à-
ñòêîâ 2, ( )W

�

�  ñòåïåííîé ÑÔ ÑÏÑÏ ( )D
�
�  çíà÷è-

òåëüíî ñëîæíåå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ìîíîòîííîé 
ñòåïåííîé ÷àñòîòíîé çàâèñèìîñòè (3) èñõîäíîé ÑÏ 
W(�) (2). 

Òàê, âñåãäà ïîëîæèòåëüíû òîëüêî çíà÷åíèÿ 

0,1( ).W �  Ïðè ýòîì íàáëþäàåòñÿ ìîäóëÿöèÿ õîäà 
W(�) íåêîòîðûìè ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè êâàçè-
ïåðèîäè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Èõ êîëåáàòåëüíûé 
õàðàêòåð îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè 1�  è �. Ïðè÷åì 
àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ïà-
ðàìåòðà �. Îäíàêî ñðåäíèé ÷àñòîòíûé ñïàä 0,1( )W �  
ñîîòâåòñòâóåò òàêîâîìó äëÿ èñõîäíîé ÑÏ W(�), 
ò.å. ñ óâåëè÷åíèåì ÷àñòîòû � óìåíüøàåòñÿ îáðàòíî 
ïðîïîðöèîíàëüíî åå (� + 1) ñòåïåíè. 

Âñå äðóãèå ñïåêòðàëüíûå âêëàäû çíàêîïåðå-
ìåííû. Ïðè ýòîì íàèáîëåå ñëîæíûé ÷àñòîòíûé õà-
ðàêòåð âñëåäñòâèå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ñïåêòðàëü-
íûõ ìàñøòàáîâ 11/�  è 21/�  íàáëþäàåòñÿ ó 1,2( ).W �  
Õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñ ðîñòîì ÷àñòîòû 
ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü ñïàäà 1,2( )W �  è 2, ( )W

�

�  ïðàêòè-
÷åñêè îäèíàêîâà è íå çàâèñèò îò âåëè÷èíû ïàðà-
ìåòðà �. Îíà ïðèáëèæàåòñÿ ê îáðàòíî ïðîïîðöèî-
íàëüíîé ÷àñòîòíîé êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìîñòè, ò.å. 
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (11). Îòñþäà ñëåäóåò, 
÷òî ÷àñòîòíîå ïîâåäåíèå äàííûõ ñïåêòðàëüíûõ 
âêëàäîâ íå ñîîòâåòñòâóåò èñõîäíîìó ïîâåäåíèþ 
ñïåêòðàëüíîé ïëîòíîñòè W(�) â âèäå âûðàæå-
íèé (2) è (3). 

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû è ïðîàíàëèçèðîâàíû 
àíàëèòè÷åñêèå àïïðîêñèìàöèîííûå çàâèñèìîñòè 
ïîâåäåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ âêëàäîâ W0, 1(�), W1, 2(�), 
W2, 

�
(�). Ïîêàçàíà èõ âûñîêàÿ òî÷íîñòü äëÿ îïèñà-

íèÿ ÷àñòîòíûõ õîäîâ óêàçàííûõ âêëàäîâ ïðè âñåõ 
âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ �, �1 è �2. Â ÷àñòíîñòè, èç 
íèõ ñëåäóþò ïîëó÷åííûå ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè 
âûøåîòìå÷åííûå âûâîäû îá èõ àñèìïòîòè÷åñêîì 
ïîâåäåíèè. 

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò áîëåå ïðà-
âèëüíî èíòåðïðåòèðîâàòü ñïåêòðàëüíî-ñòðóêòóðíûå 
ñâÿçè ÑÏÑÏ ñî ñòåïåííîé ÑÔ, â òîì ÷èñëå è çà-
äàííîé íà ðàçëè÷íûõ îãðàíè÷åííûõ èíòåðâàëàõ 
âðåìåííûõ (èëè ïðîñòðàíñòâåííûõ) ñäâèãîâ. 

Â äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ îïóáëèêîâàòü ðå-
çóëüòàòû àíàëîãè÷íîãî èññëåäîâàíèÿ ñòåïåííîé 
ÑÔ, íî äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà.  
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Ýòîò ñëó÷àé èìååò ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ îò ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ ñî ñòàöèîíàðíûìè ïðèðàùåíèÿìè. 
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V.À. Fedorov. Spectral contributions of sections of power-law structure function of random processes 
with stationary increments. Part 1. The exponent is less than one. 

The frequency behavior of the spectral contributions of the initial, middle, and “finite” parts of the 
power-law structure function (with an exponent less than one) to the spectral density (SD) of a random process 
with stationary increments is considered. It is shown that it is considerably more complicated than the strictly 
positive monotonic power-law frequency dependence of the initial SD. The latter corresponds only to the  
behavior of the spectral contribution of the initial section of the given structure function. The analytical  
approximation dependences of the frequency behavior of all these spectral contributions are presented and ana- 
lized. They are recommended for wide practical use. 


