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Òåîðåòè÷åñêè ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè (ÃÂÃ) ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî ïðîñòðàíñò-

âåííî êîãåðåíòíîãî ïàðàêñèàëüíîãî èçëó÷åíèÿ â îäíîðîäíûõ îäíîîñíûõ êâàäðàòè÷íî íåëèíåéíûõ êðèñòàë-
ëàõ ïðè ôîêóñèðîâêå ïó÷êà â êðèñòàëë äâóìÿ ñêðåùåííûìè öèëèíäðè÷åñêèìè ëèíçàìè ñ ðàçíûìè ôîêóñ-
íûìè ðàññòîÿíèÿìè. Öåëü èññëåäîâàíèé ñîñòîÿëà â îïðåäåëåíèè çàâèñèìîñòåé ïàðàìåòðîâ îïòèìàëüíîé ôî-
êóñèðîâêè îò ìîùíîñòè îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ. Â ïåðâîé ÷àñòè íàñòîÿùåé ñòàòüè ïðèâåäåí ìàòåìàòè÷åñêèé 
àïïàðàò, íåîáõîäèìûé äëÿ ïðîâåäåíèÿ çàïëàíèðîâàííûõ èññëåäîâàíèé. Ïðåäëîæåí âàðèàíò ïðåîáðàçîâàíèÿ 
ñèñòåìû íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé ê áîëåå óäîáíîìó äëÿ äàëüíåéøåãî èñïîëüçîâàíèÿ âèäó. Ðàññìîò-
ðåíû íåêîòîðûå âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè, äîïóñêàþùèå áîëåå ïðîñòûå ðåøåíèÿ. Ïðèâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè 
òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î ÃÂÃ. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãåíåðàöèÿ âòîðîé ãàðìîíèêè, îäíîîñíûé íåëèíåéíûé êðèñòàëë, ñêðåùåííûå öèëèíä-
ðè÷åñêèå ëèíçû, îïòèìàëüíàÿ ôîêóñèðîâêà; second harmonics generation, uniaxial nonlinear crystal, crossed cy-
lindrical lenses, optimal focusing. 
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Îäíîé èç âàæíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ òåîðèè ãå-
íåðàöèè ãàðìîíèê ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â íåëèíåé-
íûõ îäíîîñíûõ êðèñòàëëàõ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê îòâåòà íà 
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íóþ èíôîðìàöèþ î òîì, íà êàêóþ ìîùíîñòü ãàðìî-
íèêè (âòîðàÿ è âûñøèå ãàðìîíèêè, ñóììàðíûå è ðàç-
íîñòíûå ÷àñòîòû) ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü, èìåÿ â ñâîåì 
ðàñïîðÿæåíèè êîíêðåòíûå èñòî÷íèê ëàçåðíîãî èç-
ëó÷åíèÿ è íåëèíåéíûé êðèñòàëë. Ïîñêîëüêó ôîðìó 
ïó÷êà â êðèñòàëëå îáû÷íî âàðüèðóþò, èñïîëüçóÿ ðàç-
ëè÷íûå êîìáèíàöèè ñôåðè÷åñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ 
ëèíç, òî îáîçíà÷åííóþ ïðîáëåìó ìîæíî ïåðåôðàçè-
ðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Îäíîé èõ âàæíûõ çàäà÷ 
òåîðèè ãåíåðàöèè ãàðìîíèê ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå 

îïòèìàëüíîãî ñïîñîáà ôîêóñèðîâêè ëàçåðíîãî èçëó-
÷åíèÿ â íåëèíåéíûé êðèñòàëë. 

Ïî äàííîìó âîïðîñó (äàëåå äëÿ îïðåäåëåííîñòè 
áóäåì ãîâîðèòü î êîíêðåòíîì íàèáîëåå ðàñïðîñòðà-
íåííîì íåëèíåéíîì ïðîöåññå – ãåíåðàöèè âòîðîé 
ãàðìîíèêè )(ÃÂÃ)  â îïóáëèêîâàííûõ èññëåäîâàíèÿõ 
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ìîæíî íàéòè ñëåäóþùóþ èíôîðìàöèþ. Õîðîøî èç-
âåñòíî [1], ÷òî òåîðåòè÷åñêè 100%-þ ýôôåêòèâíîñòü 
ÃÂÃ ìîæíî ðåàëèçîâàòü òîëüêî äëÿ ïëîñêîé âîëíû. 
×åì áîëüøå ïîïåðå÷íûå ðàçìåðû ïó÷êà è ÷åì ðàâ-
íîìåðíåå ïîïåðå÷íîå ðàñïðåäåëåíèå àìïëèòóäû, ò.å. 
÷åì áëèæå ðåàëüíûé ïó÷îê ê ïëîñêîé âîëíå, òåì áîëü- 
øå øàíñîâ íà ïðàêòèêå ïðèáëèçèòüñÿ ê êïä ∼ 100%, 
åñëè, ðàçóìååòñÿ, âîçìîæíîñòè ëàçåðà ïîçâîëÿþò îáåñ- 
ïå÷èòü òðåáóåìóþ äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ïëîòíîñòü ìîù- 
íîñòè [2]. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ëà- 
çåðîâ ñ íåîãðàíè÷åííîé ìîùíîñòüþ îïòèìàëüíîé 

îêàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ñëàáàÿ ôîêóñèðîâêà, ò.å. 
êîëëèìàöèÿ ïó÷êà (ñ ïðåäâàðèòåëüíûì ðàñøèðåíè-
åì èëè áåç òàêîâîãî). Åñëè, íàîáîðîò, ìîùíîñòü ëà-
çåðíîãî èçëó÷åíèÿ ìàëà íàñòîëüêî, ÷òî ìîæíî ãî-
âîðèòü î ÃÂÃ â ïðèáëèæåíèè çàäàííîãî ïîëÿ [3], òî 
îïòèìàëüíàÿ ôîêóñèðîâêà îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî 
æåñòêîé. Îïòèìàëüíûå ïàðàìåòðû ñôåðè÷åñêîé ôî-
êóñèðîâêè áûëè âïåðâûå ðàññìîòðåíû â [4]. Áîëåå 
âûèãðûøíûé âàðèàíò – ôîêóñèðîâêà äâóìÿ ñêðå-
ùåííûìè öèëèíäðè÷åñêèìè ëèíçàìè, ïîäðîáíî èç-
ëîæåí â [5]. 

Ñðàâíèâàÿ ýòè äâå êðàéíèå ñèòóàöèè, çàêëþ÷à-
åì, ÷òî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ìîùíîñòè Ð ëàçåðíîãî 
èçëó÷åíèÿ îïòèìàëüíàÿ ôîêóñèðîâêà äîëæíà íå-
ïðåðûâíî èçìåíÿòüñÿ îò äîñòàòî÷íî æåñòêîé (ïðè 
Ð → 0) äî áåñêîíå÷íî ñëàáîé (ïðè Ð → ∞). Â êà÷å-
ñòâåííîì ñìûñëå ñäåëàííîå çàÿâëåíèå íè÷åãî ïðèí-
öèïèàëüíî íîâîãî â ñåáå íå ñîäåðæèò. Î òîì, ÷òî 
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âëèÿíèå äèôðàêöèè, êîòîðàÿ, î÷åâèäíî, òåì ñèëüíåå, 
÷åì æåñò÷å ôîêóñèðîâêà, ïðèâîäèò ê íàñûùåíèþ êïä 
íà óðîâíå çàìåòíî íèæå 100%, èçâåñòíî î÷åíü äàâ-
íî [3]. Â òî æå âðåìÿ íàéòè â ëèòåðàòóðå êîëè÷åñò-
âåííûé àíàëèç ýòèõ âîïðîñîâ, áàçèðóþùèéñÿ íà 
ñòðîãèõ ðàñ÷åòàõ, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü, ïî-âèäèìîìó, 
íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïîïûòêà ÷àñòè÷íî 
çàïîëíèòü ýòîò ïðîáåë è ÿâëÿëàñü îñíîâíîé öåëüþ 
ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðèâîäèòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèé 
àïïàðàò, èñïîëüçîâàííûé äëÿ ïðîâåäåíèÿ íåîáõîäèìûõ 
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â ÷àñòè 2 ýòîé 

ñòàòüè (ñì. Ñ. 941–949 íàñòîÿùåãî íîìåðà æóðíàëà). 

 

1. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ  

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,  

çàäàííûìè äî êðèñòàëëà 
 

Âñå ðàñ÷åòû áóäåì ïðîâîäèòü â äåêàðòîâîé ñèñ-
òåìå êîîðäèíàò, ó êîòîðîé ïëîñêîñòü Z = 0 ñîâïà-
äàåò ñ âõîäíîé ãðàíüþ îäíîðîäíîãî îäíîîñíîãî êðè-
ñòàëëà äëèíîé L. Ïîëàãàåì, ÷òî îïòè÷åñêàÿ îñü ñðå-
äû ðàñïîëàãàåòñÿ â ïëîñêîñòè XZ ñèñòåìû êîîðäèíàò 
è ñîñòàâëÿåò óãîë θ ñ îñüþ Z. Êðèñòàëë äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü îòðèöàòåëüíûì è îãðàíè-
÷èìñÿ íàèáîëåå ïðîñòûì ñëó÷àåì – ÃÂÃ ïðè ñêàëÿð-
íîì «îîå»-âçàèìîäåéñòâèè. Ïîëå âòîðîé ãàðìîíèêè 
(ÂÃ) íà âõîäå â êðèñòàëë ñ÷èòàåì îòñóòñòâóþùèì. 
Ïîëàãàåì, ÷òî ìîíîõðîìàòè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâåííî 

êîãåðåíòíîå èçëó÷åíèå íà îñíîâíîé ÷àñòîòå ω ÿâëÿåòñÿ 

ïàðàêñèàëüíûì ëàçåðíûì ïó÷êîì, ðàñïðîñòðàíÿþùèì- 
ñÿ âäîëü îñè Z. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îñíîâíîãî èçëó÷å-
íèÿ è ÂÃ öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ïðåäñòàâëåíèÿ 

(çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè íèãäå íèæå íå óêàçûâàåì) 
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no, ne – ãëàâíûå ïîêàçàòåëè ïðåëîìëåíèÿ îäíîîñíîãî 
êðèñòàëëà; ñ – ñêîðîñòü ñâåòà. 

Äëÿ âûáðàííîãî ñëó÷àÿ ôóíêöèè U1, 2 ÿâëÿþò-
ñÿ ìåäëåííî ìåíÿþùèìèñÿ êîìïëåêñíûìè àìïëèòó-
äàìè âçàèìîäåéñòâóþùèõ âîëí è óäîâëåòâîðÿþò ñèñ-
òåìå óðàâíåíèé [3]: 
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ãäå Δk = k2 – 2k1 – âîëíîâàÿ ðàññòðîéêà; ρ – óãîë äâó- 
ëó÷åïðåëîìëåíèÿ; σ – êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîé ñâÿ-
çè; çâåçäî÷êà â âåðõíåì èíäåêñå îçíà÷àåò êîìïëåêñ-
íîå ñîïðÿæåíèå; ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì 

óñëîâèÿì 
 

 1 0( , , 0) ( , ),U x y z U x y→ =  2( , , 0) 0.U x y z → =  (4) 

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè Ãðèíà óðàâíåíèé (2), (3) 
èçâåñòíû [6], âìåñòî (2), (3) ìîæíî èñïîëüçîâàòü 
ñèñòåìó èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 

 1 1ë 1í( , , ) ( , , ) ( , , );U x y z U x y z U x y z= +  

 2 2í( , , ) ( , , ),U x y z U x y z=  (5) 

ãäå 

 1 1

1ë 0 0 0

– –

( , , ) – ( , )
2

ikT
U x y z U x y

z

+∞ +∞

∞ ∞

⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟π⎝ ⎠ ∫ ∫  

 
2 2

0 0

1

( ) ( – )
exp ,

2

x x y y
ik dxdy

z

⎡ ⎤− +
× ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (6) 

1 1 1(1 )T n n= +  – êîýôôèöèåíò Ôðåíåëÿ äëÿ ïðå-
ëîìëåíèÿ íà âõîäíîé ãðàíè êðèñòàëëà; 

 1

1í 0 0

0

( , , ) e –
2 ( – )

k

z

i t ik
U x y z i

z t
Δ ⎛ ⎞

= σ ×⎜ ⎟π⎝ ⎠∫  

 *

1 2

–

( , , ) ( , , )U x y t U x y t

+ ∞

∞

⎡
⎢× ×
⎢
⎣
∫∫  

 
2 2

0 0

1

( – ) ( – )
exp ;

2( – )

x x y y
ik dxdy dt

z t

⎤⎡ ⎤+ ⎥× ⎢ ⎥
⎥⎣ ⎦ ⎦

 (7) 

 – 2

2í 0 0

0

( , , ) e –
2 ( – )

k

z

i t ik
U x y z i

z t
Δ ⎛ ⎞

= σ ×⎜ ⎟π⎝ ⎠∫  

 2

1

–

( , , )U x y t

+ ∞

∞

⎡
⎢× ×
⎢
⎣
∫∫  

2 2

0 0

2

( – – ) ( – )
exp .

2( – )

x x z t y y
ik dxdy dt

z t

⎤⎡ ⎤+ ρ ρ + ⎥× ⎢ ⎥
⎥⎣ ⎦ ⎦

 (8) 

Ôóíêöèÿ (6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíîå ïî-
ëå – ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2), (7) è (8) – 
âîçìóùåíèÿ, îáóñëîâëåííûå íåëèíåéíûì âçàèìîäåé-
ñòâèåì. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîäñòàíîâêà (5)–(8)  
â óðàâíåíèÿ (2), (3) ïðåâðàùàåò ïîñëåäíèå â òîæ-
äåñòâà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèè U1, 2, óäîâëåòâî-
ðÿþùèå ñèñòåìå (5), áóäóò òàêæå ÿâëÿòüñÿ òî÷íûì 
ðåøåíèåì ñèñòåìû (2), (3). Ïîíÿòíî, ÷òî ðåøåíèå 
(5) áóäåò óäîâëåòâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì óðàâ-
íåíèÿ (4). 

 

2. Íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ  

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè,  

çàäàííûìè ïîçàäè êðèñòàëëà 
 

Âûðàæåíèÿ (7) è (8) äîïóñêàþò íàãëÿäíóþ 
ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ [7]. Êàæäûé ýëåìåí-
òàðíûé ñëîé íåëèíåéíîé ñðåäû, ðàñïîëîæåííûé 
ìåæäó ïëîñêîñòÿìè t è t + dt, ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì 
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ýëåìåíòàðíûõ âîëí dU(1, 2)í(x, y, t), âèä êîòîðûõ 
îïðåäåëÿåòñÿ èç (2), (3), ãäå âñå ïðîèçâîäíûå ïî 
ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íó-
ëþ (íà áåñêîíå÷íî ìàëûõ äèñòàíöèÿõ äèôðàêöèåé 
è äâóëó÷åïðåëîìëåíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü). Ýòè ýëå- 
ìåíòàðíûå âîëíû ëèíåéíî ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â îä-
íîîñíîé ñðåäå îò ïëîñêîñòè t äî ïëîñêîñòè z. Ðå-
øåíèÿ (7), (8) – ýòî, î÷åâèäíî, ñóììà (èíòåãðàë ïî 
dt) âñåõ òàêèõ ýëåìåíòàðíûõ âîëí, îáðàçîâàííûõ 
íà âûáðàííîì ó÷àñòêå êðèñòàëëà îò íóëÿ äî z. Âû-
áåðåì ïðîèçâîëüíî ïëîñêîñòü 0 ≤ z1 ≤ z è òåì ñà-
ìûì ðàçîáüåì èíòåãðàëû ïî dt â (7), (8) íà äâà 
ñëàãàåìûõ. Ïåðâûå ñëàãàåìûå îáîçíà÷èì ÷åðåç 
dU(1, 2)í(x, y, z1; z). Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ââåäåííûõ 
ôóíêöèé î÷åâèäåí. Îíè îïðåäåëÿþò ñóììû âêëàäîâ 
ýëåìåíòàðíûõ âîëí, âîçíèêøèõ â ñëîå îò íóëÿ äî z1 
è ëèíåéíî ðàñïðîñòðàíèâøèõñÿ äî ïëîñêîñòè z. 
Âòîðûå ñëàãàåìûå, ðàçóìååòñÿ, îïðåäåëÿþò ñóïåð-
ïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ âîëí, îáðàçîâàâøèõñÿ íà 
äèñòàíöèè îò z1 äî z è ëèíåéíî ðàñïðîñòðàíèâøèõ-
ñÿ äî ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ z = const. 

Ïîíÿòíî, ÷òî ïîëîæåíèå ïëîñêîñòè íàáëþäå-
íèÿ â ïðåäëîæåííîé âûøå èíòåðïðåòàöèè íèêàêîé 
ðîëè íå èãðàåò. Â êà÷åñòâå ïîñëåäíåé ìîæíî, íà-
ïðèìåð, âûáðàòü z = L. Òîãäà (7), (8) áóäóò îïðå-
äåëÿòü ðåøåíèå íà âûõîäå èç êðèñòàëëà. Àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì ïðîöåññ ëèíåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ýëåìåíòàðíûõ âîëí ìîæíî ïðîäîëæèòü è äî ïðîèç-
âîëüíîé ïëîñêîñòè L0 = L + z0, ðàñïîëîæåííîé íà 
ðàññòîÿíèè z0 ïîçàäè êðèñòàëëà. Â ïîñëåäíåì ñëó-
÷àå âìåñòî (5) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü 

 1 0 1ë 0 1í 0( , , ; ) ( , , ) ( , , ; );U x y z L U x y L U x y z L= +  

 2 0 2í 0( , , ; ) ( , , ; ),U x y z L U x y z L=  (9) 

ãäå U(1, 2)í(x, y, z; L0) – ñóììû ýëåìåíòàðíûõ âîëí 
íà îñíîâíîé ÷àñòîòå è ÂÃ, îáðàçîâàííûõ íà äèñ-
òàíöèè îò âõîäíîé ãðàíè äî ïðîèçâîëüíîé ïëîñêî-
ñòè z âíóòðè êðèñòàëëà è ëèíåéíî ðàñïðîñòðàíèâ-
øèõñÿ äî ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ L0. 

Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòàìè [6, 8], íàõî-
äèì äëÿ îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ è ÂÃ ñîîòâåòñòâåííî 
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ãäå 2 2 (1 )T n n= +  – êîýôôèöèåíò Ôðåíåëÿ äëÿ ïðå-
ëîìëåíèÿ íà âûõîäíîé ãðàíè êðèñòàëëà; 0Lt z= + 
( – ) ;L z n+  ïðèáëèæåííî âûïîëíÿåòñÿ n1 ≈ n2 ≡ n. 

  Ñîîòíîøåíèÿ (10), (11) îïðåäåëÿþò ðåçóëüòàò 
ëèíåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí îò ïëîñêîñòè z äî 
ïëîñêîñòè L0. Ïðè ýòîì ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî äèñòàí-

öèþ L – z ïîëÿ ïðîõîäÿò â îäíîîñíîé ñðåäå (ρ ≠ 0) 
ñ ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ n ≠ 1. 

 Ïîäñòàâëÿÿ (6)–(8) â (10), (11), äëÿ ôóíêöèé 
â ïðàâûõ ÷àñòÿõ (9) íàõîäèì 
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Ñèñòåìà óðàâíåíèé (9) è (12)–(14) äîëæíà óäîâëå-
òâîðÿòü ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì 

 1 0 1ë 0( , , 0; ) ( , , );U x y z L U x y L→ =  

 2 0( , , 0; ) 0.U x y z L→ =  (15) 

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ñèñòåìà 
óðàâíåíèé (9) ñ (12)–(14) ïðåäñòàâëÿåòñÿ íå î÷åíü 
óäîáíîé, ïîñêîëüêó ðåøåíèÿ äëÿ âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ ïîëåé òðåáóåòñÿ çíàòü è íà êàæäîé ïëîñêîñòè 
z âíóòðè êðèñòàëëà, è íà ïëîñêîñòè L0. ×òîáû óñò-
ðàíèòü ýòîò íåäîñòàòîê, íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü åùå 

îäíî ïðåîáðàçîâàíèå. Äëÿ ýòîãî íóæíî ó÷åñòü, ÷òî ïî 
êðàéíåé ìåðå â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè èìåþò 
ìåñòî íå òîëüêî «ïðÿìûå» ñîîòíîøåíèÿ (10)–(11), íî 
è «îáðàòíûå», ïîçâîëÿþùèå ïîëÿ U1, 2(x, y, z) (ò.å. íà 

ïëîñêîñòè z) âûðàçèòü ÷åðåç ôóíêöèè U1, 2(x, y, z; L0). 
Äëÿ ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â (13), (14), ýòè «îáðàò-
íûå» ñîîòíîøåíèÿ èìåþò âèä 
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Â ñïðàâåäëèâîñòè ïîêàçàííûõ «ïðÿìûõ» è «îáðàò-
íûõ» ñîîòíîøåíèé ëåãêî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿ-
ìûõ ïîäñòàíîâîê (10), (11) â (16) – (18) è (16) – (18) 
â (10), (11). 

Òåïåðü ïîäñòàâëÿåì (17) è (18) â (13), à (16) – 
äâàæäû â (14) è ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé âíîâü 
ïðèõîäèì ê óðàâíåíèÿì (9), ãäå U1ë(x, y, L0) ïî-
ïðåæíåìó îïðåäåëÿåòñÿ (12), à âìåñòî (13) è (14) 
íàõîäèì 
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Çäåñü γ = ρ(L – t). 
Ïîíÿòíî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèé (9) ñ (12) è (19), 

(20) ïî-ïðåæíåìó óäîâëåòâîðÿåò ãðàíè÷íûì óñëî-
âèÿì (15). 

 

3. Âàæíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè 
 

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ïîçâî-
ëÿþùèõ ïðèâåñòè çàäà÷ó î ÃÂÃ ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó. 
  Õîðîøî èçâåñòíî [3], ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñ-
ëîâèÿ 

 1,
m

LUσ �  

ãäå 

 1ëmax ( , , ) ,
m

U U x y z⎡ ⎤= ⎣ ⎦  0 ,z L≤ ≤  

ýôôåêòèâíîñòü ÃÂÃ áóäåò ìàëà è çàäà÷ó ìîæíî ðå-
øàòü â ïðèáëèæåíèè çàäàííîãî ïîëÿ (ÏÇÏ) îñíîâ-
íîãî èçëó÷åíèÿ. Ïîñëåäíåå, ïî îïðåäåëåíèþ, îçíà÷à-
åò, ÷òî âèä ïîëÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå ïîñëå êðèñòàë-

ëà áóäåò íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àòüñÿ îò ëèíåéíîãî ðå- 
øåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåì 

 1 0 1ë 0( , , ; ) ( , , ),U x y z L U x y L=  (21) 
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Ðàçóìååòñÿ, ê ÏÇÏ ìîæíî ïåðåéòè è â ñèñòåìå 
óðàâíåíèé (5). Îäíàêî äëÿ òîãî ÷òîáû âîñïîëüçî-
âàòüñÿ ïîëó÷åííûì ïðè ýòîì ðåøåíèåì, ôóíêöèþ 
U1ë(x, y, z) ïðèäåòñÿ îïðåäåëÿòü ðåøàòü⎡⎣  îäíîðîä-
íîå óðàâíåíèå (2)⎤⎦ îòäåëüíî äëÿ êàæäîé ïëîñêîñòè z 
âíóòðè êðèñòàëëà, ÷èñëî êîòîðûõ ìîæåò áûòü äîñ-
òàòî÷íî áîëüøèì â çàâèñèìîñòè îò æåëàåìîé òî÷íî-
ñòè âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà ïî ïðîäîëüíîé êîîðäèíà-
òå. Â ýòîì ñìûñëå (22) îêàçûâàåòñÿ çàìåòíî ïðîùå – 
âûðàæåíèå äëÿ U1ë(x, y, L0) íåîáõîäèìî çíàòü òîëü-
êî â îäíîé ïëîñêîñòè – ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ L0. 
Ðåøåíèå (22) ìîæíî ñäåëàòü åùå ïðîùå, åñëè ïî-
òðåáîâàòü, ÷òîáû äèñòàíöèÿ z0 ñòðåìèëàñü ê áåñêî-
íå÷íîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå â (22) èíòåãðàë ïî dt âû-
÷èñëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêè. Óêàçàííàÿ âîçìîæíîñòü 
ïîäðîáíî ðàññìîòðåíà â [9]. Îòìåòèì, ÷òî ïåðåõîä 
ê (22) íå èìååò íèêàêèõ ïðåèìóùåñòâ, ïî-âèäèìîìó, 
òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå – îñíîâíîå èçëó÷åíèå ÿâëÿ-
åòñÿ ãàóññîâûì ïó÷êîì, ïîñêîëüêó ïðè ýòîì âèä ëè-
íåéíîãî ïîëÿ èçâåñòåí àïðèîðíî äëÿ ëþáîé ïëîñêî-
ñòè z âíóòðè êðèñòàëëà. Èìåííî ýòî îáñòîÿòåëüñòâî 
è ïîçâîëèëî àâòîðàì [4] ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòîå ðåøåíèå, îñòàâàÿñü, ïî ñóòè äåëà, â ðàìêàõ 
óðàâíåíèé (5). 

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðèè ÃÂÃ ÿâëÿåòñÿ 
íåëèíåéíîå âçàèìîäåéñòâèå ïëîñêèõ âîëíîâûõ ïó÷-
êîâ êîíå÷íîé àïåðòóðû. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ 
U0(x, y) èç (4) íå èìååò ôàçû, çàâèñÿùåé îò ïîïå-
ðå÷íûõ êîîðäèíàò, è äèôðàêöèåé âçàèìîäåéñòâóþ-
ùèõ âîëí íà äëèíå êðèñòàëëà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. 
Ïîñëåäíåå ïðèáëèæåíèå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ïîïåðå÷-
íàÿ àïåðòóðà ïó÷êà äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî áîëü-
øîé, à äëèíà êðèñòàëëà, íàîáîðîò, äîñòàòî÷íî ìà-
ëîé. Ýòó ñèòóàöèþ è áóäåì íàçûâàòü ÃÂÃ â ïëîñêèõ 
ïó÷êàõ. Ïåðåõîä ê äàííîìó ïðèáëèæåíèþ îñóùåñò-
âëÿåòñÿ ïðèðàâíèâàíèåì íóëþ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ 
â ñèñòåìå (2), (3). ×òîáû ïðåíåáðå÷ü äèôðàêöèåé  
â óðàâíåíèÿõ (5), äîñòàòî÷íî èíòåãðàëû ïî dx è dy 
â (6)–(8) îöåíèòü àñèìïòîòè÷åñêè, èñïîëüçóÿ ìåòîä 
ñòàöèîíàðíîé ôàçû [10], â êðèòè÷åñêîé òî÷êå xk = x0, 
yk = y0. Â ðåçóëüòàòå âìåñòî (5) ïîëó÷àåì 

 1 1 0( , , ) ( , )U x y z TU x y= +  

 *

1 2
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10. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 10. 
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Ïðÿìîé ïîäñòàíîâêîé ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî (23), 
(24) òî÷íî óäîâëåòâîðÿþò (2), (3), ãäå âòîðûå ïðî-
èçâîäíûå ðàâíû íóëþ. 

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü äè-
ôðàêöèåé è â óðàâíåíèÿõ (9). Òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå 
òî÷êîé ñòàöèîíàðíîñòè áóäåò xk = yk = 0. Ïîñëå àñèì-
ïòîòè÷åñêîé îöåíêè â (19), (20) ïîëó÷àåì âìåñòî (9): 
 

 1 0 1 2 0( , , ; ) ( , )U x y z L TTU x y= +  

 *

1 0 2 0

2
0

e ( , , ; ) ( , , ; ) ,k

z

i ti U x y t L U x y t L dt
T

Δ⎛ ⎞σ
+ + γ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  (25) 

  – 2

2 0 1 0

2
0

( , , ; ) e ( – , , ; ) .k

z

i tU x y z L i U x y t L dt
T

Δ⎛ ⎞σ
= γ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  (26) 

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìû (23), (24) è (25), (26) 
äëÿ ïîëåé íà âûõîäå èç êðèñòàëëà ïðèâîäÿò ê àá-
ñîëþòíî îäèíàêîâûì ðåçóëüòàòàì. 

Åùå îäíèì ïðàêòè÷åñêè èíòåðåñíûì ñëó÷àåì 
ÿâëÿåòñÿ ÃÂÃ â öèëèíäðè÷åñêè ñôîêóñèðîâàííîì 
ïó÷êå. Ýòîò ÷àñòíûé ñëó÷àé õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, 
÷òî äèôðàêöèÿ ñ÷èòàåòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé òîëü-
êî â îäíîé èç äâóõ êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòåé – XZ 
èëè YZ. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ íàáëþäàåòñÿ, íàïðèìåð,  
â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïëîñêèé ïó÷îê ôîêóñèðóåòñÿ 
öèëèíäðè÷åñêîé ëèíçîé. Ïîêàæåì, êàê áóäóò âû-
ãëÿäåòü óðàâíåíèÿ äëÿ ÃÂÃ, åñëè îñíîâíîå èçëó÷å-
íèå ÿâëÿåòñÿ Y-ïó÷êîì – ôîêóñèðîâêà îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ â ïëîñêîñòè YZ. Ïðåíåáðåãàåì äèôðàêöèåé  
â ïëîñêîñòè XZ, äëÿ ÷åãî èíòåãðàëû ïî dx îöåíè-
âàåì àñèìïòîòè÷åñêè â êðèòè÷åñêîé òî÷êå xk = 0.  
Â ðåçóëüòàòå íåñëîæíûõ ðàñ÷åòîâ èç (9) è (19), 
(20) íàõîäèì 

 1 0 0 0 1ë 0 0 0

2
0

( , , ; ) ( , , ) e –k

z

i t

L

ik
U x y z L U x y L i

T t
Δ⎛ ⎞σ

= + ×⎜ ⎟
π⎝ ⎠ ∫  

 *

1 0 0 0

–

( ,2 , ; )U x y y t L

+∞

∞

⎡
⎢× + ×
⎢
⎣
∫  

 
2

2 0 0 0( , , ; ) exp ,
L

y
U x y y t L ik dy dt

t

⎤⎛ ⎞
⎥× + γ + ⎜ ⎟
⎥⎝ ⎠ ⎦

 (27) 

 –

2 0 0 0

2
0

( , , ; ) e k

z

i t

L

ik
U x y z L i

T t
Δ⎛ ⎞σ

= ×⎜ ⎟ π⎝ ⎠ ∫  

 1 0 0 0

–

( – , , ; )U x y y t L

+∞

∞

⎡
⎢× γ + ×
⎢
⎣
∫  

 
2

1 0 0 0( – , , ; ) exp – ,
L

y
U x y y t L ik dy dt

t

⎤⎛ ⎞
⎥× γ − ⎜ ⎟
⎥⎝ ⎠ ⎦

 (28) 

ãäå ïðè àñèìïòîòè÷åñêîì èíòåãðèðîâàíèè ïî dx èç 
(12) ïîëó÷àåì äëÿ ëèíåéíîãî ïîëÿ 

 1ë 0 0 0 1 2

0

( , , ) –
2 ( )

ik
U x y L TT

z L n
= ×

π +

 

 
2

0

0 0

0
–

( – )
( , ) exp .

2( )

y y
U x y ik dy

z L n

+∞

∞

⎡ ⎤
× ⎢ ⎥

+⎣ ⎦
∫  (29) 

Â ÏÇÏ ðåøåíèå (27) áóäåò ñîâïàäàòü ñ ëèíåé-
íûì ïîëåì (29), à âìåñòî (28) ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü 

 –

2 0 0 0

2
0

( , , ; ) e k

z

i t

L

ik
U x y z L i

T t
Δ⎛ ⎞σ

= ×⎜ ⎟ π⎝ ⎠ ∫  

 1ë 0 0 0

–

( – , , )U x y y L

+∞

∞

⎡
⎢× γ + ×
⎢
⎣
∫  

 
2

1ë 0 0 0( – , – , ) exp – .
L

y
U x y y L ik dy dt

t

⎤⎛ ⎞
⎥× γ ⎜ ⎟
⎥⎝ ⎠ ⎦

 (30) 

 

4. Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû 
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé 

 

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, 
çàïèñàííóþ â îáùåì âèäå: 

 1 1ë 1 1 2 1

0

( ) ( ), ( ), ( ) ,

z

U z U F U t U t S t dt= + ⎡ ⎤⎣ ⎦∫  (31) 

 2 2ë 2 1 2

0

( ) ( ), ( ) ,

z

U z U F U t S t dt= + ⎡ ⎤⎣ ⎦∫  (32) 

ãäå 0 ≤ z ≤ L, çàâèñèìîñòü îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäè-
íàò (x, y) âñåõ èñïîëüçîâàííûõ ôóíêöèé ïîäðàçó-
ìåâàåòñÿ, à ðåøåíèå, î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò ãðà-
íè÷íûì óñëîâèÿì 

 1 1ë( 0) ;U z U= =  2 2ë( 0) .U z U= =  (33) 

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî, êîíêðåòèçèðóÿ äîëæíûì îáðà-
çîì âèä ôóíêöèé F1, 2, S1, 2, (Uë)1, 2, êîòîðûå â îá-
ùåì ñëó÷àå, ðàçóìååòñÿ, ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè, èç 
(31)–(33) ìîæíî ïîëó÷èòü ëþáóþ èç ðàññìîòðåí-
íûõ âûøå ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. 

Çàäà÷à ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (31)–(33) 

ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ôóíêöèé U1, 2(zm) íà êîíå÷-
íîì ÷èñëå ïëîñêîñòåé 0 ≤ zm ≤ L, êîòîðûå çàäàäèì 
ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 ( –1) ,
m
z m= Δ  m = 1, 2, …, N, N + 1, .

L

N
Δ =  (34) 

Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ (34) ïëîñêîñòè ðàñïîëàãàþòñÿ 
ýêâèäèñòàíòíî, íî ýòî óñëîâèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå 
ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì. 

Èñïîëüçóÿ (34), ïðåäñòàâëÿåì ñèñòåìó (31)–(33) 
â äðóãîé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå: 

 1 1 1, 1( )k kU z U
+ +

≡ =  

 

1

1ë 1 1 2 1

1

( ), ( ), ( )

m

m

z
k

m z

U F U t U t S t dt

+

=

= + =⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∫  



 

 Íåêîòîðûå âîïðîñû îïòèìàëüíîé ôîêóñèðîâêè ïðè ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè… ×àñòü 1… 939 
 

 

1

1 1 2 11, ( ), ( ), ( ) ,

k

k

z

k

z

U F U t U t S t dt

+

= + ⎡ ⎤⎣ ⎦∫  (35) 

 

1

2 2ë 2 1 21 2, 1

1

( ) ( ), ( )

m

m

z
k

k k

m z

U z U U F U t S t dt

+

+ +

=

≡ = + =⎡ ⎤⎣ ⎦∑ ∫  

 

1

2 1 22, ( ), ( ) .

k

k

z

k

z

U F U t S t dt

+

= + ⎡ ⎤⎣ ⎦∫  (36) 

Çäåñü 1 ≤ k ≤ N, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (33) ïðèíè-
ìàþò âèä 

 1 1 1,1 1ë( 0) ,U z z U U= = ≡ =  

 2 1 2,1 2ë( 0) .U z z U U= = ≡ =  (37) 

Â èíòåãðàëàõ èç ïðàâûõ ÷àñòåé (35) è (36) äå-
ëàåì çàìåíó ïåðåìåííûõ (t → t – zk) è âìåñòî (35), 
(36) ïîëó÷àåì åùå îäíó ðåäàêöèþ ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (31), (32): 

 1 1,( )k kU z z U+ = + 

 1 1 2 1

0

( ), ( ), ( ) ,

z

k k kF U z t U z t S z t dt+ + + +⎡ ⎤⎣ ⎦∫  (38) 

   2 2 1 22,

0

( ) ( ), ( ) ,

z

k k k kU z z U F U z t S z t dt+ = + + +⎡ ⎤⎣ ⎦∫  (39) 

ãäå òåïåðü 0 ≤ z ≤ Δ, à ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïî-ïðåæ- 
íåìó èìåþò âèä (37). 

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå (38), (39) íèêàêèõ 
ïðèáëèæåíèé íå èñïîëüçîâàëîñü, â ñèëó ÷åãî óðàâ-
íåíèÿ (31), (32) è (38), (39) îòëè÷àþòñÿ òîëüêî 
âíåøíèì âèäîì. 

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåâðàòèòü (38), (39) â èñêî-
ìîå ðåøåíèå, ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ 

 1 1( ) ( )k kU z z U z+ ≈   (40) 

(ïî-ïðåæíåìó 0 ≤ z ≤ Δ, à 1 ≤ k ≤ N). 
Ïðè ýòîì èç (38), (39) íàõîäèì 

 2 2 1 22,

0

( ) ( ), ( ) ,

z

k k k kU z z U F U z S z t dt+ = + +⎡ ⎤⎣ ⎦∫  (41) 

 1 1, 1( )k kU z U
+

+ Δ = =  

 1 1 2 11,

0

( ), ( ), ( ) .k k k kU F U z U z t S z t dt

Δ

= + + +⎡ ⎤⎣ ⎦∫  (42) 

Â îòëè÷èå îò (31), (32) èëè (38), (39), âûðàæåíèÿ 
(41), (42) ÿâëÿþòñÿ óæå ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì 
ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïðåäñòàâëåííûì â âèäå ðåêóð-
ðåíòíûõ ôîðìóë, àëãîðèòì èñïîëüçîâàíèÿ êîòîðûõ 
âûãëÿäèò ñîâåðøåííî ïîíÿòíûì. 

Ïîëàãàåì â (41), (42) k = 1. Ïîñêîëüêó â ñèëó 
(37) ôóíêöèè U1, 1 è U2, 1 ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè, òî 
ïðàâàÿ ÷àñòü (41) îêàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëåí-
íîé. Ýòî, âî-ïåðâûõ, ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííî-

ãî èíòåãðèðîâàíèÿ íàéòè çíà÷åíèå U2, 2. Âî-âòîðûõ, 
âîñïîëüçîâàâøèñü (41) ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî íåîá-
õîäèìî äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà â (42), ïîëíîñòüþ 
îïðåäåëÿåì ïðàâóþ ÷àñòü (42) è íàõîäèì çíà÷åíèå 

U1, 2. Çàòåì èñïîëüçóåì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ U1, 2  
è U2, 2 â êà÷åñòâå íîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è ïî 
óêàçàííîé ñõåìå íàõîäèì U1, 3 è U2, 3. Ïîâòîðèâ ýòîò 
ïðîöåññ N ðàç, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (31), 
(32) äëÿ ïîëåé íà âûõîäå èç êðèñòàëëà. 

Ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå óñëîâèÿ (40), áëàãîäà-
ðÿ êîòîðîìó è ïîëó÷àåòñÿ ðåøåíèå (41), (42), ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî ïîíÿòíûì. Îíî óòâåðæäàåò, 
÷òî ïðîöåññ íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí íà äèñ-
òàíöèè îò zk äî zk + 1 äîïóñòèìî ðàññìàòðèâàòü â ïðè-
áëèæåíèè çàäàííîãî ïîëÿ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îôîðì-
ëåíèå ýòîé âîçìîæíîñòè èìååò âèä 

 ( )1, 1.kUμ ≡ σΔ �  (43) 

Èìåííî â ñèëó (43) ìîæíî ïðèáëèæåííî èñïîëüçî-
âàòü 

 2 3
1 1 2 31 1,( ) ( )k kU z U V V V

+
= + μ + μ + μ + ≡…  

 11 , 1 1, 1 , 1( ) ,T k k P kU U V U
+ +

≡ ≈ + μ ≡  (44) 

 2 3
2 1 2 31 2,( ) ( )k kU z U W W W

+
= + μ + μ + μ + ≡…  

 12 , 1 2, 2 , 1( ) ,T k k P kU U W U
+ +

≡ ≈ + μ ≡  (45) 

ãäå ÿâíûé âèä ôóíêöèé Vm è Wm ëåãêî íàéòè èç 

(35), (36). 
Èñïîëüçîâàíèå ïðèáëèæåíèé (44), (45) ïðèâî-

äèò ê òîìó, ÷òî âåëè÷èíû ïîëåé U1(zk + 1) è U2(zk + 1) 
îêàçûâàþòñÿ îïðåäåëåííûìè ñ îøèáêàìè o1, k + 1  
è o2, k + 1, êîòîðûå ìîæíî îöåíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 
1 , 1 1 , 1

1, 1

1 , 1

–P k T k

k

P k

U U
o

U

+ +

+

+

= ≈  

 2 , 1 2 , 1 2 2
2, 1 1

2 , 1

–

.

P k T k

k k

P k

U U
o

U

+ +

+ +

+

≈ = ≈ μ ≡ μ  (46) 

Ïîñêîëüêó âåñü ðåêóððåíòíûé ïðîöåññ (41), (42) 

ñîñòîèò èç N  øàãîâ, òî äëÿ ñóììàðíîé îøèáêè Î 
íàõîäèì, ó÷èòûâàÿ (34): 

 ( )
22 2

1

1

N

m mk

k

O N N U
+

=

= μ ≤ μ = σΔ =∑  

 
( )

2 2

,

mm
LULU

N
N N

σσ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (47) 

ãäå äëÿ ëþáûõ k μm – ýòî ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà (46),  
à Um – ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèé U1(zk). 

Âûðàæåíèå (47) ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå â òîì ñëó- 
÷àå, êîãäà ÏÇÏ çàâåäîìî íåïðèìåíèìî ( )( )1 ,

m
LUσ �  

âåëè÷èíó N ìîæíî âûáðàòü íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òî-
áû îøèáêà îò èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøå-
íèÿ (41), (42) îêàçàëàñü, âîîáùå ãîâîðÿ, ñêîëüêî 

óãîäíî ìàëîé. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîçâîëÿåò ñäå-
ëàòü ïðèíöèïèàëüíîå çàìå÷àíèå: ðåøåíèå (41), (42) 

10.* 
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ñëåäóåò ñ÷èòàòü àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì (ïðè N → ∞) 
ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé (31), (32). Àíàëîãè÷-
íûé ðåçóëüòàò, íî äëÿ óðàâíåíèé (5)–(8), ïðèâåäåí 
â [11]. 

Îòìåòèì, ÷òî åñëè âìåñòî (40) âûïîëíÿåòñÿ 
U1(zk + z) ≈ U1(z1) = U1ë, òî âûðàæåíèå (41) áóäåò 
ðåøåíèåì äëÿ âîëíû ÂÃ â ÏÇÏ, ñïðàâåäëèâûì äëÿ 
ëþáîé äèñòàíöèè íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Âû-
ðàæåíèå (42) ïðè ýòîì îïðåäåëèò ïåðâîå ïðèáëè-
æåíèå äëÿ ïîëÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå. Àíàëîãè÷íûé 
ðåçóëüòàò «àâòîìàòè÷åñêè» ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â (41), 
(42) ïîëîæèòü N = 1. 

Êîíêðåòèçèðóåì âèä ðåøåíèÿ (41), (42) äëÿ ÃÂÃ 

â Y-ïó÷êå, ò.å. äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (27)–(29). 
×òîáû èñêëþ÷èòü áûñòðî îñöèëëèðóþùèå ôóíê-
öèè, çàòðóäíÿþùèå ïðèìåíåíèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ, 
ðåøåíèå (27), (28) áóäåì èñêàòü â âèäå 

   
2

1,2 0 1,2 0 1,2( , , ; ) ( , , ; ) exp ,
2 y

y
U x y z L A x y z L ik

R

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (48) 

ãäå 1 ,k k c= = ω  k2 = 2k; ðàäèóñ Ry íàõîäèòñÿ èç 

ðåøåíèÿ «ëèíåéíîé» çàäà÷è, êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåì 
àíàëîãè÷íûì îáðàçîì: 

 
2

1ë 0 1ë 0 1( , , ) ( , , ) exp .
2 y

y
U x y L A x y L ik

R

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (49) 

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ îáîçíà÷åííîãî ñëó÷àÿ ðå-
êóððåíòíûå ôîðìóëû (41), (42) ïðèíèìàþò âèä 

 2 0 0 0 2 0 0 0( , , ; ) ( , , ; )k kA x y z z L A x y z L+ = +  

 
2

0
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 1 0 0 0 1 0 0 0

–

( – , , ; ) ( – , – , ; )k kA x y y z L A x y y z L

+∞

∞

⎡
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Çàêëþ÷åíèå 
 

Ïðåäñòàâëåííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðåøåíèÿ 
òðåáóþò äåòàëüíûõ ïðîâåðîê. Èññëåäîâàíèÿ â ýòîì 
íàïðàâëåíèè ïðîâîäèëèñü, è íåêîòîðûå íàèáîëåå 
ïðèíöèïèàëüíûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû âî âòî-
ðîé ÷àñòè ñòàòüè. 
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V.O. Troitskii. Some questions of optimal focusing during second harmonics generation in nonlinear 
crystals. Part 1. Mathematical apparatus. 

The problem of second harmonics generation (SHG) of monochromatic spatially coherent paraxial radia-
tion in homogeneous quadratic nonlinear uniaxial crystals is considered theoretically. It is assumed that the laser 
radiation is focused into a crystal by two crossed cylindrical lenses with different focal lengths. The aim of this 
study is to find dependences of optical focusing parameters on the primary radiation power. The work consists 
of two parts. Part 1 describes the mathematical apparatus required for the study. It is suggested to transform  
a set of nonlinear wave equations to a form, more convenient for further use. Some important particular cases 
are considered. An asymptotically exact analytical solution of the SHG problem is presented. 
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