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Èññëåäîâàíû àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé äëÿ äèñêðåòíî-

íåïðåðûâíîãî îñðåäíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî êîíå÷íîìó âðåìåíè îòêëèêà èçìåðèòåëÿ. Ïðè òàêîì îñðåäíå-
íèè, îáû÷íî ðåàëèçóþùåìñÿ íà ïðàêòèêå, ëþáàÿ äèñêðåòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýìïèðè÷åñêèõ çíà÷åíèé 
ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî îñðåäíåííîé ïî íåêîòîðîìó èíòåðâàëó èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà. Ïîëó-
÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äèñïåðñèè îòêëîíåíèÿ ñðåäíåãî ïî âðåìåíè îò ñðåäíåãî ïî àíñàìáëþ 
(îáîáùåíèÿ ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû Òåéëîðà), îáåñïå÷èâàþùèå ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî 
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè çàâèñèò îò èíòåãðàëüíûõ ìàñøòàáîâ êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè, êîòîðûå îïðåäå-
ëÿþòñÿ òèïîì îñðåäíåíèÿ, ôàêòè÷åñêè ðàçëè÷àÿñü äëÿ íåïðåðûâíîãî, äèñêðåòíîãî è äèñêðåòíî-
íåïðåðûâíîãî îñðåäíåíèÿ. Óñòàíîâëåíû ñâÿçè ìåæäó ìàñøòàáàìè. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîð-
ðåëÿöèîííûå ôóíêöèè íåîñðåäíåííîãî è ÷àñòè÷íî îñðåäíåííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññîâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî 
ôóíêöèþ êîððåëÿöèè íåîñðåäíåííîãî ïðîöåññà ìîæíî óäîâëåòâîðèòåëüíî âîññòàíàâëèâàòü èç ÷àñòè÷íî îñ-
ðåäíåííûõ äàííûõ, äàæå ïðè áîëüøèõ èíòåðâàëàõ ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ñëó÷àéíûå ôóíêöèè, îñðåäíåíèå, ýðãîäè÷åñêàÿ òåî-
ðåìà; statistical characteristics, random functions, averaging, the ergodic theorem. 

 

Ââåäåíèå 

Àêòóàëüíîé ïðîáëåìîé íàñòîÿùåãî âðåìåíè 
ÿâëÿþòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ è âûâîä îñíîâíûõ 
òåîðåòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ 
îáåñïå÷åíèÿ èçìåðåíèé õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíòíî-
ñòè ïî íàáëþäåíèÿì äðîæàíèÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ 
èçîáðàæåíèé ñ áîðòà äâèæóùåãîñÿ íîñèòåëÿ (ëåòÿ-
ùåãî ñàìîëåòà). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü 
íåêîòîðûå àñïåêòû ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ 
òèïîâ îñðåäíåíèÿ, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ íà ïðàê-
òèêå. Èçâåñòíûå ìåòîäû íå ïîçâîëÿþò ðåãèñòðèðî-
âàòü èíòåãðàëüíîå çíà÷åíèå èíòåíñèâíîñòè òóðáó-
ëåíòíîñòè (èíòåãðàë âäîëü îïòè÷åñêîé òðàññû îò 
ñòðóêòóðíîé õàðàêòåðèñòèêè ôëóêòóàöèé ïîêàçàòå-

ëÿ ïðåëîìëåíèÿ 2).
n

C  

Â êà÷åñòâå ðåãèñòðèðóþùèõ óñòðîéñòâ ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü äâà òèïà îïòè÷åñêèõ ïðèåìíè-
êîâ: ìîíîñòàòè÷åñêèé è áèñòàòè÷åñêèé (èëè äèôôå-
ðåíöèàëüíûé). Ìîíîñòàòè÷åñêèé ïðèåìíèê ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé îáû÷íûé ïðèåìíûé òåëåñêîï, â ôîêóñå 
êîòîðîãî ôîðìèðóåòñÿ èçîáðàæåíèå àñòðîíîìè÷åñêîãî 
èñòî÷íèêà. Ïðè èçìåðåíèÿõ äðîæàíèÿ èçîáðàæåíèé 
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âûõîäíîé ñèãíàë ìîíîñòàòè÷åñêîãî ïðèåìíèêà ïðî-
ïîðöèîíàëåí ñìåùåíèþ èçîáðàæåíèÿ â ôîêàëüíîé 
ïëîñêîñòè òåëåñêîïà. Áèñòàòè÷åñêèé ôîòîïðèåìíèê 
ñîñòîèò èç äâóõ ìîíîñòàòè÷åñêèõ êàíàëîâ, ðàçíåñåí-
íûõ â ïîïåðå÷íîé ê îïòè÷åñêîé òðàññå ïëîñêîñòè.  
Â êàæäîì ïðèåìíîì êàíàëå èçìåðÿþòñÿ ñëó÷àéíûå 
êîîðäèíàòû èçîáðàæåíèé àñòðîíîìè÷åñêèõ èñòî÷íè-
êîâ. Âîçìîæíà ñèòóàöèÿ, êîãäà îáà êàíàëà íàñòðîåíû 
íà îäèí èñòî÷íèê. Â áèñòàòè÷åñêîì (äèôôåðåíöè-
àëüíîì) ïðèåìíèêå ñèãíàë ïðîïîðöèîíàëåí ðàçíîñòè 
ñìåùåíèé èçîáðàæåíèé, êîòîðûå âîçíèêàþò â êàæ-
äîì ìîíîñòàòè÷åñêîì ïðèåìíèêå. Â îòëè÷èå îò ìî-
íîñòàòè÷åñêîãî ïðèåìíèêà äèôôåðåíöèàëüíûé ïðè-
åìíèê ïîäàâëÿåò íèçêèå ïðîñòðàíñòâåííûå ÷àñòîòû 
(ìåíåå âåëè÷èíû, îáðàòíîé ê ïîïåðå÷íîìó ðàçíîñó 
îáîèõ êàíàëîâ). Âñëåäñòâèå ýòîãî èçìåðåíèÿ óñòîé-
÷èâû ê îøèáêàì, ñâÿçàííûì ñ âèáðàöèÿìè ñàìîëåòà. 
 Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ðàçäåëåíà íà äâå ÷àñòè. Â ïåð-
âîé ÷àñòè äîêàçàíû îñíîâíûå ýðãîäè÷åñêèå òåîðåìû, 
ïîçâîëÿþùèå ïðèìåíÿòü íà ïðàêòèêå ïðèåìíèêè  
ñ êîíå÷íûì âðåìåíåì îòêëèêà (ñ äèñêðåòíî-íåïðåðûâ-
íûì îñðåäíåíèåì èñõîäíûõ äàííûõ). Ýòè òåîðåìû 
îáîáùàþò ýðãîäè÷åñêóþ òåîðåìó Òåéëîðà è äàþò 
îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè âðåìåííûõ ñðåäíèõ  
ê ñðåäíåìó ïî àíñàìáëþ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñêîðîñòü 
ñõîäèìîñòè çàâèñèò îò èíòåãðàëüíûõ ìàñøòàáîâ 
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êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè (ðàçíûõ äëÿ êàæ-
äîãî òèïà îñðåäíåíèÿ). Óñòàíîâëåíî, ÷òî ôóíêöèþ 
êîððåëÿöèè íåîñðåäíåííîãî ïðîöåññà ìîæíî óäîâ-
ëåòâîðèòåëüíî âîññòàíàâëèâàòü èç ÷àñòè÷íî îñðåä-
íåííûõ äàííûõ, äàæå ïðè áîëüøîì âðåìåíè îòêëè-
êà èñïîëüçóåìîé àïïàðàòóðû. 

Âî âòîðîé ÷àñòè ïðèâåäåíû îñíîâíûå òåîðåòè-
÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ, íåîáõîäèìûå â ìåòîäå èçìåðå-
íèÿ õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíòíîñòè ïî íàáëþäåíèÿì 
äðîæàíèÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ èçîáðàæåíèé ñ áîðòà 
ëåòÿùåãî ñàìîëåòà, è âûïîëíåíî ïîñëåäîâàòåëüíîå 
ñðàâíåíèå ìîíîñòàòè÷åñêîãî è äèôôåðåíöèàëüíîãî 
ïðèåìíèêîâ. 

1. Äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîå 

îñðåäíåíèå â ýðãîäè÷åñêîé  

òåîðåìå Òåéëîðà  

Êàê èçâåñòíî, äëÿ èçìåðåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ 
õàðàêòåðèñòèê íóæíî âûïîëíèòü îñðåäíåíèå ïî àí-
ñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà. Äëÿ ýòîãî 
íåîáõîäèìî èìåòü äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ñîâîêóï-
íîñòü ðåàëèçàöèé, ïîëó÷åííûõ â îäèíàêîâûõ óñëî-
âèÿõ. Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, ïîëó÷èòü òàêóþ ñîâî-
êóïíîñòü ñëîæíî. Ïîýòîìó îñðåäíèòü ïî àíñàìáëþ 
÷àùå âñåãî íå óäàåòñÿ. Íà ïðàêòèêå ñòàòèñòè÷åñêèå 
õàðàêòåðèñòèêè ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé îáû÷íî ïîëó-
÷àþò îñðåäíåíèåì ïî íåêîòîðîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ 
àðãóìåíòà (ïî âðåìåíè) – â ïðåäåëàõ îäíîé ðåàëè-
çàöèè. ×òîáû âûïîëíèòü òàêîå îñðåäíåíèå, ìîæíî 
èñïîëüçîâàòü ýðãîäè÷åñêóþ òåîðåìó Òåéëîðà [1].  

Ýðãîäè÷åñêóþ òåîðåìó Òåéëîðà ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê îäíó èç ïðåäåëüíûõ òåîðåì ìàòåìà-
òè÷åñêîé ñòàòèñòèêè (ñì. [2, 3]). Ñ óâåëè÷åíèåì 
ðàçìåðà âûáîðêè ýìïèðè÷åñêîå ñðåäíåå ïî âðåìåíè 
ñõîäèòñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ê ñðåäíåìó ïî àíñàìáëþ 
(áîëåå ñòðîãî, ñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ áóäåò ýðãîäè-
÷åñêèì, åñëè âåðîÿòíîñòü êàæäîãî ñòàöèîíàðíîãî 
åãî ïîäìíîæåñòâà ðàâíà 0 èëè 1). Â òî æå âðåìÿ 
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè çàâèñèò îò èñïîëüçóåìîãî òèïà 
îñðåäíåíèÿ. Îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ïðåä-
ñòàâëÿþò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ. Â îñîáåííîñòè îíè 
íåîáõîäèìû ïðè èñïîëüçîâàíèè ýðãîäè÷åñêîé òåî-
ðåìû äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñ ìàëûì âðåìåíåì 
êîððåëÿöèè. Òàêèìè ïðîöåññàìè îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ 
ïðîöåññû ñî ñëàáîé ïàìÿòüþ î ïðåäûñòîðèè (èëè  
ñ ïîëíûì îòñóòñòâèåì òàêîé ïàìÿòè), íàïðèìåð ìàð-
êîâñêèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííûå, áðîóíîâñêèå è ò.ä.  
 Ïóñòü u(t) – ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ (ñëó÷àéíûé 
ïðîöåññ), äëÿ êîòîðîé ìû õîòèì ïîëó÷èòü ñðåäíåå 
çíà÷åíèå ïóòåì îñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè. Ïîä u ìû 
ìîæåì ïîäðàçóìåâàòü êàê ñàìó ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ 
f(t), òàê è åå êâàäðàò, ïðîèçâåäåíèå f(t) f(t + τ) ïðè 
ôèêñèðîâàííîì ñäâèãå τ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî u(t) – 
äåéñòâèòåëüíûé ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ  
ñ èçâåñòíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé âèäà 

 Bu(t1 − t2) = < [u(t1) − < u >] [u(t2) − < u >] >. 

Âñëåäñòâèå ñòàöèîíàðíîñòè ñðåäíåå çíà÷åíèå 
ôóíêöèè u(t) ïî àíñàìáëþ ïîñòîÿííî, < u > = const, 

à êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïðî-
öåññà ÷åòíà, ò.å. Bu(– t) = Bu (t). 

Äàëåå ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âîçìîæíûå òèïû 
îñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè. 

 1.1. Íåïðåðûâíîå îñðåäíåíèå  
çà èíòåðâàë èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà 

äëèíîé Ò 

Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà t ñðåäíåå ïî 
âðåìåíè çíà÷åíèå Cu  ñëó÷àéíîé ôóíêöèè u(t) çà 
èíòåðâàë Ò ïðè íåïðåðûâíîì îñðåäíåíèè îáû÷íî 
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé 
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( ) ( ) .

T
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T

= τ + τ∫   (1) 

Ýòà âåëè÷èíà, òàê æå êàê è u, ÿâëÿåòñÿ ñëó-
÷àéíîé. Ïðè ïîâòîðíîì îïðåäåëåíèè u  ïî ðàçëè÷-
íûì ó÷àñòêàì àðãóìåíòà ôóíêöèè u(t) â îáùåì 
ñëó÷àå áóäóò ïîëó÷àòüñÿ îòëè÷àþùèåñÿ çíà÷åíèÿ 
íåïðåðûâíîãî ñðåäíåãî ( ).Cu t  Ñõåìà íåïðåðûâíîãî 
îñðåäíåíèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ âå-
ëè÷èíà ( ),Cu t  ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1. 

 

 
Ðèñ. 1. Ñõåìû ïðîöåññîâ îñðåäíåíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè 
u(t) (ñõåìû ïîëó÷åíèÿ îñðåäíåííûõ âåëè÷èí): a – íåïðå-
ðûâíîå îñðåäíåíèå; á – äèñêðåòíîå îñðåäíåíèå; â – äèñ- 
 êðåòíî-íåïðåðûâíîå îñðåäíåíèå 

1.2. Äèñêðåòíîå îñðåäíåíèå çà èíòåðâàë 
èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà äëèíîé Ò 

Âðåìåííîé èíòåðâàë Ò ðàçáèâàåòñÿ íà N ó÷à-
ñòêîâ, èìåþùèõ äëèíó ΔÒ, òàêèõ ÷òî Ò = NΔÒ. 
Äèñêðåòíîå îñðåäíåíèå ïî âðåìåíè îáû÷íî îïðåäå-
ëÿåòñÿ â âèäå ñðåäíåãî àðèôìåòè÷åñêîãî çíà÷åíèé 
ôóíêöèè u (nΔÒ), n = 0, 1, …, N − 1, íà íà÷àëüíûõ 
ãðàíèöàõ êàæäîãî èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè ΔÒ 
(äëÿ äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé àð-
ãóìåíòà): 
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 Ìåòîä èçìåðåíèÿ õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíòíîñòè… ×àñòü 1. Îñíîâíûå ýðãîäè÷åñêèå òåîðåìû 681 
 

Äèñêðåòíîå ñðåäíåå ( )Du t  îò ñëó÷àéíîé ôóíêöèè 
u(t), òàê æå êàê è u, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì. Â ñâÿçè 
ñ áûñòðûì ðàçâèòèåì öèôðîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ 
ñðåäñòâ íà ïðàêòèêå îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ äèñêðåò-
íîå îñðåäíåíèå. Ñõåìà äèñêðåòíîãî îñðåäíåíèÿ,  
â ðåçóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ âåëè÷èíà ( ),Du t  
ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1. 

1.3. Äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîå îñðåäíåíèå 
çà èíòåðâàë èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà 
äëèíîé Ò (÷àñòè÷íîå íåïðåðûâíîå 

îñðåäíåíèå êàæäîãî çíà÷åíèÿ 
äèñêðåòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) 

Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî îñðåäíå-
íèÿ, âðåìåííîé èíòåðâàë Ò ðàçáèâàåòñÿ íà N ó÷à-
ñòêîâ, èìåþùèõ äëèíó ΔÒ, òàêèõ ÷òî Ò = NΔÒ. 
Îäíàêî âìåñòî òî÷å÷íûõ çíà÷åíèé ôóíêöèè u(nΔÒ) 
ðàññìàòðèâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè u(t) íà íà-
÷àëüíûõ ãðàíèöàõ êàæäîãî èíòåðâàëà, ïðåäâàðè-
òåëüíî íåïðåðûâíî îñðåäíåííûå ïî âðåìåíè çà íå-
êîòîðûé èíòåðâàë Δt, ìåíüøèé ÷åì ΔÒ, Δt ≤ ΔÒ. 
Òîãäà äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîå ñðåäíåå ( )DCu t  îò ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèè u(t), â ñîîòâåòñòâèè ñ âûðàæåíèÿ-
ìè (2) è (3), ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 

1

0

1

0 0

1 1
( ) ( )

1 1
( ).

n T tN

DC

n n T

tN

n

u t u t d
N t

dt u t n T t
N t

Δ +Δ−

= Δ

Δ−

=

= τ + τ =
Δ

′ ′= + Δ +
Δ

∑ ∫

∑ ∫

 

(3)

 

Êàê âèäíî èç âûðàæåíèé (2) è (3), äèñêðåòíî-
íåïðåðûâíîå îñðåäíåíèå ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà u(t) 
îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì îñðåäíåíèåì 
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà f(t). Ýòîò ïðîöåññ f(t) ìîæíî 
îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

0

2

0 0

1 1
( ) ( ) ( ),

1
( ) ( ) ( ) ( ).

( )

t t t

t

t t

uf

f t d u d u t
t t

B f t f t dx dx B x x
t

+Δ Δ

Δ Δ

= τ τ = τ τ+
Δ Δ

′ ′′ ′ ′′τ = + τ = − − τ
Δ

∫ ∫

∫ ∫

  

Ñëåäîâàòåëüíî, òîãäà 

 
1

0

1
( ) ( ).

N

DC

n

u t f n T t
N

−

=

= Δ +∑  

Ïðîöåññ f(t) ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ÷àñòè÷íîãî îñ-
ðåäíåíèÿ (íà äëèíå Δt) ïðîöåññà u(t). 

Äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîå îñðåäíåíèå ÿâëÿåòñÿ 
áîëåå îáùèì ïîíÿòèåì, ÷åì äèñêðåòíîå èëè íåïðå-
ðûâíîå. Òàê êàê äëèíà èíòåðâàëà íåïðåðûâíîãî 
îñðåäíåíèÿ ìåíüøå äëèíû äèñêðåòèçàöèè ΔÒ, òî 
ïðè Δt → ΔÒ èç âûðàæåíèÿ (4) ïîëó÷àåì îïðåäåëå-
íèå íåïðåðûâíîãî ñðåäíåãî (1), à ïðè Δt → 0 − îï-
ðåäåëåíèå äèñêðåòíîãî ñðåäíåãî (2). Äèñêðåòíî-
íåïðåðûâíîå ñðåäíåå ( )DCu t  îò ñëó÷àéíîé ôóíê-
öèè u(t), òàê æå êàê è u, ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì. 

Ñõåìà äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîãî îñðåäíåíèÿ, â ðå-
çóëüòàòå êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ âåëè÷èíà ( ),DCu t  
ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1. 

Íà ïðàêòèêå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ 
õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé îáû÷íî ïðèìå-
íÿåòñÿ äèñêðåòíîå îñðåäíåíèå. Â òî æå âðåìÿ íåîá-
õîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ëþáàÿ äèñêðåòíàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü ýìïèðè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé 
ôóíêöèè u(nΔÒ) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî îñðåäíåííîé ïî 
íåêîòîðîìó âðåìåííîìó èíòåðâàëó Δt. ßñíî, ÷òî 
åñëè äëèíà èíòåðâàëà ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ Δt íå 
ïðåâûøàåò õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ ôóíêöèè u(t) 
(íàïðèìåð, ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà èëè âðåìåíè 
êîððåëÿöèè), òî âëèÿíèåì ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ 
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé òðå-
áóåò äîïîëíèòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Ïðè áîëüøèõ 
èíòåðâàëàõ ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ 
ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåîáõîäèìî ðåøèòü 
çàäà÷ó èõ âîññòàíîâëåíèÿ èç ñèëüíî îñðåäíåííûõ 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. ×àùå âñåãî òàêèå çà-
äà÷è ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü â ñëó÷àå ïðîöåññîâ ñ ìà-
ëûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè, êîãäà (âñëåäñòâèå íå-
äîñòàòî÷íîãî ðàçðåøåíèÿ àïïàðàòóðû, ñî âðåìåíåì 
îòêëèêà Δt) òðóäíî ïîëó÷èòü òî÷íîå çíà÷åíèå ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷å÷íîìó äèñ-
êðåòíîìó àðãóìåíòó. Îòìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèÿõ 
(1)–(4) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü öåíòðèðîâàííûå ñëó-
÷àéíûå ôóíêöèè u(t) − < u >. 

2. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà Òåéëîðà  

äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ îñðåäíåíèÿ 

Â ýòîì ðàçäåëå ïðåæäå âñåãî äàäèì ôîðìóëè-
ðîâêè ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû äëÿ ðàññìîòðåííûõ 
òèïîâ îñðåäíåíèÿ. Äëÿ íåïðåðûâíîãî è äèñêðåòíîãî 
îñðåäíåíèé ýòè äîêàçàòåëüñòâà èçâåñòíû. Îíè ïðè-
âîäÿòñÿ çäåñü äëÿ ñâÿçíîñòè èçëîæåíèÿ è êàê îñíî-
âà (àíàëîãèÿ) äëÿ ïîñëåäóþùåãî äîêàçàòåëüñòâà 
ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå 
äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîãî îñðåäíåíèÿ. Â îáùåì ñëó-
÷àå ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà ñâîäèòñÿ ê îöåíêàì ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè äèñïåðñèè îòêëîíåíèÿ ñðåäíåãî 
çíà÷åíèÿ ïî âðåìåíè îò ñðåäíåãî ïî àíñàìáëþ. Èç 
ñõîäèìîñòè òàêîé äèñïåðñèè ê íóëþ ïðè óâåëè÷å-
íèè èíòåðâàëà îñðåäíåíèÿ Ò ñëåäóåò ñõîäèìîñòü  
â ñðåäíåì, êîòîðàÿ âëå÷åò çà ñîáîé ñõîäèìîñòü ïî 
âåðîÿòíîñòè.  

2.1. Íåïðåðûâíîå îñðåäíåíèå 

Ðàññìîòðèì ñðåäíèé êâàäðàò ðàçíîñòè ìåæäó 
íåïðåðûâíûì ñðåäíèì ïî âðåìåíè ( )Cu t  è ñðåäíèì 
ïî àíñàìáëþ < u >: 

 2 2| [ ( ) ] .u C Cu t uσ = < − < > >  (5) 

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ ,Cu  ïîëó÷èì  

 2

1 2 1 22 2

0 0 0 0

1 1
| ( ) ( ) .

T T T t

u C u uB t t dt dt dt B d
T T

σ = − = τ τ∫∫ ∫ ∫  (6) 

(4)

9. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 8. 



682 Íîñîâ Â.Â., Ëóêèí Â.Ï. 

 

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ  
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áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå  

 2lim | 0u C
T→∞

σ =  (8) 

(ñì. [1, 4, 5]). Äåéñòâèòåëüíî, èç (7) ñëåäóåò, ÷òî 
äëÿ ëþáîãî δ/2 > 0 íàéäåòñÿ òàêîå T0, ïðè êîòîðîì  
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δ
τ τ <∫  ïðè 0.t T>  

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî t èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî  
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Èíòåãðèðóÿ ýòî íåðàâåíñòâî â ïðåäåëàõ (0, Ò), ãäå 
Ò > Ò0, ïîëó÷èì  

 
2

2 20

0

0 0

(0)
( ) ( ).

2 4

T t

u

u

B T
dt B d T T

δ
τ τ ≤ + −∫ ∫  

Åñëè 0 2 (0)/ ,
u

T T B> δ  òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðà-
âîé ÷àñòè íå ïðåâûøàåò âòîðîãî, à èõ ñóììà (êàê  
è ñóììà âñåõ òðåõ ñëàãàåìûõ) íå áîëüøå δ T2/2. 
Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî  

 2

0 0

( ) ,
2

T t

udt B d T
δ

τ τ ≤∫ ∫  

èç êîòîðîãî, ñ ó÷åòîì (6), âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå 
(8). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (7) îáåñïå÷èâàåò âîç-
ìîæíîñòü çàìåíû ñòàòèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ íà ñðåä-
íèå ïî âðåìåíè.  

Åñëè ñóùåñòâóåò èíòåãðàë îò êîððåëÿöèîííîé 
ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèé èíòåãðàëüíûé ìàñøòàá 
êîððåëÿöèè rÑ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè u(t) ïðè íåïðå-
ðûâíîì îñðåäíåíèè (íåïðåðûâíûé ìàñøòàá rÑ):  

 

0

1
( ) ,

(0)
C u

u

r B d
B

∞

= τ τ < ∞∫  (10) 

òî óñëîâèå (7) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå 
ìîæíî äàòü ïðîñòóþ îöåíêó äèñïåðñèè îòêëîíåíèÿ 
ñðåäíåãî ïî âðåìåíè îò ñðåäíåãî ïî àíñàìáëþ. 
Ïðîèçâîäÿ â âûðàæåíèè äëÿ 2

u
σ

 çàìåíó ïîðÿäêà 
èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì t è τ, à òàêæå âû-
ïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî t, ïîëó÷èì  

 2

0

2
| 1 ( ) .

T

u C uB d
T T

τ⎛ ⎞
σ = − τ τ⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  (11) 

Åñëè Ò � rÑ, òî âòîðûì ñëàãàåìûì â ñêîáêàõ ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, à èíòåãðàë 
îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî âûðàçèòü ÷åðåç rÑ. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó  

 2 2 (0)
| .u C

u C

B r

T
σ ≈  (12) 

Ýòîé ôîðìóëîé óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âûáîðà 
íåîáõîäèìîãî èíòåðâàëà îñðåäíåíèÿ, èñõîäÿ èç 
çàäàííîé òî÷íîñòè.  

Îöåíêè âåëè÷èíû íåïðåðûâíîãî ìàñøòàáà rÑ, 
ïðèñóòñòâóþùåãî â (12), íà ïðàêòèêå îáû÷íî íå 
âûçûâàþò áîëüøèõ çàòðóäíåíèé. Äëÿ àòìîñôåðíûõ 
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ íåïðåðûâíûé èíòåãðàëüíûé 
ïðîñòðàíñòâåííûé ìàñøòàá êîððåëÿöèè, êàê ïðàâè-
ëî, ñîâïàäàåò ñ âíåøíèì ìàñøòàáîì òóðáóëåíòíîñòè. 
Âðåìåííîé æå íåïðåðûâíûé èíòåãðàëüíûé ìàñøòàá 
rÑ åñòü ðåçóëüòàò äåëåíèÿ âíåøíåãî ìàñøòàáà íà 
ñðåäíþþ ñêîðîñòü âåòðà (òå÷åíèÿ). Ìåòîäû îöåíêè 
ðàçìåðîâ âíåøíåãî ìàñøòàáà òóðáóëåíòíîñòè äàåò, 
íàïðèìåð, òåîðèÿ ïîäîáèÿ Ìîíèíà–Îáóõîâà [4, 5]. 
Ðàçëè÷íûå ìåòîäû èçìåðåíèé âíåøíåãî ìàñøòàáà 
ðàññìîòðåíû òàêæå â íàøèõ ðàáîòàõ [6−10]. Îöåí-
êó âíåøíåãî ìàñøòàáà [è ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâ-
íîãî ìàñøòàáà rÑ â ôîðìóëå (12)] ìîæíî äàòü òàê-
æå ïóòåì èçìåðåíèÿ ýôôåêòèâíîãî âíåøíåãî ìàñ-
øòàáà òóðáóëåíòíîñòè äëÿ àòìîñôåðû â öåëîì [6].  
 Ôîðìóëà (12) áûëà ïîëó÷åíà Òåéëîðîì [1] ïðè 
ïîñòðîåíèè òåîðèè òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè. Ýòà 
ôîðìóëà, âïåðâûå óñòàíîâëåííàÿ äëÿ íåïðåðûâíîãî 
îñðåäíåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé ýðãîäè÷åñêîé òåîðå-
ìû [1, 4, 5]. Îíà äàåò îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè 
ñðåäíåãî ïî âðåìåíè ê ñðåäíåìó ïî àíñàìáëþ. Èç 
ñõîäèìîñòè äèñïåðñèè 2 |u Cσ  ê íóëþ ïðè Ò → ∞ ñëå-
äóåò ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì, èç êîòîðîé âûòåêàåò 
ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè.  

2.2. Äèñêðåòíîå îñðåäíåíèå 

Ðàññìîòðèì ñðåäíèé êâàäðàò ðàçíîñòè ìåæäó 
äèñêðåòíûì ñðåäíèì ïî âðåìåíè ( )Du t  è ñðåäíèì 
ïî àíñàìáëþ < u >: 

 2 2| [ ( ) ] .u D Du t uσ = < − < > >  (13) 

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ ( ),Du t  ïîëó÷èì 
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èñïîëüçîâàíà ÷åòíîñòü ôóíêöèè Bu (pΔT) è ââåäåíî 
îáîçíà÷åíèå 

 ′ ′Δ = Δ > = =( ) ( ), 0; (0) (0)/2, 0.
u u u u

B p T B p T p B B p  

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ  
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Äåéñòâèòåëüíî, èç (15) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî 
δ/2 > 0 íàéäåòñÿ òàêîå N0 > 0 (çàâèñÿùåå îò δ), 
ïðè êîòîðîì  
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ãäå ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî N − 1 ≥ N0 + 1. Âû÷èñëÿÿ 
èìåþùèåñÿ çäåñü ñóììû, ïîëó÷àåì 
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Åñëè N äîñòàòî÷íî âåëèêî, íàïðèìåð, 02 / ,N C> δ  
òî ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà 
(17) íå ïðåâûøàåò âòîðîãî, à èõ ñóììà (êàê è ñóì-
ìà âñåõ òðåõ ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè) íå áîëüøå 
δ N2/2. Òàêèì îáðàçîì, èç (17) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî  

 
1

2

0 0

2
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èç êîòîðîãî, ñ ó÷åòîì (14), âûòåêàåò ñîîòíîøå-
íèå (16). Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (15) îáåñïå÷èâà-
åò âîçìîæíîñòü çàìåíû ñòàòèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ íà 
äèñêðåòíûå ñðåäíèå ïî âðåìåíè.  

Åñëè ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ñóììà, îïðåäå-
ëÿþùàÿ èíòåãðàëüíûé ìàñøòàá êîððåëÿöèè rD ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèè u(t) ïðè äèñêðåòíîì îñðåäíåíèè 
(äèñêðåòíûé ìàñøòàá rD):  
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òî óñëîâèå (15) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå 
ìîæíî äàòü ïðîñòóþ îöåíêó äèñïåðñèè îòêëîíåíèÿ 
äèñêðåòíîãî ñðåäíåãî ïî âðåìåíè îò ñðåäíåãî ïî 
àíñàìáëþ. Ïðîèçâîäÿ â âûðàæåíèè (14) äëÿ 2 |u Dσ  

çàìåíó ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì n è p 
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Â ñëó÷àå, åñëè Ò = NΔT � rD, âòîðûì ñëàãàå-
ìûì â ñêîáêàõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ  
ñ åäèíèöåé, à ñóììó îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî âûðà-
çèòü ÷åðåç rD. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïðèáëèæåí-
íóþ ôîðìóëó äëÿ äèñêðåòíîãî îñðåäíåíèÿ  

 2 2 (0)
| .D u

u D

r B

N T
σ ≈

Δ
 (20) 

Ôîðìóëîé (20) ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âûáîðà 
íåîáõîäèìîãî èíòåðâàëà îñðåäíåíèÿ ïðè çàäàííîé 
òî÷íîñòè, åñëè èçâåñòíà âåëè÷èíà äèñêðåòíîãî ìàñ-
øòàáà êîððåëÿöèè rD. Ìàñøòàá rD ìîæíî âûðàçèòü 
÷åðåç áîëåå ïðîñòî îöåíèâàåìûé ìàñøòàá rC (ñì. 
íèæå, ðàçä. 3). Ñðàâíèâàÿ ôîðìóëû (20) è (12) 
ïðè NΔT = T, ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíè îòëè÷àþòñÿ 
òîëüêî âåëè÷èíàìè èíòåãðàëüíûõ ìàñøòàáîâ êîððå-
ëÿöèè [rD â (20) è rC â (12)]. 

2.3. Äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîå îñðåäíåíèå 

Ðàññìîòðèì ñðåäíèé êâàäðàò ðàçíîñòè ìåæäó 
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è ñðåäíèì ïî àíñàìáëþ < u >:  
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Âû÷èñëÿÿ ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè (21), çàïèøåì 
2 |u DCσ  â âèäå 
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Ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü ôóíêöèè Bf 

(x), Bf 

(x) = Bf 

(− x), 
è ââîäÿ ôóíêöèþ 
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(23) 

Âûðàæåíèÿ (21), (23) äëÿ äèñïåðñèè 2 |u DCσ  
ñîâïàäàþò ñ âûðàæåíèåì (14) äëÿ 2 | ,u Dσ  åñëè â (14) 
çàìåíèòü ôóíêöèþ Bu(t) íà ôóíêöèþ Bf 

(t). Ñëåäî-
âàòåëüíî, åñëè áóäåò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå 
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òîãäà  

 2
lim 0.u

DCN→∞

σ =  (25) 

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå (24) îáåñïå÷èâàåò âîç-
ìîæíîñòü çàìåíû ñòàòèñòè÷åñêèõ ñðåäíèõ íà äèñ-
êðåòíî-íåïðåðûâíûå ñðåäíèå ïî âðåìåíè.  

Åñëè ñóùåñòâóåò ñóììà, îïðåäåëÿþùàÿ èíòå-
ãðàëüíûé ìàñøòàá êîððåëÿöèè rDC  ñëó÷àéíîé 
ôóíêöèè u(t) ïðè äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîì îñðåäíå-
íèè (äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûé ìàñøòàá rDC) 
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òî óñëîâèå (24) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå 
ìîæíî äàòü ïðîñòóþ îöåíêó äèñïåðñèè îòêëîíåíèÿ 
äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîãî ñðåäíåãî ïî âðåìåíè îò 
ñðåäíåãî ïî àíñàìáëþ. Ïðîèçâîäÿ â âûðàæåíèè (23) 
äëÿ 2 |u DCσ

 çàìåíó ïîðÿäêà ñóììèðîâàíèÿ è âûïîë-
íÿÿ ñóììèðîâàíèå, ïîëó÷èì  
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Â ñëó÷àå, åñëè Ò = NΔT � rDC, âòîðûì ñëàãàåìûì 
â ñêîáêàõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ åäè-
íèöåé, à ñóììó îò ïåðâîãî ñëàãàåìîãî âûðàçèòü 

÷åðåç rDC. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ïðèáëèæåííóþ 
ôîðìóëó äëÿ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîãî îñðåäíåíèÿ 
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N T T

N T
σ ≈ Δ =

Δ
 (28) 

Ôîðìóëîé (28) òàêæå ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ 
âûáîðà íåîáõîäèìîãî èíòåðâàëà îñðåäíåíèÿ ïðè 
çàäàííîé òî÷íîñòè, åñëè èçâåñòíà âåëè÷èíà äèñ-
êðåòíî-íåïðåðûâíîãî ìàñøòàáà rDC. Ìàñøòàá rDC 

ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç íåïðåðûâíûé ìàñøòàá rC 
(ñì. ðàçä. 3). Ñðàâíåíèå ôîðìóë (28), (20) è (12) 
ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè NΔT = T îíè îòëè÷àþòñÿ 
òîëüêî âåëè÷èíàìè èíòåãðàëüíûõ ìàñøòàáîâ êîððå-
ëÿöèè [rDC â (28), rD â (20) è rC â (12)]. Ýòè ìàñ-
øòàáû îïðåäåëÿþòñÿ òèïîì îñðåäíåíèÿ è â îáùåì 
ñëó÷àå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà.  

3. Ñâÿçè ìåæäó èíòåãðàëüíûìè 
ìàñøòàáàìè êîððåëÿöèè  

äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ îñðåäíåíèÿ 

Ðåçóëüòàòû, ïðèâåäåííûå â ðàçä. 2, ïîêàçûâà-
þò, ÷òî îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñðåäíèõ ïî 
âðåìåíè ê ñðåäíåìó ïî àíñàìáëþ çàâèñÿò îò èíòå-
ãðàëüíûõ ìàñøòàáîâ êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîé ôóíê-
öèè u(t). Ýòè ìàñøòàáû îïðåäåëÿþòñÿ òèïîì îñ-
ðåäíåíèÿ è â îáùåì ñëó÷àå îòëè÷àþòñÿ äðóã îò 
äðóãà. Óñòàíîâèì äàëåå ñâÿçè ìåæäó íèìè. 

3.1. Ñâÿçü ìåæäó íåïðåðûâíûì  
è äèñêðåòíûì ìàñøòàáàìè rC, rD  

Çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ rD â âèäå 

0 1

( ) ( ).
(0) 2 (0)

D u u

u u
n n

T T T
r B n T B n T

B B

∞ ∞

= =

Δ Δ Δ
′= Δ = + Δ∑ ∑  (29) 

Ðàñïðîñòðàíÿÿ ñóììèðîâàíèå íà îòðèöàòåëüíóþ 
îáëàñòü n è ó÷èòûâàÿ ÷åòíîñòü Bu, èìååì 
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Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âñåãî äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ èí-
äåêñà ñóììèðîâàíèÿ (n = −∞, …, 0, …, +∞) 
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî åñëè èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè ΔT 
ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ìèíèìàëüíûé ìàñøòàá 
êîððåëÿöèè ôóíêöèè u(t) (ΔT � rC min), òî â (31) 
ñóììà ìîæåò áûòü áåç çàìåòíîé ïîãðåøíîñòè çàìå-
íåíà íà èíòåãðàë. Ñëåäîâàòåëüíî, èç ñðàâíåíèÿ rD 
(31) ñ ìàñøòàáîì rC (10) ñëåäóåò, ÷òî rD = rC ïðè 
ΔT � rC min.  

Â ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå áîëüøèõ èíòåðâà-
ëîâ ΔT ïåðåéäåì â ÷àñòîòíóþ îáëàñòü ñ ïîìîùüþ 
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå 



 Ìåòîä èçìåðåíèÿ õàðàêòåðèñòèê òóðáóëåíòíîñòè… ×àñòü 1. Îñíîâíûå ýðãîäè÷åñêèå òåîðåìû 685 
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Ïðåäâàðèòåëüíî ïðåîáðàçóåì èíòåãðàë â rC ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: 
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Ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèå (32), íàõîäèì 
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(33)

 

Â ýòîì âûðàæåíèè èñïîëüçîâàíî èçâåñòíîå ñîîòíî-
øåíèå òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé [11]: 
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Èç (33) âèäíî, ÷òî åñëè èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè 
2π/ΔT ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ìèíèìàëüíûé ìàñ-
øòàá èçìåíåíèÿ ñïåêòðà W(ω) (2π/ΔT � rW min), òî 
ñóììà â âûðàæåíèè (33) ìîæåò áûòü áåç çàìåòíîé 
ïîãðåøíîñòè çàìåíåíà íà èíòåãðàë. Ìèíèìàëüíûé 
ìàñøòàá èçìåíåíèÿ ñïåêòðà rW min ñâÿçàí ñ ìàêñè-
ìàëüíûì ìàñøòàáîì êîððåëÿöèè rC max ñàìîé ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèè u(t) ñîîòíîøåíèåì rW min rC max = 2π 
[4, 5]. Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî åñëè 2π/ΔT � rW min = 
= 2π/rC max, òî rC max � ΔT. Òàêèì îáðàçîì, â (33) 

 
2 2 2

( )( ) ,
k

k

n

n n
W i d W i

T T T

+∞+∞

=−∞
−∞

π π π⎛ ⎞⎛ ⎞
→ ω ω ω⎜ ⎟⎜ ⎟

Δ Δ Δ⎝ ⎠⎝ ⎠∑ ∫  

 
max

.Cr TΔ�  

Èñïîëüçóÿ âíîâü ðàçëîæåíèå ôóíêöèè Bu â ðÿä 
Òåéëîðà, èìååì èç (33) 
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Ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå çäåñü ïðè rC max � ΔT ñ íåçíà-
÷èòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ìîæåò áûòü çàìåíåíî íà 
rC/2. Â èòîãå ïîëó÷àåì  

 min, ,D C Cr r T r≈ Δ �  

 
max

( )/2, .D C Cr r T T r≈ + Δ Δ �  

Äëÿ îäíîìàñøòàáíûõ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé 
Bu(τ) îáû÷íî rC min = rC max ≈ rC. Äëÿ íàèáîëåå ðàñ-
ïðîñòðàíåííûõ â ôèçèêå äâóõìàñøòàáíûõ ôóíêöèé 
Bu(τ), ìîäåëü êîòîðûõ áóäåò ïðèâåäåíà â ðàçä. 4, 
ïðåäûäóùèå íåðàâåíñòâà ìîæíî óñèëèòü:  

 min max, .C C C CT r r T r rΔ ≤ Δ ≥� �  

Â ðåçóëüòàòå íàõîäèì ñëåäóþùèå àñèìïòîòè÷åñêèå 
âûðàæåíèÿ: 
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 (34) 

Ñõåìàòè÷åñêèå ãðàôèêè âûðàæåíèé (34) ïðè-
âåäåíû íà ðèñ. 2.  

 

ΔT 

ΔT/2

rD

ΔT rC  
Ðèñ. 2. Ñõåìàòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü äèñêðåòíîãî ìàñøòàáà 
êîððåëÿöèè rD ñëó÷àéíîé ôóíêöèè u(t) îò íåïðåðûâíîãî rC. 
Ïðÿìûå ëèíèè – àñèìïòîòèêè (34). Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ – 
ïðèáëèçèòåëüíîå ïîëîæåíèå òî÷íîé çàâèñèìîñòè rD (rC) 
 

Êàê âèäíî èç (34) è ðèñ. 2, ïðè ìàñøòàáàõ 
êîððåëÿöèè rC, çàìåòíî áîëüøèõ èíòåðâàëà äèñêðå-
òèçàöèè ΔÒ (rC � ΔT), äèñêðåòíûé è íåïðåðûâíûé 
ìàñøòàáû ñîâïàäàþò. Ñ óìåíüøåíèåì íåïðåðûâíîãî 
ìàñøòàáà (rC � ΔT) äèñêðåòíûé ìàñøòàá ñòàíîâèòñÿ 
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ðàâíûì ΔÒ/2. Ýòîò ðåçóëüòàò îáîáùàåò òåîðåìó 
ýðãîäè÷íîñòè íà ñëó÷àé äèñêðåòíîãî îñðåäíåíèÿ  
è óòî÷íÿåò ïðåäåëû åå ïðèìåíèìîñòè. 

3.2. Ñâÿçü ìåæäó íåïðåðûâíûì  
è äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûì ìàñøòàáàìè 

rC, rDC  

Ñâÿçü ìåæäó íåïðåðûâíûì rC è äèñêðåòíî-
íåïðåðûâíûì rDC ìàñøòàáàìè ìîæåò áûòü ëåãêî 
ïîëó÷åíà èç âûðàæåíèé (34). Äåéñòâèòåëüíî, ðàñ-
ñìîòðèì âåëè÷èíû 
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ãäå ôóíêöèè Bf (x) è ( )fB x′  îïðåäåëåíû ôîðìóëà-
ìè (4), (22). Ñðàâíèâàÿ ýòè âåëè÷èíû ñ îïðåäåëå-
íèÿìè (10), (18) ìàñøòàáîâ rC è rD, âèäèì, ÷òî 
åñëè â RD è RC çàìåíèòü ôóíêöèþ Bf(τ) íà ôóíê-
öèþ Bu(τ), òî RD = rD è RC = rC. Òàê êàê ôóíêöèÿ 
Bf(τ) ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ 
(ïî èíòåðâàëó Δt) êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè Bu(τ), 
òî Bf(τ) áóäåò òàêæå êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé (êàê 
âèäíî èç (4), Bf(τ) ≈ Bu(τ) ïðè τ ≥ Δt è Bf (τ) = Bu(τ) 
ïðè τ → ∞). Ïîýòîìó ìåæäó RD è RC èìååòñÿ òàêàÿ 
æå ñâÿçü, êàê è ìåæäó rC è rD. Èç âûðàæåíèé (34) 
íàõîäèì: RD = RC ïðè RC � ΔT, RD = ΔT/2 ïðè 
RC � ΔT.  

Èñïîëüçóÿ äàëåå îïðåäåëåíèå (4) ôóíêöèè 
Bf(τ), óñòàíàâëèâàåì, ÷òî  

 

0 0

( ) ( ).ufd B d B

∞ ∞

τ τ = τ τ∫ ∫  

Òàêèì îáðàçîì, èç ôîðìóë (10), (26) äëÿ ìàñ-
øòàáîâ rC è rDC ñëåäóåò: RD = λrDC, RÑ = λrC, ãäå 
λ = Bu(0)/B f 

(0). Òîãäà rDC = rC  ïðè rC � ΔT/λ  
è rDC = ΔT/(2λ) ïðè rC � ΔT/λ.  

Èç (4) ìîæíî âèäåòü, ÷òî Bf 

(0) ≈ Bu(0) ïðè  
Δt � rCmin ≤ rC è B f 

 (0) ≈ 2 rCBu(0)/Δt ïðè Δt � rCmax ≥ 
≥ rC. Ïîýòîìó äëÿ âåëè÷èíû λ èìååì: λ ≈ Δt/(2rC)  

ïðè Δt � rC è λ ≈ 1 ïðè Δt � rC. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè 
âûðàæåíèÿ â îòíîøåíèå ΔT/λ, îêîí÷àòåëüíî ïîëó-
÷àåì (ïðè Δt ≤ ΔT) 
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 (35) 

Ñõåìàòè÷åñêèå ãðàôèêè ýòèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ 
âûðàæåíèé ïðèâåäåíû íà ðèñ. 3.  

Êàê âèäíî èç (35) è ðèñ. 3, ïðè ìàñøòàáàõ 
êîððåëÿöèè rC, çàìåòíî áîëüøèõ èíòåðâàëà äèñêðå-
òèçàöèè ΔÒ, äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûé è íåïðåðûâíûé 
ìàñøòàáû ñîâïàäàþò. Ñ óìåíüøåíèåì íåïðåðûâíîãî 
ìàñøòàáà (ïðè r

C
 � ΔT) äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûé 

ìàñøòàá âíà÷àëå ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì ΔÒ/2, ÷òî ñîâ-
ïàäàåò ñî çíà÷åíèåì äèñêðåòíîãî ìàñøòàáà. 

rDC

ΔT 

ΔT/2

Δt ΔT rC  
Ðèñ. 3. Ñõåìàòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü äèñêðåòíî-íåïðåðûâ- 
íîãî ìàñøòàáà êîððåëÿöèè rDC ñëó÷àéíîé ôóíêöèè u(t)  
îò íåïðåðûâíîãî rC. Ïðÿìûå ëèíèè – àñèìïòîòèêè (35). 
Øòðèõîâàÿ  ëèíèÿ – ïðèáëèçèòåëüíîå ïîëîæåíèå òî÷íîé  
 çàâèñèìîñòè rDC (rC) 

 
Ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè íåïðåðûâíîãî 

ìàñøòàáà (ïðè r
C
 � Δt) äèñêðåòíî-íåïðåðûâíûé 

îêàçûâàåòñÿ áûñòðî óáûâàþùåé ôóíêöèåé îò íå-
ïðåðûâíîãî (òàê êàê ΔT ≥ Δt). Â öåëîì, êîãäà èí-
òåðâàë ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå 
èíòåðâàëà äèñêðåòèçàöèè (Δt � ΔT), äèñêðåòíî- 
íåïðåðûâíûé ìàñøòàá îêàçûâàåòñÿ íåëèíåéíîé 
óáûâàþùåé ôóíêöèåé îò íåïðåðûâíîãî (ïðè 
óìåíüøåíèè rC). Åñëè æå ÷àñòè÷íîå îñðåäíåíèå 
äîñòàòî÷íî âåëèêî, òàê ÷òî Δt → ΔT, òî âòîðàÿ 
àñèìïòîòèêà â (35) âûðîæäàåòñÿ è âåçäå rDC ≈ r

C
. 

Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò òàêæå îáîáùàåò òåîðåìó 
ýðãîäè÷íîñòè (íà ñëó÷àé äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîãî 
îñðåäíåíèÿ)  è  óòî÷íÿåò  ïðåäåëû  åå  ïðèìåíèìîñòè. 

4. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû 
âîññòàíîâëåíèÿ íåîñðåäíåííîé 

êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èç ÷àñòè÷íî 
îñðåäíåííûõ ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ  

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïàðàìåòðîâ 
äîñòàòî÷íî ïðîèçâîëüíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè 
ïðè ÷àñòè÷íîì îñðåäíåíèè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ 
(íåíóëåâîå âðåìÿ îòêëèêà èçìåðèòåëÿ, Δt ≠ 0). 
Íàèáîëüøèé èíòåðåñ çäåñü ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëü-
íîå ÷àñòè÷íîå îñðåäíåíèå, êîãäà èíòåðâàë ÷àñòè÷-
íîãî îñðåäíåíèÿ Δt (âðåìÿ îòêëèêà àïïàðàòóðû) 
ïðåâûøàåò ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ êîððåëÿöèè ïðî-
öåññà u(t). Òîãäà ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü 
ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ  
ñ ìàëûì âðåìåíåì êîððåëÿöèè. Êàê óæå óêàçûâà-
ëîñü, ê òàêèì ïðîöåññàì îòíîñÿòñÿ ïðîöåññû ñî 
ñëàáîé ïàìÿòüþ î ïðåäûñòîðèè, íàïðèìåð ìàðêîâ-
ñêèå äåëüòà-êîððåëèðîâàííûå, áðîóíîâñêèå è ò.ä.  
 Óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîððåëÿöèîííûå 
ôóíêöèè íåîñðåäíåííîãî è ÷àñòè÷íî îñðåäíåííîãî 
ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, èçâåñòíî. Îíî ñëåäóåò èç 
îïðåäåëåíèÿ (4) ïðîöåññà f(t), ÿâëÿþùåãîñÿ ðå-
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çóëüòàòîì ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ ïðîöåññà u(t). 
Âûïîëíèâ â (4) çàìåíó ïåðåìåííûõ è ïðîèíòåãðè-
ðîâàâ ïî îäíîé èç ïåðåìåííûõ, íàõîäèì 
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Îòñþäà âèäíî, ÷òî Bf (τ) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíîé ôóíêöè-
åé. Åùå ðàç çàìåíÿÿ ïåðåìåííóþ, íàõîäèì îêîí÷à-
òåëüíî èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå  

1

0

( ) (1 )[ ( ) ( )], .u ufB dt t B t t B t t t Tτ = − Δ + τ + Δ − τ Δ ≤ Δ∫   

  (36) 

Èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð â (36) ÿâëÿåòñÿ ÷àñ-
òîòíûì ôèëüòðîì, ïîäàâëÿþùèì âûñîêèå ÷àñòîòû  
â ñëó÷àéíîì ïðîöåññå u(t). Äåéñòâèòåëüíî, ââîäÿ 
ñïåêòðàëüíóþ ïëîòíîñòü W(ω) ïðîöåññà u(t) ñ ïî-
ìîùüþ ñîîòíîøåíèé (32), (32à), ïîëó÷àåì 
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Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíà ôóíêöèÿ F(ω). Çäåñü æå 
óêàçàíà åå àïïðîêñèìàöèÿ ãàóññîèäîé. Âèäíî, ÷òî 
ïðîèñõîäèò ñóùåñòâåííîå ïîäàâëåíèå âûñîêèõ ÷àñ-
òîò óæå ïðè ωΔt ≥ 5. Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ, 
÷òî êîëåáàíèÿ â ñëó÷àéíîì ïðîöåññå u(t) ñ ïåðèî-
äàìè ìåíüøå (2π/5)Δt ïðàêòè÷åñêè íå âíîñÿò âêëà-
äà â ÷àñòè÷íî îñðåäíåííûé ïðîöåññ [â ñëó÷àéíûé 
ïðîöåññ f(t)]. 
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F = 2(1 – cosωΔt)/(ωΔt)2

F = exp[– (ωΔt)2/12] 

 
Ðèñ. 4. ×àñòîòíûé ôèëüòð, ïîäàâëÿþùèé âûñîêèå ÷àñòî-
òû â ñëó÷àéíîì ïðîöåññå u(t) çà ñ÷åò åãî ÷àñòè÷íîãî  
 îñðåäíåíèÿ 

 
Íèæå ðàññìîòðèì äâà ðàçëè÷íûõ ìåòîäà ðåøå-

íèÿ óðàâíåíèÿ (36), ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ïàðà-
ìåòðû ôóíêöèè Bu(t) íåîñðåäíåííîãî ïðîöåññà u(t) 
ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì (èçâåñòíûì ñ íåêîòîðîé 

ïîãðåøíîñòüþ) äëÿ ôóíêöèè Bf 

(t) îñðåäíåííîãî 
ïðîöåññà f(t). Ïðåäëàãàåìûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ó÷è-
òûâàþò ñóùåñòâåííîå ñâîéñòâî óðàâíåíèÿ (36), çà-
êëþ÷àþùååñÿ â ñîâïàäåíèè îñðåäíåííîé è íåîñðåä-
íåííîé êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ïðè àðãóìåíòàõ, 
ïðåâûøàþùèõ èíòåðâàë ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ, 
ò.å. Bf 

(τ) ≈ Bu(τ) ïðè τ ≥ Δt.  
Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Bf (t) çàäàíà, êàê ýòî 

îáû÷íî áûâàåò íà ïðàêòèêå, íà ãðàíèöàõ èíòåðâà-
ëîâ äèñêðåòèçàöèè, ò.å. ïðè çíà÷åíèÿõ t = nΔT, 
n = 0, 1, … . Äëÿ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîãî îñðåäíåíèÿ 
Δt ≤ ΔÒ. Îäíàêî íà ïðàêòèêå, êîãäà ðåàêöèÿ ïðè-
ìåíÿåìîé àïïàðàòóðû íåäîñòàòî÷íà, îáû÷íî óìåíü-
øàþò èíòåðâàë äèñêðåòèçàöèè äî âåëè÷èíû èíòåð-
âàëà ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ, òàê ÷òî Δt = ΔÒ. Ìû 
òàêæå áóäåì ïîëàãàòü ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíåííûì. 

Â äàëüíåéøåì, ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ ðåçóëüòà-
òîâ, äëÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè Bu(t) íåîñðåä-
íåííîãî ïðîöåññà u(t) âîñïîëüçóåìñÿ åå àïïðîêñè-
ìàöèåé [4, 5] â âèäå äâóõìàñøòàáíîé ôóíêöèè  
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 (37) 

Çäåñü Bu(0) – äèñïåðñèÿ ïðîöåññà; bu(τ) – êîýô-
ôèöèåíò êîððåëÿöèè; a1, a2 – ñîîòâåòñòâåííî ìè-
íèìàëüíûé è ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñû (âðåìåíà) 
êîððåëÿöèè. Ôîðìóëà (37) îïèñûâàåò êîððåëÿöè-
îííûå ôóíêöèè øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûõ â ôèçè-
êå äâóõìàñøòàáíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ïðè 
ýòîì, êàê ïðàâèëî, âòîðîé ìàñøòàá êîððåëÿöèè 
çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò ïåðâûé (÷àñòî íà ïîðÿäîê  
è áîëåå). Òî åñòü îáû÷íî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a2 � a1. 
Âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàñøòàáîâ a1, a2 ñîîòâåòñò-
âóþò óáûâàþùèì íåîñöèëëèðóþùèì êîððåëÿöèîí-
íûì ôóíêöèÿì, êîìïëåêñíûå – óáûâàþùèì îñöèë-
ëèðóþùèì. Äàëåå, äëÿ ïðîñòîòû, ñ÷èòàåì ìàñøòàáû 
a1, a2 âåùåñòâåííûìè. Ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ 
ñ0 â (37) íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå 0 ≤ ñ0 ≤ 1. Êàê ïðà-
âèëî, åå çíà÷åíèå íå ïðåâûøàåò íåñêîëüêèõ äåñÿ-
òûõ, ÷àñòî ìîæíî ïîëàãàòü ñ0 � 1. Ïðè a1 = a2 èç 
ôîðìóëû (37) ïîëó÷àåòñÿ ìîäåëü îäíîìàñøòàáíîé 
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè Bu(τ).  

Òàêèì îáðàçîì, êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ (37) 
ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðîñòðàíåííûì äîñòàòî÷íî ïðîèç-
âîëüíûì ñëó÷àéíûì ïðîöåññàì. Èç (37) ëåãêî íàé-
òè ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå èíòåãðàëüíûé íåïðå-
ðûâíûé ìàñøòàá r

C
 è ìàñøòàáû a1, a2: 

 1/2
0 1 0 2[(1 ) ] /2.Cr c a c a= − + π  

Êàê âèäíî èç (37), ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ 
çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà, êîãäà τ � a1, âëèÿíèåì ìè-
íèìàëüíîãî ðàäèóñà êîððåëÿöèè a1 íà ïîâåäåíèå 
ôóíêöèè Bu(τ) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Ïîýòîìó íà îñ-
íîâàíèè ïðåäâàðèòåëüíûõ îðèåíòèðîâî÷íûõ îöåíîê 
ðàäèóñà a1 ìîæíî âûáðàòü òàêèå äâà ðàçëè÷íûõ 
çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà τ1 è τ2, äëÿ êîòîðûõ τ1, 
τ2 � max(a1, Δt). Òîãäà Bu(τ) ≈ B f 

(τ) è èç (37) èìå-
åì B f 

(τ) ≈ Bu(0)  ñ0  

exp (– τ2/a2
2), ãäå τ ïðèíèìàåò 



688 Íîñîâ Â.Â., Ëóêèí Â.Ï. 

 

çíà÷åíèÿ τ = τ1 è τ = τ2. Ðåøàÿ ýòè äâà óðàâíåíèÿ, 
ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì Bf (τ1

) è Bf (τ2
) âîññòàíàâ-

ëèâàåì ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ êîððåëÿöèè a2 è âå-
ëè÷èíó p0 = Bu(0) c0: 

2 2

2 1

2

1 2

2

1

0 0 1 1 22 2

2 1

;
ln[ ( )/ ( )]

(0) ( )exp ln[ ( )/ ( )] .

f f

u f f f

a
B B

p B c B B B

τ −τ
=

τ τ

⎧ ⎫τ⎪ ⎪
= = τ τ τ⎨ ⎬

τ −τ⎪ ⎪⎩ ⎭  

Òàê êàê ñîîòíîøåíèå (37) ñîäåðæèò ÷åòûðå íå-
èçâåñòíûõ: Bu(0), c0, a1, a2, òî íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü 
åùå äâà óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ýòè âåëè÷èíû.  
 Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ íåäîñ-
òàþùèõ óðàâíåíèé âîñïîëüçóåìñÿ â (36) ðàçëîæå-
íèåì ÷åòíîé ôóíêöèè Bu(τ) â ðÿä Òåéëîðà. Ïîñëå 
èíòåãðèðîâàíèÿ íàõîäèì 

2

2

0 0

( )
( ) ,

k
u

f kn k

k y

B y
B n T C

y

∞

=
=

⎡ ⎤∂
Δ = ⎢ ⎥

∂⎣ ⎦
∑  

2 2 2 2 2 2

2

[( ) ( ) 2( ) ]
.

(2 )!( ) ( 1)( 2)

k k k

kn

t n T t n T n T
C

k t k k

+ + +

Δ + Δ + Δ − Δ − Δ
=

Δ + +
 

Åñëè çäåñü ÷èñëî ÷ëåíîâ â ñóììå îãðàíè÷åíî, òî 
ñîîòíîøåíèå (39) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó 
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îòûñêà-
íèÿ ïðîèçâîäíûõ ÷åòíîãî ïîðÿäêà îò ôóíêöèè 
Bu(τ) â íóëå: 

 
=

=

⎡ ⎤∂
Δ = =⎢ ⎥

∂⎣ ⎦
∑

2

0 0

( )
( ) , 0,1,..., .

N k
u

f kn k

k y

B y
B n T C n N

y
 (40) 

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó, ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå äèñïåð-
ñèè íåîñðåäíåííîãî ïðîöåññà Bu(0). 

 

Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ äèñïåðñèè 
Bu (0) èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (40), % 

Δt/a
1
 N

 

0,5 1 2 4 7 
2 0,6 5,7 25,0 50,5 65,9 
4 0,07 2,9 20,8 47,4 63,8 
6 0,02 2,1 19,3 46,3 63,0 
8 0,01 1,8 18,6 45,7 − 
9 − − 18,3 − − 

 
Â òàáëèöå ïðèâåäåíà îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-

íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ äèñïåðñèè Bu(0) èç ðåøåíèÿ 
ñèñòåìû (40) äëÿ óâåëè÷èâàþùåãîñÿ ÷èñëà óðàâíå-
íèé â ñèñòåìå (è ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ÷èñëà ÷ëåíîâ  
â óðàâíåíèÿõ) ïðè ðàçëè÷íûõ èíòåðâàëàõ ÷àñòè÷íîãî 
îñðåäíåíèÿ (â îòíîøåíèè ê ìèíèìàëüíîìó ðàäèóñó 
êîððåëÿöèè a1). Â êà÷åñòâå ëåâîé ÷àñòè â (40) èñ-
ïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ Bf(τ), ïîëó÷åííàÿ èç ñîîòíî-
øåíèÿ (36) ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ìîäåëè Bu(τ) (37).  
 Êàê âèäíî èç òàáëèöû, ñèñòåìà (40) îáåñïå÷è-
âàåò ïðèåìëåìóþ ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ äèñ-
ïåðñèè Bu(0) òîëüêî ïðè íå ñëèøêîì áîëüøèõ èí-

òåðâàëàõ ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ (Δt ≤ 2a
1
). Ïîãðåø-

íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ áûñòðî ðàñòåò ïðè Δt > 2a
1
. 

Óâåëè÷åíèå ÷èñëà ÷ëåíîâ â óðàâíåíèÿõ (40) (óâå-
ëè÷åíèå N) ñëàáî âëèÿåò íà ïîãðåøíîñòü âîññòà-
íîâëåíèÿ. Ïîýòîìó ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ äâóìÿ ÷ëå-
íàìè (N = 1) â ñèñòåìå (40). 

Ïîëàãàÿ â (40) n = 0 è n = 1, ïîëó÷àåì äâà 
äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíåíèÿ. Îáîçíà÷àÿ âòîðóþ 
ïðîèçâîäíóþ Bu(τ) â íóëå êàê (0),

u
B ′′  èç ýòèõ óðàâ-

íåíèé èìååì  

 2

2

(0) (0)(1 ) ( ) ,

( / ) /6,

(0) 2[ ( ) (0)]/( ) .

u f f

u f f

B B B T

t T

B B T B T

= + μ − Δ μ

μ = Δ Δ

′′ = Δ − Δ

 (41) 

Åñëè èçâåñòíû çíà÷åíèÿ Bf (0) è Bf (ΔT), òî èç (41) 
íàõîäèì Bu(0) è (0).

u
B ′′  Òàê êàê çíà÷åíèå Bu(0) 

ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì, òî èç (38) âîññòàíàâëèâàåì 
ïîñòîÿííóþ c0. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå â ðÿä ôóíê-
öèè Bu(τ) (37) ïðè ìàëûõ τ, óñòàíàâëèâàåì ñâÿçü 
ìåæäó ìèíèìàëüíûì ðàäèóñîì êîððåëÿöèè a1 è âå-
ëè÷èíàìè Bu(0), (0),

u
B′′  c0 è a2:  

 2 2

1 0 2 01/ [ (0)/(2 (0)) / ]/( 1).
u u

a B B c a c′′= + −  (42) 

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëå-
íèÿ ôóíêöèè Bu(τ) ïðè Δt = ΔT ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ïðîöåäóðû (38), (41), (42). Òî÷íàÿ ôóíêöèÿ Bu(τ) 
çàäàâàëàñü â âèäå (37) ñ ïàðàìåòðàìè Bu(0) = 3, 
c0 = 0,1, a1 = 1, a2 = 10 (â óñëîâíûõ ðàçìåðíûõ 
åäèíèöàõ, â êîòîðûõ ðàçìåðíîñòè τ, a1, 
a2 ñîâïàäàþò).  
 

–2 0 2 4 6 8 10 12 τ/a1

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

3,0
Bu 

(τ),Bf 

(τ) 

– Δt = 0 

– Δt = a1 

– Δt = 2a1 

Bu(τ): 

Bf (τ): 

– Δt = 2a1 

 
Ðèñ. 5. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè Bu(τ) èç ðàç-
ëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà. Òî÷íàÿ ôóíêöèÿ Bu(τ) ñîîòâåòñò- 
 âóåò êðèâîé  Δt = 0 

 

Êàê âèäíî èç ðèñ. 5, ïðèìåíåíèå â îáëàñòè 
τ < Δt ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà ïîçâîëÿåò óäîâ-
ëåòâîðèòåëüíî âîññòàíàâëèâàòü ôóíêöèþ Bu(τ). 
Ïðè ýòîì èíòåðâàëû ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ äîëæ-
íû áûòü íå ñëèøêîì âåëèêè: Δt � 2a

1
. Èç ðèñ. 5 

òàêæå âèäíî, ÷òî îñðåäíåííàÿ ôóíêöèÿ Bf 

(τ) ïðàê-
òè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ íåîñðåäíåííîé ôóíêöèåé Bu(τ), 
êîãäà τ ≥ Δt. 

(39)

(38)
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Ïîëó÷èì äàëåå âòîðîé ìåòîä âîññòàíîâëåíèÿ 
ôóíêöèè Bu(τ), èìåþùèé áîëåå øèðîêóþ îáëàñòü 
ïðèìåíèìîñòè. Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì (37) â óðàâíå-
íèå (36) è âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå. Â ðåçóëüòàòå 
íàõîäèì 

 
2

2

0 0

1 1 2 2

0

( )
(1 ) , , ,

(0)

2e
( , ) 1 e ch(2 ),

f

u

y
z

x

B t t
c N c N

B a a a a

x
N y z dx zx

y y

−

−

τ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞Δ τ Δ τ
= − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠∫
 (43) 

( )

2

2

2 4

2 4

2

( , )

(1 2 ) 4 1
e 1 1 4 ... , min ,1 ,

6 30 3

1
( ) e ..., max ,1 ,

z

z

N y z

y z y
z z y

z

z z y z
y y

−

−

=

⎧ ⎛ ⎞⎡ ⎤− ⎛ ⎞− + − + +⎪ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎪
=⎨
⎪ π ⎡ ⎤− π ϕ + +⎪ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎩

�
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ãäå ϕ(x) − èíòåãðàë âåðîÿòíîñòè, ϕ(x) = 1 − Γ(1/2, 
x2)π−1/2, Γ(ν, x) – íåïîëíàÿ ãàììà-ôóíêöèÿ.  

Â èíòåðåñóþùåé íàñ îáëàñòè τ < Δt ôóíêöèþ 
N(y, z) â (43) ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü ñëåäóþùåé 
ïðîñòîé ôóíêöèåé: 

 2 4 1/4( , ) (1 ) ,N y z y y −

= γ + α + β  (44) 

ãäå α, β, γ – ôóíêöèè òîëüêî îò z:  

 2 2 1/2 4(2/3)(1 2 ), exp( ), ( ) .z z
−

α = − γ = − β = γπ  

Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ òî÷-
íîé ôóíêöèè N(y, z), âû÷èñëåííîé ïî ôîðìóëå (43), 
ñ åå àïïðîêñèìàöèåé (44). Âèäíî, ÷òî â îáëàñòè 
z ≤ 1, à ýòî ñîîòâåòñòâóåò íåðàâåíñòâó τ ≤ a

1
 < a

2
, 

òî÷íàÿ ôóíêöèÿ N(y, z) ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò  
ñ àïïðîêñèìàöèåé (44). Ïîýòîìó ïðè íå î÷åíü áîëü-
øèõ τ (τ ≤ a

1
) ôîðìóëó (44) ìîæíî èñïîëüçîâàòü, 

÷òîáû ïîëó÷èòü äâà óðàâíåíèÿ, äîïîëíÿþùèå ðà-
âåíñòâà (38).  

 

0 2 4 6 8 10 y = Δt/a1 
0,0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1,0 

z = τ/a1 

– z = 0,3  
– z = 0,3 

 

– z = 0,7  
– z = 0,7 

N(y, z) 

 

Ðèñ. 6. Ôóíêöèÿ N(y, z). Ñïëîøíûå ëèíèè − òî÷íàÿ  
 ôóíêöèÿ, òî÷êè − àïïðîêñèìàöèÿ 

Äëÿ ýòîãî âûáèðàåì äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ 
àðãóìåíòà τ1 è τ2, ïðè êîòîðûõ z1 = τ1/a

1
 ≤ 1 è z2 = 

= τ2/a
1
 ≤ 1 [çäåñü τ1 è τ2 îòëè÷àþòñÿ îò çíà÷åíèé, 

èñïîëüçîâàííûõ â (38)]. Ïðè äèñêðåòíî-íåïðåðûâ- 
íîì îñðåäíåíèè ñ èíòåðâàëîì äèñêðåòèçàöèè ΔT 
äâà íàèìåíüøèõ çíà÷åíèÿ åñòü τ1 = 0, τ2 = ΔT. Òàê 
êàê çàðàíåå âåëè÷èíà ìèíèìàëüíîãî ðàäèóñà êîð-
ðåëÿöèè a1 íåèçâåñòíà, òî, ÷òîáû íåðàâåíñòâî 
z2 = τ2/a

1
 ≤ 1 áûëî âûïîëíåíî, â êà÷åñòâå τ2 ìîæíî 

âûáðàòü ëþáóþ òî÷êó èç èíòåðâàëà (0, ΔT), áëèç-
êóþ ê íóëþ. Íàïðèìåð, τ2 = νΔT, ãäå ν � 1. Òîãäà 
íåîáõîäèìóþ íàì äàëåå âåëè÷èíó Bf (τ2) = Bf (νΔT) 
ìîæíî íàéòè ïî äâóì èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì Bf (0)  
è Bf 

(ΔT) ïóòåì ëèíåéíîé èíòåðïîëÿöèè. Åñëè çíà-
÷åíèÿ Bf (0) è Bf 

(ΔT) èçâåñòíû ñ íåêîòîðûìè ïî-
ãðåøíîñòÿìè, òî, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ïðè ν � 1 
ïîãðåøíîñòü âåëè÷èíû Bf 

(νΔT) áóäåò ïðàêòè÷åñêè 
ñîâïàäàòü ñ ïîãðåøíîñòüþ çàäàíèÿ Bf 

(0) (ïðè ýòîì 
ïîãðåøíîñòü Bf 

(ΔT) ìîæåò ïðåâûøàòü ïîãðåøíîñòü 
Bf(0) â 2−3 ðàçà). 

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè B1 = Bf 

 

(τ1), B2 = Bf (τ2), 
N1 = N(Δt/a1, τ1/a1), N2 = N(Δt/a1, τ2/a1), ãäå τ1 = 0, 
τ2 = νΔT. Òàê êàê ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ êîððåëÿ-
öèè a2 ñóùåñòâåííî ïðåâûøàåò ìèíèìàëüíûé a1, òî 
äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé τ1 è τ2 ïðè Δt � a2 â (43) 
çíà÷åíèÿ N(Δt/a2, τ1/a2) ≈ 1, N(Δt/a2, τ2/a2) ≈ 1. 
Òîãäà èç (43) ñ ó÷åòîì (38) èìååì 

 
2 1 1 2 1 2

0 0

(0) [(1 ) (1 ) ]/( ),

/ (0).

u

u

B N B N B N N

c p B

= − − − −

=

 (45) 

Òàêèì îáðàçîì, èç (45) ñòàíîâÿòñÿ èçâåñòíûìè âå-
ëè÷èíû Bu(0), c0, åñëè èçâåñòíû N1, N2. Â ñâîþ 
î÷åðåäü, âåëè÷èíû N1, N2 áóäóò èçâåñòíû, åñëè 
èçâåñòåí ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ êîððåëÿöèè a1.  

Ïåðâîå ðàâåíñòâî (45) ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó 
äîïîëíèòåëüíîìó óðàâíåíèþ. Âòîðîå äîïîëíèòåëü-
íîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 
N2/N1 = (B2 − p0)/(B1 − p0). Èç ýòîãî óðàâíåíèÿ 
ìîæíî íàéòè ìèíèìàëüíûé ðàäèóñ a1. Ïîñëå îòû-
ñêàíèÿ a1 íàõîäèì N1, N2 è èç (45) − âåëè÷èíû 
Bu(0), c0. Ìàêñèìàëüíûé ðàäèóñ êîððåëÿöèè a2 
èçâåñòåí èç (38). Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à áóäåò ïîë-
íîñòüþ ðåøåíà ïîñëå íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî 
ðàäèóñà a1. 

×òîáû íàéòè ðàäèóñ a1, ïðèìåíÿåì àïïðîêñè-
ìàöèþ (44). Îáîçíà÷èì ÷åðåç α1, β1, γ1 êîýôôèöè-
åíòû α, β, γ â (44), ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèþ 
z1 = 0, à ÷åðåç α2, β2, γ2 − ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷å-
íèþ z2 = ν ΔT/a

1
 (z2 � 1 ïðè ν � 1). Èç âòîðîãî 

äîïîëíèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷àåì  

 − λ + α − λα + β − λβ =
2 4

2 1 2 1(1 ) ( ) ( ) 0,y y  (46) 

ãäå 

 = Δ λ = γ − γ −
4

1 2 1 0 1 2 0/ ; [ ( )]/[ ( )] .y t a B p B p  

Åñëè èç ýòîãî óðàâíåíèÿ ÷åòâåðòîé ñòåïåíè 
(äëÿ íåèçâåñòíîãî y) íàéòè y, òî ìû ïîëó÷àåì âå-
ëè÷èíó ðàäèóñà a1: a1 = Δt/y. Â îáùåì ñëó÷àå ðå-
øåíèå óðàâíåíèÿ (46) ñâîäèòñÿ ê èòåðàöèîííîé  

10. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 8. 
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ïðîöåäóðå, ïîòîìó ÷òî åãî êîýôôèöèåíòû çàâèñÿò 
îò a1 (÷åðåç z2). Ýòà ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ áûñòðî 
ñõîäÿùåéñÿ, òàê êàê ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ z1, z2 

(z1 = 0, z2 � 1) êîýôôèöèåíòû αi, βi, γi â (46) ñëàáî 
çàâèñÿò îò z2. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè èõ ìîæíî 
ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè: αi = 2/3, γi = 1, βi = π−2. 

Íà ðèñ. 7 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëå-
íèÿ ôóíêöèè Bu(τ) ïðè Δt = ΔT ñ èñïîëüçîâàíèåì 
àïïðîêñèìàöèè (44). Òî÷íàÿ ôóíêöèÿ Bu(τ) çàäàâà-
ëàñü â âèäå (37) ñ òàêèìè æå ïàðàìåòðàìè, êàê è íà 
ðèñ. 5, Bu(0) = 3, c0 = 0,1, a1 = 1, a2 = 10 (â óñëîâíûõ 
ðàçìåðíûõ åäèíèöàõ). Âåëè÷èíà Bf (0) çàäàâàëàñü  
ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ε, èçìåíÿþùåéñÿ îò 
0 äî 30%. Ïðè ε = 30% îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü 
âåëè÷èíû Bf (ΔT) èçìåíÿëàñü îò 30 äî 70%. 
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Ðèñ. 7. Ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ôóíêöèè Bu(τ) ñ ïî-
ìîùüþ àïïðîêñèìàöèè (44). Òî÷íàÿ ôóíêöèÿ Bu(τ) ñîîò-
âåòñòâóåò êðèâîé Δt = 0, ε − îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü  
 çàäàíèÿ âåëè÷èíû  Bf (0) 

 
Êàê âèäíî èç ðèñ. 7, èñïîëüçîâàíèå àïïðîêñèìà-

öèè (44) â îáëàñòè τ < Δt ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðèòåëü-
íî âîññòàíàâëèâàòü ôóíêöèþ Bu(τ) äàæå ïðè áîëü-
øèõ èíòåðâàëàõ ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ: ñ ïîãðåø-
íîñòüþ ε = 30% ïðè Δt ≤ 4a

1 
è ε = 0% ïðè Δt ≤ 7a

1
. 

Òî åñòü âîññòàíîâëåíèå âîçìîæíî, êîãäà âðåìÿ ÷àñ-
òè÷íîãî îñðåäíåíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè u(t) ïðå-
âûøàåò åå ïåðâûé ìàñøòàá êîððåëÿöèè â 4−7 ðàç. 

Çàêëþ÷åíèå 

Â ðàáîòå èññëåäîâàíû òåîðåòè÷åñêèå àñïåêòû 
ïîñòðîåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àé-
íûõ ôóíêöèé äëÿ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîãî îñðåä-
íåíèÿ. Äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîå îñðåäíåíèå ñîîòâåò-
ñòâóåò êîíå÷íîìó âðåìåíè îòêëèêà èçìåðèòåëÿ. 
Ïðè òàêîì îñðåäíåíèè, îáû÷íî ðåàëèçóþùåìñÿ íà 
ïðàêòèêå, ëþáàÿ äèñêðåòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
ýìïèðè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ÿâëÿ-
åòñÿ ÷àñòè÷íî îñðåäíåííîé ïî íåêîòîðîìó èíòåðâàëó 
èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè 

ñõîäèìîñòè äèñïåðñèè îòêëîíåíèÿ ñðåäíèõ ïî âðå-
ìåíè îò ñðåäíåãî ïî àíñàìáëþ, îáåñïå÷èâàþùèå ñõî-
äèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêè ñêî-
ðîñòè ñõîäèìîñòè çàâèñÿò îò èíòåãðàëüíûõ ìàñøòà-
áîâ êîððåëÿöèè ñëó÷àéíîé ôóíêöèè. Ýòè ìàñøòàáû 
îïðåäåëÿþòñÿ òèïîì îñðåäíåíèÿ. Îíè ðàçëè÷íû äëÿ 
íåïðåðûâíîãî, äèñêðåòíîãî è äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîãî 
îñðåäíåíèÿ. Óñòàíîâëåíû ñâÿçè ìåæäó íèìè.  

Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå êîððåëÿöè-
îííûå ôóíêöèè íåîñðåäíåííîãî è ÷àñòè÷íî îñðåä-
íåííîãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ 
íàõîæäåíèÿ êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè è äèñïåðñèè 
÷àñòè÷íî îñðåäíåííîãî ïðîöåññà íåîáõîäèìî çíàòü 
âðåìåííóþ êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ íåîñðåäíåí-
íîãî ïðîöåññà. Ïðè ýòîì ÷àñòè÷íîå îñðåäíåíèå èñ-
õîäíîãî ñèãíàëà, âîçíèêàþùåå çà ñ÷åò íåíóëåâîãî 
âðåìåíè îòêëèêà èçìåðèòåëÿ, ìîæíî ñ÷èòàòü ÷àñ-
òîòíûì ôèëüòðîì, ïîäàâëÿþùèì âûñîêèå ÷àñòîòû  
â èñõîäíîì ñëó÷àéíîì ïðîöåññå. 

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âîññòàíîâëåíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ ïðîèçâîëüíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè èç 
óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî êîððåëÿöèîííûå ôóíê-
öèè íåîñðåäíåííîãî è ÷àñòè÷íîãî îñðåäíåííîãî 
ñëó÷àéíîãî ïðîöåññîâ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ôóíêöèþ 
êîððåëÿöèè íåîñðåäíåííîãî ïðîöåññà ìîæíî óäîâ-
ëåòâîðèòåëüíî âîññòàíàâëèâàòü èç ÷àñòè÷íî îñðåä-
íåííûõ äàííûõ, äàæå ïðè áîëüøèõ èíòåðâàëàõ 
÷àñòè÷íîãî îñðåäíåíèÿ (áîëüøîì âðåìåíè îòêëèêà 
èñïîëüçóåìîé àïïàðàòóðû [12]), êîãäà âðåìÿ ÷àñ-
òè÷íîãî îñðåäíåíèÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ïðåâûøàåò 
åå ïåðâûé ìàñøòàá êîððåëÿöèè â 4−7 ðàç. Â ýòîì 
íàèáîëåå èíòåðåñíîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòû âîññòàíîâ-
ëåíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ìîæíî èñïîëüçî-
âàòü ïðè èññëåäîâàíèè ñâîéñòâ ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-
ñîâ ñî ñëàáîé ïàìÿòüþ î ïðåäûñòîðèè. Òàêèå ïðî-
öåññû îáû÷íî èìåþò ìàëûå âðåìåíà êîððåëÿöèè,  
ê íèì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, ìàðêîâñêèå äåëüòà-
êîððåëèðîâàííûå, áðîóíîâñêèå è äð. 

Ïîëó÷åííûå â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè òåîðåòè÷å-
ñêèå ðåçóëüòàòû áóäóò èñïîëüçîâàíû âî âòîðîé ÷àñ-
òè ïðè ôîðìóëèðîâàíèè îñíîâíûõ ïîëîæåíèé ìå-
òîäà èçìåðåíèÿ èíòåãðàëüíîãî çíà÷åíèÿ óðîâíÿ 
òóðáóëåíòíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì äâèæóùåãîñÿ 
íîñèòåëÿ. Áóäóò ðàññìîòðåíû ìîíîñòàòè÷åñêèé  
è äèôôåðåíöèàëüíûå ìåòîäû.  

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå 
ãðàíòîâ Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ 
(ñîãëàøåíèÿ ¹ 8877 è 8703). 
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V.V. Nosov, V.P. Lukin. Method of measurement of the turbulence characteristics from the flutter  

of the astronomical images on the aircraft board. Part 1. Main ergodic theorems. 
Aspects are investigated of building the statistical characteristics of random functions for discrete-

continuous averaging according to the end-time response of the measurement device. This averaging is typically 
implemented in practice, and any discrete sequence (empirical values of a random function) is partially 
averaged sequence (over some interval of the argument). Estimates of the rate of convergence are found of the 
time-mean to the ensemble-mean (the generalizations of the Taylor ergodic theorem). These estimates provide  
a convergence in probability. It is shown that the convergence rate depends on the integral correlation scales  
of the random function. These scales are determined by the type of averaging, they are different for the 
continuous, discrete, and discrete-continuous averaging. An equation relating the correlation functions of non-
averaged and partially-averaged random processes is found. It is found that correlation function of the non-
averaged process can be satisfactorily recovered from a partially-averaged data, even at very long intervals of 
partial averaging. 
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