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Ââåäåíèå 

Èññëåäîâàíèÿ ïî ðàçðàáîòêå ìàòåìàòè÷åñêèõ 
ìîäåëåé è ìåòîäîâ äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ ïåðåíî-
ñà, äèôôóçèè è òóðáóëåíòíîãî îáìåíà ïðèìåñåé  
â ãàçîâîì è àýðîçîëüíîì ñîñòîÿíèè àêòèâíî âåäóòñÿ 
ñ íà÷àëà XX â. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè óæå íàêîï-
ëåí çíà÷èòåëüíûé îïûò ïðèìåíåíèÿ äåòåðìèíèðî-
âàííûõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ñïîñîáîâ ìîäåëèðîâàíèÿ 
äëÿ öåëåé äèàãíîñòèêè è ïðîãíîçèðîâàíèÿ èçìåíå-
íèé êà÷åñòâà àòìîñôåðû, îáóñëîâëåííûõ âîçäåéñò-
âèÿìè åñòåñòâåííîãî è àíòðîïîãåííîãî õàðàêòåðà. 
Äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòåëüíûå îáçîðû îñíîâíûõ ïîä-
õîäîâ ê ðåøåíèþ äàííîãî êëàññà çàäà÷ äàíû â ðà-
áîòàõ [1–3] è â öèòèðîâàííûõ òàì ïóáëèêàöèÿõ. 
Óñëîâíî ýòè ïîäõîäû, â ñîîòâåòñòâèè ñ èñïîëüçóå-
ìûìè ìîäåëÿìè, ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå êàòåãî-
ðèè: 1) ìîäåëè ýéëåðîâà òèïà, â êîòîðûõ óðàâíåíèÿ 
àäâåêòèâíî-äèôôóçèîííîãî òèïà èíòåãðèðóþòñÿ íà 
ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñåòêàõ çàäàííîé ñòðóê-
òóðû; 2) ìîäåëè ëàãðàíæåâà òèïà, â êîòîðûõ àäâåê-
òèâíûå è äèôôóçèîííûå ñîñòàâëÿþùèå äâèæåíèÿ 
÷àñòèö ïðèìåñåé ðàññ÷èòûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè ñïî-
ñîáàìè íà íåêîòîðûõ áåññåòî÷íûõ ñòðóêòóðàõ, ïå-
ðåñòðàèâàåìûõ ýâîëþöèîííî â ïðîñòðàíñòâå è âðå-
ìåíè â çàâèñèìîñòè îò ïîâåäåíèÿ íåñóùåé ñðåäû. 
 Çàìåòèì, ÷òî ýòè ïîäõîäû íå ÿâëÿþòñÿ àëüòåð-
íàòèâíûìè. Îíè îòëè÷àþòñÿ ñèñòåìíîé îðãàíèçà-
öèåé àëãîðèòìîâ è, ïî ñóùåñòâó, äîïîëíÿþò äðóã 
äðóãà. Êàæäûé èç íèõ èìååò ñâîè äîñòîèíñòâà  
è íåäîñòàòêè è ñâîè îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè. Ïîýòî-
ìó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò ãèáðèäíûå ñèñòåìû, îáúå-
äèíÿþùèå ëó÷øèå äîñòîèíñòâà îáîèõ ïîäõîäîâ. 
Ñèñòåìà òàêîãî òèïà ñîçäàåòñÿ è â Èñòèòóòå âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè 
ÑÎ ÐÀÍ. Îíà áàçèðóåòñÿ íà âàðèàöèîííûõ ïðèí-
öèïàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðÿìûõ è ñîïðÿæåííûõ 
çàäà÷ è ìåòîäîâ òåîðèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè äëÿ äå-
òåðìèíèðîâàííûõ è äåòåðìèíèðîâàííî-ñòîõàñòè- 
÷åñêèõ ìîäåëåé ïåðåíîñà è òðàíñôîðìàöèè ïðèìå-
ñåé [4–6]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà îäíà 

èç ìîäèôèêàöèé äëÿ ðåøåíèÿ 4D ìåçîìàñøòàáíûõ 
çàäà÷ ïåðåíîñà ïðèìåñåé â ðåæèìå ïðÿìîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ. Îñíîâíûå åå ýëåìåíòû: äåòåðìèíèðî-
âàííàÿ ìîäåëü â ýéëåðîâîé ïîñòàíîâêå è äåòåðìè-
íèðîâàííî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ëàãðàíæåâà òèïà. 
Äëÿ ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî 
ôîíà àòìîñôåðû êàê íåñóùåé ñðåäû èñïîëüçóåòñÿ 
íåãèäðîñòàòè÷åñêàÿ ìåçîìàñøòàáíàÿ ìîäåëü äèíà-
ìèêè àòìîñôåðû â îáëàñòÿõ ñî ñëîæíûì ðåëüåôîì 
ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè [7, 8]. 

Èññëåäîâàíèå ïðèìåíèìîñòè è ñðàâíåíèå äâóõ 
ìîäåëåé îñíîâûâàëèñü íà ðåøåíèè çàäà÷è î âûáðî-
ñå ïàññèâíîé ïðèìåñè. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 
Èòàê, â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìî-

äåëü ïåðåíîñà ïàññèâíîé ïðèìåñè, êîòîðóþ ìîæíî 
îïèñàòü ñëåäóþùèì óðàâíåíèåì [7]: 
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ãäå c(x, t) – êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñè; t  – âðåìÿ; 
x = (x, y, z) – äåêàðòîâû êîîðäèíàòû, u = (u, v, w) – 
âåêòîð ñêîðîñòè âîçäóøíûõ ìàññ; wc – ñêîðîñòü 
îñåäàíèÿ ïðèìåñè; νc – êîýôôèöèåíò òóðáóëåíòíî-
ñòè; βc – âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ âçàèìîäåéñò-
âèå ïðèìåñè ñ ïîäñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòüþ; f, f0 – 
ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ; δ(x, y) – ôóíêöèÿ, îïèñû-
âàþùàÿ ðåëüåô ìåñòíîñòè; c0(x) – ïîëå êîíöåíòðà-
öèè ïðèìåñè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. 
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Âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷è (1), (2) ÿâëÿ-
þòñÿ ìåòåîýëåìåíòû (âåêòîð ñêîðîñòè âåòðà, êîýô-
ôèöèåíòû òóðáóëåíòíîñòè è äð.), êîòîðûå ðàññ÷è-
òûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåçîìàñøòàáíîé íåãèäðîñòà-
òè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè àòìîñôåðû [7, 8]: 
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Çäåñü ϑ′ , p′ – îòêëîíåíèÿ ïîòåíöèàëüíîé òåìïåðà-
òóðû è àòìîñôåðíîãî äàâëåíèÿ îò èõ ôîíîâûõ çíà-
÷åíèé; ρ = ρ(z) – çàäàííàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè 
âîçäóõà; l – ïàðàìåòð Êîðèîëèñà; S, λ – ïàðàìåò-
ðû ñòðàòèôèêàöèè è ïëàâó÷åñòè. Îïåðàòîð ∆α 
(α = u, v, w, ϑ, c) èìååò âèä  

 ,x y zx x y y z zα α α α
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∆ = µ + µ + µ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

ãäå µαx, µαy, µαz – êîýôôèöèåíòû òóðáóëåíòíîé 
äèôôóçèè â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàò x, y, z ñîîò-
âåòñòâåííî. 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ çàäà÷è (3) ôîðìóëè-
ðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà áîêîâûõ ãðàíèöàõ 
îáëàñòè ñòàâÿòñÿ îäíîðîäíûå óñëîâèÿ Íåéìàíà. Íà 
âåðõíåé ãðàíèöå ïðåäïîëàãàåòñÿ çàòóõàíèå âîçìó-
ùåíèé ìåòåîýëåìåíòîâ. Âëèÿíèå îðîãðàôè÷åñêèõ  
è òåðìè÷åñêèõ íåîäíîðîäíîñòåé ïîäñòèëàþùåé ïî-
âåðõíîñòè ó÷èòûâàåòñÿ â óðàâíåíèè áàëàíñà òåïëà 
íà ïîâåðõíîñòè è â êðàåâûõ óñëîâèÿõ íà íèæíåì 
ðàñ÷åòíîì óðîâíå ìîäåëè, êîòîðûé ñîâïàäàåò ñ âåðõ-
íåé ãðàíèöåé ïðèçåìíîãî ñëîÿ. Ïðèìåíåíèå òåîðèè 
ïðèçåìíîãî ñëîÿ ïðèâîäèò ê óñëîâèÿì òðåòüåãî ðî-
äà. Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ ãèäðîòåðìîäèíàìèêè 
àòìîñôåðû è óðàâíåíèå ìîäåëè ïåðåíîñà (1), (2) 
èíòåãðèðóþòñÿ â îáëàñòè Dt = D[0, T], ãäå 

{0 ,0 , ( , ) },D x X y Y x y h z H= ≤ ≤ ≤ ≤ δ + ≤ ≤  à 0 t T≤ ≤  – 

èíòåðâàë âðåìåíè; h – âûñîòà ïðèçåìíîãî ñëîÿ. 
Ïðè ó÷åòå ðåëüåôà èñïîëüçîâàíû èäåè ìåòîäà ôèê-
òèâíûõ îáëàñòåé. Ìåòîä ðåàëèçàöèè ìîäåëè (3) 
ïîäðîáíî îïèñàí â [7, 8]. Ñ ïîëó÷åííûìè ïîëÿìè 
ñêîðîñòè âåòðà ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïåðåíîñà ïàññèâíîé 
ïðèìåñè (1), (2). 

2. Ìîäåëè ïåðåíîñà ïðèìåñåé  
â àòìîñôåðå 

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (1), (2) 
ïðèìåíÿëèñü äâå òðåõìåðíûå ìîäåëè: äåòåðìèíèðî-
âàííàÿ ìîäåëü â ýéëåðîâîé ïîñòàíîâêå [7, 8] è äå-
òåðìèíèðîâàííî-ñòîõàñòè÷åñêàÿ â ðàìêàõ ëàãðàí-
æåâà ïîäõîäà [4–6]. Áåññåòî÷íàÿ ñòðóêòóðà ëà-
ãðàíæåâîé ìîäåëè ïðèâÿçûâàåòñÿ ê ñåòî÷íîé ñòðóê-
òóðå â ýéëåðîâûõ ìîäåëÿõ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ôîð-

ìèðîâàíèÿ ãèäðîòåðìîäèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â 
íåñóùåé ñðåäå. 
2.1. Ñõåìà ðåàëèçàöèè ýéëåðîâîé ìîäåëè 

ïåðåíîñà ïðèìåñåé 

Ïîñêîëüêó êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñåé, ïî ôèçè÷å-
ñêîìó ñìûñëó, íå ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé, 
áîëüøîå çíà÷åíèå â ðåàëèçàöèè ÷èñëåííûõ ìîäå-
ëåé, îñíîâàííûõ íà óðàâíåíèè ïåðåíîñà ñ òóðáó-
ëåíòíîé äèôôóçèåé, èãðàþò êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå 
ñõåìû, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè. Â äàí-
íîé ñòàòüå ïîñòðîåíèå ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà äëÿ 
÷åòûðåõìåðíîé ìîäåëè ïåðåíîñà ïðèìåñè (1), (2) 
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àïïðîêñèìàöèè èíòå-
ãðàëüíîãî òîæäåñòâà âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêè 
ìîäåëè, ãäå â êà÷åñòâå âåñîâûõ ôóíêöèé èñïîëüçó-
þòñÿ àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ëîêàëüíûõ ñîïðÿæåí-
íûõ çàäà÷ â ïðåäåëàõ òðåõòî÷å÷íûõ øàáëîíîâ ïî 
êàæäîìó èç êîîðäèíàòíûõ íàïðàâëåíèé [9]. Âàðèà-
öèîííûé ïðèíöèï èñïîëüçîâàëñÿ â ñî÷åòàíèè ñ ìå-
òîäîì ðàñùåïëåíèÿ: èñõîäíàÿ ìíîãîìåðíàÿ çàäà÷à 
íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè àïïðîêñèìèðîâàëàñü 
ñîâîêóïíîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåìûõ îäíî-
ìåðíûõ çàäà÷. 

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñêðåòíûõ àïïðîêñèìàöèé 
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= 1 1 1{ , , }i i m m k kx x x y y y z z z+ + +≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ h
tD∈  îíè 

êóñî÷íî-ïîñòîÿííû.  
Çàïèøåì çàäà÷ó (1), (2) â îïåðàòîðíîì âèäå  

è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå åé äèñêðåòíûé àíàëîã 
èíòåãðàëüíîãî òîæäåñòâà 

1 1 1

0

( , )

, ( , ) ( , ) 0,
j j j

j j j

h

t t tJ h
h h

j t t t

I c c

c
c dt Lc c dt f c dt

t

+ + +

∗

∗ ∗ ∗

=

=

 
∂  = + − =  ∂   

∑ ∫ ∫ ∫
 

  (4) 
ãäå 

 
;cx cy c

c c c c c c
Lc u v w

x y z x x y y z z
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + − µ + µ + ν ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
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ôóíêöèÿ; èíäåêñîì h îòìå÷åíû àíàëîãè ñîîòâåòñò-
âóþùèõ âûðàæåíèé. 

Ïðîâåäåì ïðåîáðàçîâàíèå âûðàæåíèÿ (4) ñ ïî-
ìîùüþ îïåðàöèé èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì, âûáè-
ðàÿ ôóíêöèè c∗  â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ðåøåíèé îä-
íîìåðíûõ ñîïðÿæåííûõ çàäà÷, îïðåäåëåííûõ íà 
ñîâîêóïíîñòè ÿ÷ååê ñåòî÷íîé îáëàñòè ,h

tD  êàê â [9]:  
 

 ( ) ( ) ( ) ( ).i m kx y zimk imkc c c x c y c z∗ ∗ ∗ ∗ ∗=x   

Êàæäóþ èç ( ), ( , , )sc s s x y z∗ =  âûáåðåì èç ñîâî-
êóïíîñòè ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé îäíîìåðíûõ 

3*. 
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óðàâíåíèé â ïðåäåëàõ ÿ÷ååê ñåòî÷íîé îáëàñòè  
â íàïðàâëåíèè êîîðäèíàòíûõ ëèíèé: 

 

( ) ( )
( ) 0,

, , , , , ,

s s
s s cs s

s cs cx cy c

c s c s
L c s u

s s s

u u v w

∗ ∗
∗ ∗ ∂ ∂ ∂≡ ρµ + ρ =

∂ ∂ ∂

= µ = µ µ ν

1( ) 1, ( ) 0;s sc s c s∗ ∗
α α+= =  1( ) 0, ( ) 1,s sc s c s∗ ∗

α α+= =  

 1[ , ], , , .s s s i j kα α+∈ α =    

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëó÷åííûõ ôóíêöèé c∗  
âûïîëíèì âñå îïåðàöèè èíòåãðèðîâàíèÿ â (4), ïðî-
âåäåì äèñêðåòèçàöèþ ïî âðåìåíè. Îêîí÷àòåëüíî, 

âû÷èñëèâ ïðîèçâîäíûå ( , ) 0h j j j
imk imk imkI c c cτ ∗ ∗∂ ∂ =  äëÿ 

âñåõ j, i, m, k, îïðåäåëÿþùèõ íóìåðàöèþ óçëîâ 

,h
tD  ïðèäåì ê ñõåìå ðàñùåïëåíèÿ, çàïèñàííîé  

â âèäå ñèñòåì ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé äëÿ êàæäîãî 
êîîðäèíàòíîãî íàïðàâëåíèÿ. Ïîñëåäíèå íà êàæäîì 
äðîáíîì øàãå ïî âðåìåíè ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïðî-
ãîíêè. 

Ïîñòðîåííûå òàêèì îáðàçîì ÷èñëåííûå ñõåìû 
äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ïðèìåñè îáëàäàþò 
ñâîéñòâàìè óñòîé÷èâîñòè, ìîíîòîííîñòè è òðàíñ-
ïîðòèâíîñòè. Îíè îáåñïå÷èâàþò íåîòðèöàòåëüíîñòü 
êîíöåíòðàöèé, âûïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé áàëàíñà 
ìàññû è ïåðåíîñ ïðèìåñè ïî íàïðàâëåíèþ ïîòîêà 
íåñóùåé ñðåäû. 

2.2. Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðåíîñà 
ïðèìåñåé â ëàãðàíæåâîé ïîñòàíîâêå 

Âòîðàÿ âåðñèÿ ÷èñëåííîé ìîäåëè äëÿ ðåøåíèÿ 
çàäà÷è (1), (2) îñíîâàíà íà ìåòîäå ðàñùåïëåíèÿ  
è îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàìêàõ ëàãðàíæåâà ïîäõîäà. 
Îïèøåì ñõåìó àëãîðèòìà, ñëåäóÿ [4]. Ïî ñóùåñòâó, 
ñõåìà ðåàëèçàöèè ëàãðàíæåâîé ìîäåëè ïåðåíîñà 
(ËÌÏ) ïðèìåñåé èìååò áåññåòî÷íóþ ñòðóêòóðó  
â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè. Ïàðàìåòðû ãèäðîäèíà-
ìè÷åñêîãî ôîíà ïðåäïîëàãàþòñÿ çàäàííûìè íà ðå-
ãóëÿðíîé ñåòî÷íîé îáëàñòè .h

t tD D⊂  Â ìîäåëè (1), 
(2) ýòî ôóíêöèè u, µ è äðóãèå, ðàññ÷èòûâàåìûå  
ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè (3). 
Ïîýòîìó áåññåòî÷íàÿ ñòðóêòóðà ËÌÏ ïðèâÿçûâàåò-
ñÿ ê ñåòêå h

tD  ýéëåðîâîé ìîäåëè äèíàìèêè àòìî-

ñôåðû. Òî åñòü ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ñêâîçü ñåòêó ,h
tD  

êîîðäèíàòû è âñå õàðàêòåðèñòèêè ëþáîé òåêóùåé 
òî÷êè òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ ÷àñòèö èäåíòèôèöèðó-
þòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùåì 4-ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå 
ñåòî÷íîé îáëàñòè ,h

tD  êîòîðûå çàïèøåì â âèäå 

.j
c imkD D∆ ≡  
 Âñå íåîáõîäèìûå äëÿ ËÌÏ ýëåìåíòû ãèäðî-

äèíàìè÷åñêîãî ôîíà â òåêóùåé òî÷êå òðàåêòîðèè 
ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóð èíòåðïîëÿöèè 
ïî çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëåé â âåðøèíàõ 
ñîïðîâîæäàþùåãî ýòó òî÷êó ïàðàëëåëåïèïåäà. Îáî-
çíà÷èì ïàðàìåòðû ñåòêè h

tD  ïî âðåìåíè è ïðî-
ñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì â ÷èñëåííîé ìîäåëè (3) 

÷åðåç { }, , , , ,j
E imks s x y z∆τ ∆ =  à øàã ïî âðåìåíè â ËÌÏ 

÷åðåç ∆t. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû ìîäåëè-
ðîâàíèÿ òðàåêòîðèé èíäèâèäóàëüíûõ ÷àñòèö è èõ 
àíñàìáëåé èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàñùåïëÿåòñÿ íà òðè 
ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññà: ðàñ÷åò ýìèññèè ïðèìåñåé èç 
èñòî÷íèêîâ, ïåðåíîñ ïî òðàåêòîðèÿì âîçäóøíîé 
ìàññû, òóðáóëåíòíûé îáìåí. 

Àäâåêòèâíûé ïåðåíîñ. Íà ïåðâîì ýòàïå ðàñ-
ñ÷èòûâàåòñÿ êîíöåíòðàöèÿ ïðèìåñåé â ëîêàëüíûõ 
çîíàõ, ïðèëåãàþùèõ ê òî÷êàì ðàñïîëîæåíèÿ èñòî÷-
íèêîâ. Íà ýòàïå ïåðåíîñà ïî çàäàííîìó ïîëþ ñêî-
ðîñòåé ðàññ÷èòûâàþòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûå ýëåìåí-
òû òðàåêòîðèé ÷àñòèö ïðèìåñè. Âûïèøåì óðàâíå-
íèå ïåðåíîñà ïî òðàåêòîðèÿì äâèæåíèÿ âîçäóøíûõ 
ìàññ: 

 1
10, .j ju v w t t t

t x y z +
∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ+ + + = ≤ ≤
∂ ∂ ∂ ∂

 (6) 

Îò ýòîãî óðàâíåíèÿ ìîæíî ïåðåéòè ê ñèñòåìå òðåõ 
óðàâíåíèé [10]: 

 ( , ), ( , ), ( , ),
dx dy dz

u t v t w t
dt dt dt

= = =x x x  (7) 

êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü ìåñòîïîëîæåíèå 
÷àñòèöû íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè tj+1 ïðè çàäàí-
íûõ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàò xj = (x, y, z)j â ìîìåíò 
âðåìåíè tj. 

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîé ñõåìû èñïîëüçóåòñÿ 
àïïðîêñèìàöèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè: 

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1
( , ) ( ) ,

2

1
( , ) ( ) ,

2

1
( , ) ( ) .

2

j j j j j j

j j j j j j

j j j j j j

u u u
x u t t x y z t

x y z

v v v
y v t t x y z t

x y z

w w w
z w t t x y z t

x y z

+ + + +

+ + + +

+ + + +

∂ ∂ ∂∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∆
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∆
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂∆ = ∆ + ∆ + ∆ + ∆ ∆
∂ ∂ ∂

x

x

x

 

  (8) 

Ïàðàìåòðû ýòîé ñõåìû âûáèðàþòñÿ àäàïòèâíî 
ê èíòåíñèâíîñòè ïðîöåññà, èñõîäÿ èç óñëîâèé àï-
ïðîêñèìàöèè è óñòîé÷èâîñòè: 

 2

2
1, min{ }, , , ,

E

ss
s s

sE

u
t s x y z

ss < >

 µ + ∆τ ≤ ∆ ≤ ∆τ =  ∆∆ 
 (9) 

ãäå Es∆  – ïàðàìåòðû ñåòêè h
tD  â ðàìêàõ ñîïðîâî-

æäàþùåãî òðàåêòîðèè ÷àñòèö ïàðàëëåëåïèïåäà 
;cD∆  s∆τ  – øàã ïî âðåìåíè, ïðè êîòîðîì âûïîë-

íÿþòñÿ óñëîâèÿ àïïðîêñèìàöèè Êóðàíòà, Ôðèä-
ðèõñà, Ëåâè [11] ïî ïåðåìåííîé s â ðàìêàõ ïîäîá-
ëàñòè ;cD∆  { , , }su u v w≡  – çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò 

âåêòîðà ñêîðîñòè; sµ  – çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 

òóðáóëåíòíîñòè â òî÷êå òðàåêòîðèè ( , ),j jtx  ðàññ÷è-
òàííûå c ïîìîùüþ çíà÷åíèé ìåòåîïîëåé â âåðøè-
íàõ .cD∆  Ïðîèçâîäíûå â (8) òàêæå ðàññ÷èòûâàþòñÿ 
ïî ðàçíîñòíûì ñîîòíîøåíèÿì â ïðåäåëàõ ýòîãî æå 
ïàðàëëåëåïèïåäà. 

(5)
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Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (8) 
îòíîñèòåëüíî ( , , )x y z∆ = ∆ ∆ ∆x  ïîëó÷àåì êîîðäèíàòû 

÷àñòèöû 
1 2j+x  íà ïåðâîì ýòàïå ðàñùåïëåíèÿ (6), (7): 

  1 2 1.j j j+ += + ∆x x x   (10) 

Òóðáóëåíòíûé îáìåí. Òóðáóëåíòíîå äâèæåíèå 
÷àñòèö íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè ðàññìàòðèâàåòñÿ 
êàê ñòîõàñòè÷åñêèé ïðîöåññ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âû-
÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà ýòîãî ïðîöåññà èñïîëüçó-
åòñÿ ìåòîä ëîêàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé [12, 13]. Òàêîé 
ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñëîæíûé ïðîöåññ ñ íåîäíîðîäíîé 
àíèçîòðîïíîé òóðáóëåíòíîñòüþ îïèñàòü ñ ïîìîùüþ 
ñóïåðïîçèöèè ëîêàëüíûõ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåí-
íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ïî êîîðäèíàòíûì íà-
ïðàâëåíèÿì, ìàñøòàá äèñïåðñèè êîòîðûõ ðàññ÷èòû-
âàåòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû òóðáóëåíòíîñòè.  

Íà ýòîì ýòàïå ðàñùåïëåíèÿ èìååì ñëåäóþùåå 
óðàâíåíèå: 

10,x y z j jt t t
t x x y y z z +

∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ− µ − µ − µ = ≤ ≤
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. (11) 

Îïåðàòîð ìîäåëè òóðáóëåíòíîãî îáìåíà â (11) 
ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè â ðàìêàõ ìåòîäà 
ëîêàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé çàìåíÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ 
îïåðàòîðîâ ñ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè ïî ïðèíöèïó «çàìîðîæåííûõ êîýôôèöèåíòîâ» 
[12, 13]. Çäåñü ëîêàëüíîñòü ïîíèìàåòñÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ òóðáóëåíòíîñòè. Ïðè 
òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ êàæäîå ëîêàëüíîå îòíîñè-
òåëüíî sµ  óðàâíåíèå (11) èìååò ïîñòîÿííûå êîýô-
ôèöèåíòû è äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ. Íà 
êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè 1j j jt t t t t+≤ ≤ = + ∆  òðåõ-

ìåðíàÿ çàäà÷à àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ 
òðåõ îäíîìåðíûõ çàäà÷, êîòîðûå ðåøàþòñÿ àíàëè-
òè÷åñêè. 

Ó÷èòûâàÿ ýòî îáñòîÿòåëüñòâî, à òàêæå âçàèìî-
ñâÿçè ìåæäó ôóíêöèÿìè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè 
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è ôóíêöèÿìè Ãðèíà 
äëÿ ñîâîêóïíîñòè äèôôóçèîííûõ óðàâíåíèé, òóð-
áóëåíòíûé ïðîöåññ ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö áóäåì ìîäå-
ëèðîâàòü êàê ñóïåðïîçèöèþ ãàóññîâûõ ñëó÷àéíûõ 
ïðîöåññîâ â îêðåñòíîñòè êîîðäèíàò òî÷åê òðàåêòî-
ðèé (10). Äëÿ êàæäîé òî÷êè èñïîëüçóåòñÿ ñâîé êî-
ýôôèöèåíò µs. Âåëè÷èíà øàãà ∆t âûáèðàåòñÿ òàêæå 
àäàïòèâíî ê ëîêàëüíûì óñëîâèÿì â îêðåñòíîñòÿõ 
òî÷åê 1 2j+x  èç (10) ïî ñõåìå (9). Ïðè ðàñ÷åòå àí-
ñàìáëåé àäàïòàöèÿ ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà îñóùåñò-
âëÿåòñÿ äëÿ êàæäîé ÷àñòèöû èíäèâèäóàëüíî. 

Â ðåçóëüòàòå òàêîé îðãàíèçàöèè ìîäåëèðîâà-
íèÿ ïðèðàùåíèÿ êîîðäèíàò ÷àñòèö íà ýòàïå òóðáó-
ëåíòíîãî ïåðåìåøèâàíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì 
îáðàçîì: 

 2 , 2 , 2 ,x x y y z zq t q t q tζ = µ ∆ ζ = µ ∆ ζ = µ ∆  (12) 

ãäå q – íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âå-
ëè÷èíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì çíà÷åíèåì è åäèíè÷íîé 
äèñïåðñèåé. Îêîí÷àòåëüíî êîîðäèíàòû ÷àñòèö ðàñ-
ñ÷èòûâàþòñÿ ïî ôîðìóëàì 

 1 21 , ( , , ).jj
x y z

++ = + ≡ ξ ξ ξx x ξ ξ  (13) 

Âû÷èñëåíèÿ òðàåêòîðèé êàæäîé ÷àñòèöû ïðî-
äîëæàþòñÿ äî äîñòèæåíèÿ «êîíòðîëüíîãî» ìîìåíòà 
âðåìåíè èëè äî ïîïàäàíèÿ ÷àñòèöû â îáëàñòü ðå-
öåïòîðà, èëè äî âûõîäà çà ïðåäåëû îáëàñòè. 

Êðàåâûå óñëîâèÿ (2) â ËÌÏ ó÷èòûâàþòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Íà âåðõíåé è áîêîâûõ ãðàíèöàõ 
îáëàñòè ,cD∆  êîãäà êîîðäèíàòû ÷àñòèöû ïîñëå 
ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëàì (8), (10) è (12), (13) îêàçû-
âàþòñÿ çà ïðåäåëàìè îáëàñòè, ÷àñòèöà ñ÷èòàåòñÿ 
ïðåêðàòèâøåé ñâîå ñóùåñòâîâàíèå, à åå âêëàä ó÷è-
òûâàåòñÿ ïðè îöåíêå ïîòîêîâ ïðèìåñåé ÷åðåç ãðà-
íèöó. Íà íèæíåé ãðàíèöå îáëàñòè tD  â ìîäåëè 
çàäàåòñÿ ñìåøàííîå êðàåâîå óñëîâèå. Äëÿ åãî ó÷åòà 
â ÷èñëåííóþ ñõåìó âíîñÿòñÿ ñïåöèàëüíûå ìîäèôè-
êàöèè äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà äâèæåíèÿ ÷àñòèö  
â ïðèçåìíîì ñëîå ñ ó÷åòîì íåîäíîðîäíîñòåé ïîä-
ñòèëàþùåé ïîâåðõíîñòè, òåìïåðàòóðíîé ñòðàòèôè-
êàöèè è âåðîÿòíîñòè îñàæäåíèÿ íà ïîâåðõíîñòü.  
Â ðåçóëüòàòå òàêîé ìîäèôèêàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ïà-
ðàìåòðèçîâàííàÿ ýôôåêòèâíàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà 
âîçäóøíîé ìàññû. ×àñòèöà äâèæåòñÿ äî òåõ ïîð, 
ïîêà íå ïåðåñå÷åò ýòó ãðàíèöó. 

3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû 
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ íà áàçå 

èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé áûë ïðîâåäåí ðÿä ýêñïåðè-
ìåíòîâ ïî ìîäåëèðîâàíèþ ïåðåíîñà ïàññèâíîé ïðè-
ìåñè â ãîðíî-äîëèííîé ìåñòíîñòè. Îáëàñòü, äëÿ 
êîòîðîé ïî ìîäåëè ãèäðîòåðìîäèíàìèêè àòìîñôåðû 
(3) áûëè ïîëó÷åíû ïîëÿ ìåòåîýëåìåíòîâ, íåîáõî-
äèìûõ äëÿ ðàñ÷åòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñè ïî 
ìîäåëè (1), (2), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîëèíó, âûòÿ-
íóòóþ ñ þãî-çàïàäà íà ñåâåðî-âîñòîê. Ðåëüåô ìåñò-
íîñòè îáóñëîâëèâàåò ñóòî÷íûå èçìåíåíèÿ â íàïðàâ-
ëåíèè è ñèëå âåòðà â èññëåäóåìîé îáëàñòè. Èñòî÷-
íèê ïàññèâíîé ïðèìåñè ðàñïîëàãàåòñÿ â öåíòðå äî-
ëèíû. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü äëÿ ëåòíåãî 
ïåðèîäà. 

Äëÿ ðàñ÷åòîâ áûëè âûáðàíû òðè âðåìåííûõ 
èíòåðâàëà ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ ïî 3 ÷ êàæäûé.  
Â ïåðâîì ýêñïåðèìåíòå ðàññìàòðèâàëàñü ñèòóàöèÿ, 
ñîîòâåòñòâóþùàÿ óòðåííåìó ðàçâèòèþ öèðêóëÿöèé. 
Âòîðîé ýêñïåðèìåíò îòðàæàåò ñïåöèôèêó ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ïðèìåñè â äíåâíûå ÷àñû, òðåòèé – â âå-
÷åðíåå âðåìÿ. Âî âñåõ ñöåíàðèÿõ çàäàâàëèñü ñëå-
äóþùèå çíà÷åíèÿ âõîäíûõ ïàðàìåòðîâ: ðàçìåðû 
îáëàñòè {X = 50 êì, Y = 48 êì, H = 2,5 êì}, øàãè 
ñåòî÷íîé îáëàñòè {∆x = ∆y = 2000 ì, ∆zk = 100 ì}, 
«áàçîâûé» øàã ïî âðåìåíè â ýéëåðîâîé ìîäåëè 
∆τ = 10 ñ, êîýôôèöèåíòû òóðáóëåíòíîé äèôôóçèè 
µcx = µcy âû÷èñëÿëèñü ïî ìîäåëè Ñìàãîðèíñêîãî, 
âåðòèêàëüíûé êîýôôèöèåíò νc = 3 ì2/ñ. Èñòî÷íèê 
âûáðîñà çàãðÿçíåíèÿ ïîëàãàëñÿ ìãíîâåííûì. Åãî 
êîîðäèíàòû: {x = 28 êì, y = 24 êì, z = 100 ì}. Ïðè-
ìåñü ïðåäïîëàãàëàñü íåâåñîìîé, ò.å. wc = 0 ì/ñ. 
Ïðè ðàñ÷åòàõ ïî ìîäåëè ëàãðàíæåâà òèïà äåéñòâèå 
èñòî÷íèêà çàäàâàëîñü åäèíîâðåìåííûì âûáðîñîì 
1000 ÷àñòèö.  
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Äëÿ âûáðàííîé ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ëåòíÿÿ óò-
ðåííÿÿ öèðêóëÿöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ îñëàáëåíèåì 
ðàçâèâøèõñÿ íî÷üþ íèñõîäÿùèõ ïî ñêëîíàì ïîòî-
êîâ âîçäóõà, ñëàáûì âåòðîì âäîëü äîëèíû, íà÷àëîì 
ïðîãðåâà äíà äîëèíû è ôîðìèðîâàíèåì âîñõîäÿ-
ùèõ ïîòîêîâ. Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåí ôðàãìåíò âåð-
òèêàëüíîãî ðàçðåçà ïîëÿ âåòðà è êîíöåíòðàöèè 
ïðèìåñè ïðè x = 28 êì.  

Ðèñ. 1,à ñîîòâåòñòâóåò ðåçóëüòàòàì ðàñ÷åòîâ ïî 
ýéëåðîâîé ìîäåëè, ðèñ. 1,á – ïî ëàãðàíæåâîé. 
Èçîëèíèè íà ðèñ. 1,à ïîêàçûâàþò êîíöåíòðàöèþ 
ïðèìåñè â äîëÿõ îò 1000 ÷åðåç 1 ÷ ïîñëå âûáðîñà. 
Òî÷êè íà ðèñ. 1,á èçîáðàæàþò ÷àñòèöû ïðèìåñè. 
Òàê êàê äâèæåíèå òðåõìåðíîå, òî âåðòèêàëüíûé  
ðàçðåç îòðàæàåò òîëüêî ÷àñòü åãî ñëîæíîé ñòðóêòó-

ðû. Íà ðèñ. 1,á õîðîøî âèäíî ïåðåìåùåíèå ÷àñòèö  
 
ïðèìåñè â öèðêóëÿöèîííîé ÿ÷åéêå, îáðàçîâàííîé 
âîñõîäÿùèìè ïîòîêàìè âîçäóõà ñî äíà äîëèíû  
è íèñõîäÿùèìè ïîòîêàìè ñî ñêëîíîâ. 

Íà ðèñ. 2 è 3 äàíû àíàëîãè÷íûå ðàçðåçû ïîëåé 
êîíöåíòðàöèè ïðèìåñè è âåòðà äëÿ äíåâíîãî è âå-
÷åðíåãî âðåìåíè ÷åðåç 1 ÷ ïîñëå âûáðîñà çàãðÿçíå-
íèÿ. Äíåâíàÿ öèðêóëÿöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ âîñõîäÿ-
ùèìè ïîòîêàìè âäîëü íàãðåòûõ ñêëîíîâ è ñëàáûìè 
äâèæåíèÿìè âîçäóøíîé ìàññû â äîëèíå. Âå÷åðîì 
ñíà÷àëà íà÷èíàåò îñòûâàòü þãî-âîñòî÷íûé ñêëîí,  
â ðåçóëüòàòå ÷åãî ôîðìèðóþòñÿ ïîòîêè âîçäóøíûõ 
ìàññ îò áîëåå õîëîäíîãî ñêëîíà ê áîëåå òåïëîìó.  
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 Ðèñ. 2. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 1, íî ïðè äíåâíîì ðåæèìå öèðêóëÿöèè    
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Ðèñ. 3. Òî æå, ÷òî è íà ðèñ. 1, íî ïðè âå÷åðíåì ðåæèìå öèðêóëÿöèè 

 
Ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ðåçóëüòàòû ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñè ïî îáåèì ìî-
äåëÿì êà÷åñòâåííî ñîãëàñóþòñÿ. Îáëàêî çàãðÿçíå-
íèÿ âî âñåõ ñëó÷àÿõ äâèæåòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ âåò-
ðà. Áîëåå ðàçìûòûå êàðòèíû, ïîëó÷àåìûå ïðè ýé-
ëåðîâîì ïîäõîäå, îáúÿñíÿþòñÿ òåì, ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå ðàçðåøàþùèé îïåðàòîð íåÿâíîé ñõåìû, äàæå 
ïðè óñëîâèÿõ (9), èìååò îòíîñèòåëüíî øèðîêóþ îá-
ëàñòü âëèÿíèÿ. Ýòî ñâîéñòâî ïðîÿâëÿåòñÿ â ýôôåêòàõ 
ñãëàæèâàíèÿ ðåøåíèÿ. ×òîáû èõ îñëàáèòü, íóæíî 
ïîâûñèòü ðàçðåøåíèå äèñêðåòíûõ ñõåì. Â ëàãðàí-
æåâîì ïîäõîäå â óñëîâèÿõ (9) ìîæíî ðàáîòàòü  
â äèàïàçîíå ïîäñåòî÷íûõ ìàñøòàáîâ è òàêèì îáðà-
çîì ïîëó÷àòü äåòàëüíîå âîñïðîèçâåäåíèå ýâîëþöèè 
ïðîöåññîâ. 

Çàêëþ÷åíèå 

Îïèñàíû àëãîðèòìû ðåàëèçàöèè ìîäåëåé ïåðå-
íîñà ïðèìåñåé â àòìîñôåðå â ðàìêàõ ýéëåðîâà  
è ëàãðàíæåâà ïîäõîäîâ, ðàçðàáàòûâàåìûõ â ÈÂÌèÌÃ 
ÑÎ ÐÀÍ. 

Èñïîëüçóåìûå ìîäèôèêàöèè ÷èñëåííûõ ìîäå-
ëåé ïåðåíîñà ïðèìåñåé ðåàëèçîâàíû â âèäå êîì-
ïëåêñà ïðîãðàìì, ñîãëàñîâàííûõ íà óðîâíå èíôîð-
ìàöèîííûõ ìàññèâîâ è àäàïòèðîâàííûõ äëÿ ðàáîòû 
ñ ìîäåëÿìè ãåíåðàöèè ïîëåé ãèäðîìåòåîýëåìåíòîâ  
â àòìîñôåðå. 

Àíàëèç ñöåíàðèåâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçàë, ÷òî 
îáà ïîäõîäà â öåëîì äàþò ïîõîæèå ðåçóëüòàòû. ×òî 
êàñàåòñÿ ñïåöèôèêè ðåàëèçàöèè, òî àëãîðèòìû îáå-
èõ ìîäåëåé òðåáóþò àäàïòàöèè ê èíòåíñèâíîñòè 
ïðîöåññîâ. Ýéëåðîâà ìîäåëü ðàáîòàåò â òðàäèöèîí-
íîì äëÿ ýòîãî òèïà ìîäåëåé ñòèëå è äàåò îòîáðàæå-
íèå îáùåãî õàðàêòåðà ïðîöåññîâ âî âñåé îáëàñòè. 
Ìîäåëüþ ëàãðàíæåâà òèïà ëåã÷å óïðàâëÿòü â ðåæè-

ìå ñëåæåíèÿ çà èíòåíñèâíîñòüþ ïðîöåññîâ. Åå âû-
÷èñëèòåëüíîå ÿäðî ìîæåò ëåãêî àäàïòèðîâàòüñÿ  
ê ðàçëè÷íûì ñèòóàöèÿì. Ýòî äàåò âîçìîæíîñòü 
ïîäêëþ÷àòü ìîäåëü, íàïðèìåð, â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà 
òðåáóåòñÿ áîëåå äåòàëüíî âîñïðîèçâîäèòü ðàçâèòèå 
ïðîöåññîâ â õàðàêòåðíûõ ëîêàëüíûõ çîíàõ è â îá-
ëàñòÿõ, ïðèìûêàþùèõ ê èñòî÷íèêàì ýìèññèè è ñòî-
êà ïðèìåñåé. 

Òàêèì îáðàçîì, îáå âåðñèè ìîäåëè äîïîëíÿþò 
äðóã äðóãà è ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ïðîãíîñòè-
÷åñêèõ è äèàãíîñòè÷åñêèõ öåëåé ïðè èçó÷åíèè ïðè-
ðîäíûõ ïðîöåññîâ. 
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V.V. Penenko, E.A. P'yanova, A.V. Chernova. Investigation of processes of mesoscale transport of 

admixtures with the use of models of Euler and Lagrange types. 
A complex of models of mesoscale transport of admixtures is presented including the determinate model in 

terms of Euler and determinate-stochastic model in terms of Lagrange approach. The results of comparative  
experiments on modeling the admixture transport within ranges of complex geometry are described. 


