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ÊÎËÈ×ÅÑÒÂÅÍÍÀß ÒÅÎÐÈß ÐÀÄÓÃÈ 
 
 

Ïî ôîðìóëàì òåîðèè Ìè âûïîëíåíû òî÷íûå ðàñ÷åòû äâóõ ïåðâûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ñâåòà 
íà ìîíîäèñïåðñíîé îäíîðîäíîé âîäíîé ÷àñòèöå ñ ðàäèóñîì 0,5 ìì è íà ïîëèäèñïåðñíîé ñèñòåìå ñôåðè÷åñêèõ 
÷àñòèö — ìîäåëè îáëàêà Ñ.6 Äåéðìåíäæàíà. Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ ôèîëåòîâîãî, ñèíåãî, ãîëóáîãî, çåëåíî-
ãî, æåëòî-çåëåíîãî, îðàíæåâîãî, êðàñíîãî è ïóðïóðíîãî öâåòîâ âèäèìîãî èçëó÷åíèÿ. Ïðèâåäåíû ñïåêòðàëü-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ â îáëàñòè îñíîâíîé (óãëû ðàññåÿíèÿ 136—142°) è âòîðè÷íîé 
(124—130°) ðàäóã. 

 
 

Òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ ñâåòà îäíîðîäíûìè ñôåðè÷åñêèìè ÷àñòèöàìè õîðîøî èçó÷åíà è èñïîëüçóåòñÿ 
ïðè ðåøåíèè ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îïòèêè àòìîñôåðû [1—3]. Èñïîëüçóåìûå ïðè ýòîì àëãîðèòìû 
ðàñ÷åòà (íàïðèìåð, [2, 4]) ñòàíîâÿòñÿ íåóñòîé÷èâûìè äëÿ áîëüøèõ ÷àñòèö èç-çà íàêîïëåíèÿ îøèáîê 
îêðóãëåíèÿ ïðè ðàñ÷åòå àìïëèòóäíûõ ôóíêöèé ïî âîñõîäÿùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì [4]. 

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî îïèñàíèÿ îïòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, âîçíèêàþùèõ íà áîëüøèõ ÷àñòèöàõ, òàêèõ 
êàê ðàäóãà [5], ãëîðèÿ [6], âåíöû è ò.ä., íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü óñòîé÷èâûå àëãîðèòìû [7]. Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ â äîñòóïíîé ëèòåðàòóðå îòñóòñòâóþò òî÷íûå ðàñ÷åòíûå äàííûå îïòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê (ÎÕ) áîëüøèõ ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö, íàïðèìåð, â ðàáîòå [8] ïðèâåäåíû òîëüêî âðåìåíà ñ÷åòà 
ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ ÷àñòèöàìè ñ x ≤ 5000 (x = 2πr/λ = kr, r — ðàäèóñ ÷àñòèöû, λ — äëèíà 
âîëíû èçëó÷åíèÿ, k — âîëíîâîå ÷èñëî). 

Ïîñòðîåííàÿ àâòîðàìè ðàáîò [5, 9] òåîðèÿ ðàäóãè îñíîâàíà íà ðàñ÷åòíûõ äàííûõ ÎÕ äëÿ ÷àñòèö 
ñ x ≤ 1500 è ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ò = 1,33, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îäíîé äëèíå âîëíû λ = 0,550 ìêì. 
Â ýòîì ñëó÷àå íå ó÷èòûâàþòñÿ ñïåêòðàëüíûå èçìåíåíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âîäû è áåçðàçìåðíî-
ãî ïàðàìåòðà õ, õîòÿ èìåííî ýòîé çàâèñèìîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñòîëü êðàñî÷íîå ðàñïðåäåëåíèå öâåòîâ â 
ðàäóãå. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ êîìïëåêñíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âîäû ò = ï — iκ è 
ïàðàìåòðà õ äëÿ ÷àñòèöû ñ ðàäèóñîì r = 0,5 ìì äëÿ îñíîâíûõ äëèí âîëí âèäèìîãî èçëó÷åíèÿ, êîòî-
ðûå èñïîëüçîâàíû íàìè ïðè ðàñ÷åòå ñïåêòðàëüíîé ÿðêîñòè ðàäóãè. Ðàäèóñ ÷àñòèö âçÿò ðàâíûì 0,5 ìì, 
ò.ê. íà ìåíüøèõ ÷àñòèöàõ íå óäàåòñÿ íàáëþäàòü ñòîëü ÿðêîå ñî÷åòàíèå öâåòîâ â îáåèõ ðàäóãàõ. 
 

Ò à á ë è ö à  
 

Õàðàêòåðèñòèêè âîäíîé êàïëè è îñíîâíûå ïàðàìåòðû ïåðâè÷íîé è âòîðè÷íîé ðàäóã äëÿ r = 0,5 ìì 
 

 
 
Ï ð è ì å ÷ à í è å .  Óãëû Q′1 è Q′2 ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìóìó ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè ðàññåÿííîãî ñâåòà ïî ðåçóëüòà-
òàì òî÷íûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ îñíîâíîé è âòîðè÷íîé ðàäóã; θ – ôàêòîð îñëàáëåíèÿ 
 

Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà. Ïðè âû÷èñëåíèè êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä íàìè èñïîëüçîâàëèñü êàê âîñõîäÿ-
ùèå [4], òàê è íèñõîäÿùèå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ [7, 12], ïîñëåäíèå äàþò óñòîé÷èâîå ðåøåíèå 
äëÿ ëþáûõ ðàçìåðîâ ÷àñòèö. Êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ñóììèðîâàíèÿ N [4, 7] çàâèñèò îò ïàðàìåòðà õ. Íà 
îñíîâå ìíîãî÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ íàìè îïðåäåëåí âèä ýòîé çàâèñèìîñòè 
 

 (1) 
 

Ïåðâîå âûðàæåíèå èñïîëüçóåòñÿ äëÿ x < 300, êîãäà ðàñ÷åòû âåäóòñÿ ïî àëãîðèòìó [2], à âòîðîå äëÿ 
õ > 300 — ïî àëãîðèòìó [7]. Âî èçáåæàíèå ïåðåïîëíåíèÿ è ïîòåðè òî÷íîñòè èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-
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ïðåðûâíîå (ñáðîñ ïîðÿäêà âåëè÷èíû) ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèé Ðèêàòòè-Áåññåëÿ [4]. Ðàñ÷åòû âûïîë-
íÿëèñü íà ÝÂÌ ÅÑ-1033, âðåìÿ ñ÷åòà äëÿ õ = 5000 è 182 óãëîâ ðàññåÿíèÿ ñîñòàâëÿåò 35 ìèí. 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïåðâûõ äâóõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ 
â îáëàñòè îñíîâíîé ðàäóãè äëÿ õ = 1500 è ò = 1,33 ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 1. Âèäíî, ÷òî ïðèáëèæåí-
íûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïðèíöèïå Ãþéãåíñà, õîðîøî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå îáîèõ ýëåìåíòîâ ìàòðè-
öû ðàññåÿíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòîò ìåòîä, èçëîæåííûé â [9], ïðèìåíèì òîëüêî â îáëàñòè îñíîâíîé 
ðàäóãè è íå îïèñûâàåò áîëåå òîíêèå èíòåðôåðåíöèîííûå ýôôåêòû, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê âîçíèêíîâå-
íèþ öâåòîâûõ (îáû÷íî ðîçîâûõ è çåëåíûõ) ïîëîñ (äîïîëíèòåëüíûõ äóã) íà âíóòðåííåé ñòîðîíå îñ-
íîâíîé ðàäóãè. Ïðèâîäèìûå â [5] äàííûå (êðèâàÿ 3 íà ðèñ. 1) òî÷íîãî ðåøåíèÿ îòíîñÿòñÿ ê ñîñòàâ-
ëÿþùåé, êîòîðàÿ íå âíîñèò ñóùåñòâåííîãî âêëàäà â ÿðêîñòü ðàäóãè. Äëÿ íàãëÿäíîñòè íàøè äàííûå 
ñìåùåíû âíèç íà âåëè÷èíó ôàêòîðà îñëàáëåíèÿ Θ, ðàâíîãî 2,06. Íåñìîòðÿ íà îòñóòñòâèå òî÷íûõ äàí-
íûõ ïî ñïåêòðàëüíîé ÿðêîñòè ðàäóãè, óãëîâîå ðàñïðåäåëåíèå öâåòîâ â íåé áûëî îïðåäåëåíî áîëåå 100 
ëåò íàçàä íà îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. 
 

 
 

Ðèñ. 1. Äâà ïåðâûõ ýëåìåíòà ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ â îáëàñòè îñíîâíîé ðàäóãè: ïàðàëëåëüíûå (1, 3) è 
ïåðïåíäèêóëÿðíûå (2) ñîñòàâëÿþùèå (äëÿ õ = 1500, ò = 1,33). Ãëàäêèå êðèâûå 1 è 2 ïîëó÷åíû 
ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì íà îñíîâå ïðèíöèïà Ãþéãåíñà [9], îñöèëëèðóþùèå êðèâûå 1 è 2 — íàøè 
äàííûå, âû÷èñëåííûå ïî òî÷íûì ôîðìóëàì òåîðèè Ìè; 3 è 4 — äàííûå [5], ïîëó÷åííûå ïî òî÷íûì 
ôîðìóëàì òåîðèè Ìè (3) è ïðèáëèæåííûì ìåòîäîì òåîðèè êîìïëåêñíûõ óãëîâûõ ìîìåíòîâ 

 
Âîçíèêíîâåíèå ðàäóã ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà îáúÿñíÿåò íàëè÷èåì ýêñòðåìàëüíûõ óãëîâ âûõîäà 

ëó÷åé èç ñôåðè÷åñêîé ÷àñòèöû ïîñëå ð âíóòðåííèõ îòðàæåíèé [10], Â ÷àñòíîñòè, äëÿ îñíîâíîé ðàäó-
ãè ð = 2, à äëÿ âòîðè÷íîé ðàäóãè ð = 3. 
 

       
 

Ðèñ. 2. Èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ â îáëàñòè îñíîâíîé (à) è âòîðè÷íîé (á) ðàäóã äëÿ ðàçëè÷íûõ äëèí 
âîëí âèäèìîãî èçëó÷åíèÿ (íîìåðà íà êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò íóìåðàöèè â òàáëèöå). Ìàñøòàá íà îñè 
îðäèíàò ïðèâåäåí äëÿ âåðõíåé êðèâîé, îñòàëüíûå êðèâûå äëÿ íàãëÿäíîñòè ñäâèíóòû ïîñëåäîâà-
òåëüíî âíèç íà óêàçàííóþ ïî îñè îðäèíàò îòìåòêó. Øàã äèñêðåòèçàöèè ðàâåí 0,1° 

 
Íà îñíîâå ïðîñòûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ìîæíî íàéòè óãîë ðàññåÿíèÿ äëÿ ýòèõ ëó÷åé [10] 
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 (2) 

 

ãäå óãîë «âõîäà» ëó÷à â ÷àñòèöó τ è óãîë ïðåëîìëåíèÿ τ′ ïðèíèìàåò ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè 
 

 (3) 

 
Äëÿ îñíîâíîé ðàäóãè ð = 2, ñ = 0, q = —1, äëÿ âòîðè÷íîé ðàäóãè ð = 3, ñ = 1, q = —1. Îòìå-

òèì, ÷òî â [10] â îáîèõ ýòèõ ñëó÷àÿõ äàåòñÿ îøèáî÷íîå çíà÷åíèå çíàêà äëÿ âåëè÷èíû q. 
Êàê âèäíî èç (2), (3), ïîëîæåíèå Qp–-1 çàâèñèò îò ïîñòîÿííîãî ïðåëîìëåíèÿ ò è ïàðàìåòðà ð. 

Ïîýòîìó ïðîèñõîäèò óãëîâîå ðàçäåëåíèå ðàçëè÷íûõ öâåòîâ (ñì. òàáëèöó). Ïðè÷åì íàáëþäàåòñÿ îá-
ðàòíîå ñî÷åòàíèå öâåòîâ äëÿ îñíîâíîé Q1 è âòîðè÷íîé Q2 ðàäóã. Îáúÿñíåíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ òàêæå 
ìîæíî ïîëó÷èòü â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè [10]. 

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû òî÷íûå ðàñ÷åòû èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ ((M2+M1)/2) â îáëàñòè îñíîâíîé (à) 
è âòîðè÷íîé (á) ðàäóã. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ âèäíû âñå òîíêèå ýôôåêòû, êîòîðûå óäàåòñÿ íàáëþäàòü â ïðè-
ðîäå [5]. Ìåæäó ðàäóãàìè âèäíà òåìíàÿ àëåêñàíäðîâà ïîëîñà, ñ âíóòðåííåé ñòîðîíû îñíîâíîé ðàäóãè 
è âíåøíåé ñòîðîíû âòîðè÷íîé ðàäóãè íàáëþäàþòñÿ òîíêèå ïîëîñû (îñîáåííî çåëåíàÿ è ïóðïóðíî-
ðîçîâàÿ;, Êàê âèäíî èç ýòèõ ðèñóíêîâ, Q′1 è Q′2, äàþùèå ìàêñèìàëüíûé âêëàä â èíäèêàòðèñó ðàñ-
ñåÿíèÿ, äëÿ êàæäîé äëèíû âîëíû λ íåñêîëüêî ñìåùåíû ïî îòíîøåíèþ ê óãëàì Q1 è Q2, ÷òî ñâÿçàíî ñ 
òåì, ÷òî óãëû Q1 è Q2 ñîîòâåòñòâóþò ýêñòðåìàëüíûì çíà÷åíèÿì óãëîâ äëÿ ð = 2 è 3 (ñì. òàáëèöó). 

Â òàáëèöå ïðèâåäåíû òàêæå çíà÷åíèÿ ñòåïåíè ëèíåéíîé ïîëÿðèçàöèè ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ 
 

 (4) 

 
äëÿ óãëîâ Q1 è Q2 ñîîòâåòñòâåííî. Âèäíî, ÷òî ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå â îáëàñòè ðàäóãè ñèëüíî ïîëÿðè-
çîâàíî. Äëÿ Q′1 è Q′2 âåëè÷èíà Ð çíà÷èòåëüíî âûøå. 

Ìàêñèìóìû è ìèíèìóìû èíäèêàòðèñû çà îñíîâíûì ïèêîì ðàäóã ñâÿçàíû ñ èíòåðôåðåíöèåé ëó-
÷åé, ïðåòåðïåâøèõ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî âíóòðåííèõ îòðàæåíèé, íî âîøåäøèõ â ÷àñòèöó ïîä ðàç-
ëè÷íûìè óãëàìè [10], ïîýòîìó èõ ïîëîæåíèå ñèëüíî çàâèñèò îò ðàçìåðà ÷àñòèöû. Äëÿ ïîëèäèñïåðñ-
íîé ñèñòåìû ÷àñòèö ýòè ýêñòðåìóìû íàêëàäûâàþòñÿ è óíè÷òîæàþòñÿ (ðèñ. 3). Ïðåäñòàâëåííûå íà 
ðèñ. 3 èíäèêàòðèñû äëÿ ðàçëè÷íûõ äëèí âîëí âû÷èñëåíû äëÿ ìîäåëè îáëàêà, ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö 
ïî ðàçìåðàì â êîòîðîé çàäàåòñÿ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì (ìîäåëü îáëàêà Ñ.6) 
 

 (5) 

 
Äàííûå íà ðèñ. 3 îòíîñÿòñÿ ê ýëåìåíòó ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ Ì2, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðåîáëàäàþ-

ùèì â îáëàñòè ðàäóãè (ñì. ðèñ. 1). 
 

 
 

Ðèñ. 3. Äèàãðàììà ñïåêòðàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ â îáëàñòè îñíîâíîé è âòî-
ðè÷íîé ðàäóã äëÿ ïîëèäèñïåðñíîé ñèñòåìû ñôåðè÷åñêèõ ÷àñòèö (ìîäåëü îáëàêà Ñ.6) 

 
Íàáëþäàåìûå íà ðèñ. 1—3 çàêîíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, ñïåêòðàëüíûõ ÿðêîñòåé ðàäóã õîðîøî 

îáúÿñíÿþòñÿ â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè, îäíàêî êîëè÷åñòâåííîå îïèñàíèå óäàåòñÿ íàéòè òîëüêî 
â ðàìêàõ òåîðèè Ìè. Ïîñëåäíÿÿ ñâîäèòñÿ ê ïåðåìíîæåíèþ äåñÿòêà òûñÿ÷ ñëîæíûõ ôóíêöèé, ÷òî 
çàòðóäíÿåò ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ïîëó÷àåìûõ ïðè ýòîì äàííûõ. 

Îñîáåííîñòÿìè ðàññåÿíèÿ ñâåòà â çàäíþþ ïîëóñôåðó íà îáëà÷íûõ ÷àñòèöàõ ÿâëÿþòñÿ âîçíèêíî-
âåíèÿ ðàäóãè è ãëîðèè [6]. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîãî ñâåòà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé, 
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îäíàêî èõ ìîæíî îòëè÷èòü ïî çíàêó ïîëÿðèçàöèè: â îáëàñòè ðàäóã ýëåêòðè÷åñêèé âåêòîð ðàññåÿííîãî 
èçëó÷åíèÿ íàïðàâëåí â îñíîâíîì ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ (ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëÿðèçà-
öèÿ, ò.å. M2 > M1); â îáëàñòè ãëîðèè (âáëèçè Q = 180°) êîëåáàíèå ýëåêòðè÷åñêîãî âåêòîðà ïðîèñõî-
äèò ïðåèìóùåñòâåííî ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè ðàññåÿíèÿ (îòðèöàòåëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ, ò.å. Ì2 < Ì1) 
[6]. Òàêèì îáðàçîì, ïðèðîäà ïîÿâëåíèÿ íåíóëåâûõ çíà÷åíèé êðîññïîëÿðèçîâàííîãî êîìïîíåíòà â ýõî-
ñèãíàëå ïðè ïîëÿðèçàöèîííîì ëàçåðíîì çîíäèðîâàíèè îáëàêîâ [11] ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïîñëå 
ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ çíàêà ñòåïåíè ïîëÿðèçàöèè (4): â ñëó÷àå ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ 
äîëæíà ïðåîáëàäàòü ïîëîæèòåëüíàÿ ïîëÿðèçàöèÿ (Ì2 > M1); â ñëó÷àå îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ — 
îòðèöàòåëüíàÿ: (Ì1 > Ì2). 
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V . P .  T e r z i ,  F . S .  Y a k u p o v a ,  L . V .  K u r t . Quantitative Tneory of Rainbow. 
 
Exact calculations of two first elements of scattering phase matrix for a homogeneous water particle with the ra-

dius of 0,5 mm and for a polydisperse ensemble of spherical particles (Deirmendjian's cloud model C.6) using Mie 
theory formulas are made. 

The calculations were made for violet, dark-blue, light-blue, green, Yellow-green, orange, red and purple colours 
of visible radiation. Spectral distributions of scattering phase functions in the region of primary (the 136°—142° scat-
tering angles) and secondary (124°—130°) rainbows are given. 


