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Ðàññìîòðåíà ñèììåòðèÿ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â íåîðòîãîíàëüíûõ âíóò-
ðåííèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ïÿòèàòîìíûõ ìîëåêóë ñ òðåìÿ è áîëåå îäèíàêîâûìè àòîìàìè. Èñïîëüçîâàíèå íå-
îðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò ìîæåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü îäíîâðåìåííîå îïèñàíèå íåñêîëüêèõ èçîòîïè÷å-
ñêèõ ìîäèôèêàöèé îäíîé è òîé æå ìîëåêóëû. 

 

Ââåäåíèå 

Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâèëîñü ìíîãî ðàáîò, ïî-
ñâÿùåííûõ çàäà÷å íàõîæäåíèÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷å- 
ñêîãî îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âî âíóòðåí-
íèõ êîîðäèíàòàõ äëÿ ìíîãîàòîìíûõ ìîëåêóë [1–5]. 
Â ðàáîòàõ [2, 3] èç êëàññè÷åñêîãî îïåðàòîðà êèíå-
òè÷åñêîé ýíåðãèè ñ ïîìîùüþ çàìåíû êëàññè÷åñêèõ 
èìïóëüñîâ è ìîìåíòîâ èìïóëüñîâ íà êâàíòîâî-
ìåõàíè÷åñêèå îïåðàòîðû èìïóëüñîâ è ìîìåíòîâ 
èìïóëüñîâ ïîñòðîåí êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèé îïåðà-
òîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ n-àòîìíûõ ìîëåêóë  
è ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìàòðè÷íûõ 
ýëåìåíòîâ. Â ðàáîòå [4] ñ ïîìîùüþ çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ (îò ëàáîðàòîðíûõ êîîðäèíàò ê âíóòðåííèì 
ïîëÿðíûì êîîðäèíàòàì è ïåðåìåííûì, îòâå÷àþùèì 
çà âðàùåíèå è ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ìîëåêóëû 
êàê öåëîãî) ïîñòðîåí êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèé îïå-
ðàòîð êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Â [5] â îáùåì âèäå 
ðàññìîòðåíû íåîðòîãîíàëüíûå ÷ëåíû îïåðàòîðà 
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìîëåêóëû.  
 Â äàííîé ñòàòüå ïðèâåäåíà ñèììåòðè÷íàÿ ôîð-
ìà îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âî âíóòðåííèõ 
íåîðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ äëÿ òðåõ è áîëåå 
àòîìîâ. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìà ìîæåò ñóùåñòâåííî îá-
ëåã÷èòü âû÷èñëåíèå ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, åñëè 
âîëíîâûå ôóíêöèè ïðåäñòàâëåíû â ñèììåòðèçîâàí-
íîì âèäå. Êðîìå òîãî, ðàññìîòðåíû ñèììåòðèéíûå 
ñâîéñòâà îïåðàòîðà êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è óãëî-
âûõ ìîìåíòîâ ïðè ïåðåñòàíîâêàõ àòîìîâ. Ñèììåò-
ðèÿ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîãî îïåðàòîðà êèíåòè÷å-
ñêîé ýíåðãèè âî âíóòðåííèõ îðòîãîíàëüíûõ êîîð-
äèíàòàõ ðàññìîòðåíà â [6]. 

Âåçäå íèæå âíóòðåííèå êîîðäèíàòû çàäàþòñÿ 
÷åòûðüìÿ âåêòîðàìè – R, d1, d2, d3, êàæäûé èç 
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ðàäèóñîâ-
âåêòîðîâ ïÿòèàòîìíîé ìîëåêóëû â íåêîòîðîé ñèñ-
òåìå êîîðäèíàò [4]. Ïåðåñòàíîâêà òðåõ âåêòîðîâ – 
d1, d2, d3, ñâîäèòñÿ ê ïåðåñòàíîâêå ýêâèâàëåíòíûõ 

àòîìîâ. Â êà÷åñòâå âíóòðåííèõ êîîðäèíàò ìû èñ-
ïîëüçóåì ÷åòûðå ðàññòîÿíèÿ – R, d1, d2, d3, òðè 
óãëà ìåæäó R è d1, d2, d3 – ñîîòâåòñòâåííî g1, g2, 
g3, è äâà òîðñèîííûõ óãëà ϕ2, ϕ3.  

Ìàññîçàâèñèìûå êîîðäèíàòû 

Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ  
n-àòîìíîé ìîëåêóëû ïðîèçâåäåì çàìåíó 3n ëàáîðà-
òîðíûõ êîîðäèíàò ri íà 3(n – 1) âíóòðåííèõ êîîð-
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a
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ñîîòâåòñòâîâàëà ïåðåñòàíîâêå êîîðäèíàò ri. Òàêîé 
âûáîð ïðèâîäèò ê ñèììåòðèè êîýôôèöèåíòîâ abF . 

Äëÿ ìîëåêóë òèïà AB4 âñå êîýôôèöèåíòû Fab òîæ-
äåñòâåííû ïðè a ≠ b. Äëÿ ìîëåêóë òèïà ABÑ3 ìîæ-
íî âûáðàòü êîîðäèíàòû ,r�  äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåò-

ñÿ 12 13 14F F F= =  è 23 24 34F F F= = . Â ñëó÷àå ðàñ-

ñìîòðåíèÿ íåñêîëüêèõ èçîòîïè÷åñêèõ ìîäèôèêàöèé 
îäíîé è òîé æå ìîëåêóëû èñïîëüçîâàíèå îðòîãî-
íàëüíûõ êîîðäèíàò ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èñ-
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ïîëüçîâàíèÿ äëÿ êàæäîé èçîòîïè÷åñêîé ìîäèôèêà-
öèè ñâîèõ êîîðäèíàò. Èñïîëüçîâàíèå ðàçëè÷íûõ 
êîîðäèíàò äåëàåò ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíûì èñ-
ïîëüçîâàíèå îäíîé è òîé æå ïîâåðõíîñòè ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè äëÿ ðàçëè÷íûõ èçîòîïè÷åñêèõ ìî-
äèôèêàöèé.  

Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëü-
çîâàíèè íåîðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàò èëè êîîðäèíàò, 
îðòîãîíàëüíûõ òîëüêî äëÿ îäíîé èçîòîïè÷åñêîé 
ìîäèôèêàöèè. Â ýòîì ñëó÷àå óñëîæíÿåòñÿ ôîðìà 
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, òàê êàê â íåé ïîÿâëÿþòñÿ 

íåäèàãîíàëüíûå ÷ëåíû òèïà 
2

a br r

∂
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, ãäå a b≠ . 

Ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà îïåðàòîðà  
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè âî âíóòðåííèõ 

íåîðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ 

Íèæå ìû èñïîëüçóåì îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷å-
íèÿ èç [4, 5]. Íåîðòîãîíàëüíóþ äîáàâêó ìîæíî 
ïðåäñòàâèòü â âèäå [4]: 
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Äëÿ àòîìà 0:  

 0 1 ,= − −l J l l   

à äëÿ àòîìà 1:  
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Î÷åâèäíî, ÷òî òîëüêî 0ℑ  è 1ℑ  çàâèñÿò îò J. 

iℜ  âêëþ÷àåò â ñåáÿ òîëüêî ïðîèçâîäíûå ïî ðàäè-

àëüíûì êîîðäèíàòàì, à jℑ  – ïðîèçâîäíûå ïî óã-

ëîâûì êîîðäèíàòàì è J. Ôîðìà, ýêâèâàëåíòíàÿ 
ôîðìå (2), â êîòîðîé iℜ  è iℑ  çàìåíåíû ÿâíûìè 

âûðàæåíèÿìè, ïðèâåäåíà â [5].  

Ïðàâèëà ïðåîáðàçîâàíèÿ  
ïðè ïåðåñòàíîâêå àòîìîâ 

Â òàáë. 1 ïîêàçàíî, êàê ïðåîáðàçóþòñÿ òîðñè-
îííûå êîîðäèíàòû, èõ ïðîèçâîäíûå ïðè ïåðåñòà-
íîâêàõ àòîìîâ [6, 7], îïåðàòîðû óãëîâîãî ìîìåíòà l 
è îïåðàòîðû ïðèâåäåííîãî óãëîâîãî ìîìåíòà .jℑ   

T à á ë è ö à  1  
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Èíâàðèàíòíîñòü íåîðòîãîíàëüíîé  

÷àñòè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè 

Èñïîëüçóÿ òàáë. 1, ìîæíî ïîêàçàòü èíâàðèàíò-

íîñòü íåîðòîãîíàëüíîé äîáàâêè ,

n add
T  ïðèâåäåííîé  

â [5]. Ãîðàçäî ïðîùå ïîêàçàòü èíâàðèàíòíîñòü 
ôîðìû (2). Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðàâèëà ïðåîáðàçîâà-

íèÿ 0.ℑ  Èç îïðåäåëåíèÿ 0 1 2 3( )= − + −l J l l l  ñëåäóåò, 

÷òî îí ïðåîáðàçóåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå (12)I òàê 
æå, êàê J èëè l1. Ñëåäîâàòåëüíî, 0ℑ  ïðåîáðàçóåòñÿ 

ïðè ïåðåñòàíîâêå (12)I òàê æå, êàê 3ℑ . Ïðè ïåðå-

ñòàíîâêå (23)I 0 1 2 3( )= − − −l J l l l  ïðåîáðàçóåòñÿ òàê 

æå, êàê J èëè l1, à 0ℑ  êàê 1.ℑ  Ïðåîáðàçîâàíèå l0  

è 0ℑ  ïðè ïåðåñòàíîâêàõ àòîìîâ ïðèâåäåíî â òàáë. 2. 
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæåíèå (2) èíâàðè-
àíòíî ïðè ïåðåñòàíîâêàõ (12)I è (23)I. Ðàññìîòðèì, 
íàïðèìåð, óãëîâóþ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (2). Ïðè ïåðå-

ñòàíîâêå (12)I 0 1 2 3( )+ +ℑ ℑ ℑ ℑ  è 1 2 3 1 2( )+ +ℑ ℑ ℑ ℑ ℑ  

íå ìåíÿþòñÿ, à ïðè ïåðåñòàíîâêå (23)I íå ìåíÿþòñÿ 

0 1 2 3( ( ))+ +ℑ ℑ ℑ ℑ  è 1 2 3 2 3( ) .+ +ℑ ℑ ℑ ℑ ℑ  Ñëåäîâà-

òåëüíî, óãëîâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ (2) èíâàðèàíòíà. 

Àíàëîãè÷íî èíâàðèàíòíî 0 1 2 3( )+ +ℜ ℑ ℑ ℑ  è 0 0,ℜ ℑ  

òàê êàê òîëüêî êîìïîíåíòà 0zℜ  îòëè÷íà îò íóëÿ.  

Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî 1,ℜ  2,ℜ  3ℜ  ïðåîáðàçóþòñÿ ñî-

îòâåòñòâåííî êàê 1,ℑ  2,ℑ  3,ℑ  î÷åâèäíà èíâàðèàíò-

íîñòü 1 2 3 1 2 3( )( ).+ + + +ℜ ℜ ℜ ℑ ℑ ℑ  

Çàêëþ÷åíèå 

Îñíîâíàÿ ñëîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ íåîðòîãî-
íàëüíûõ êîîðäèíàò çàêëþ÷àåòñÿ â ñëîæíîé êèíåòè-
÷åñêîé ÷àñòè. Íàéäåííûå âûøå ïðàâèëà ïðåîáðàçî-
âàíèÿ ìîãóò óïðîñòèòü ïðîãðàììèðîâàíèå ìàòðè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ, åñëè èñïîëüçóþòñÿ ñèììåòðèçîâàí-
íûå âîëíîâûå ôóíêöèè. Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ñî-

îòíîøåíèÿ òèïà *

0 1 0 2(12)=ℑ ℑ ℑ ℑ  è òîò ôàêò, ÷òî 

ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû íå ìåíÿþòñÿ ïðè îäíîâðåìåí-
íîì ïîâîðîòå âîëíîâûõ ôóíêöèé è îïåðàòîðà, 
ìîæíî óïðîñòèòü âû÷èñëåíèå ÷àñòè ÷ëåíîâ êèíåòè-
÷åñêîé ýíåðãèè. 

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ ¹ 05-05-
22001à è 06-05-65010à.  
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