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Дан краткий обзор полученных на основе компиляции расширенного приближения локальных мод и общей теории 
изотопозамещения некоторых нетривиальных результатов, позволяющих связать молекулярные и(или) спектроскопиче-
ские параметры различных изотопических модификаций многоатомных молекул различного типа. 

 
 

Для решения многих практических задач колебатель-
но-вращательной спектроскопии высокого разрешения 
важное значение имеет информация об изотопической 
зависимости спектроскопических и молекулярных пара-
метров многоатомных молекул. Необходимость исследо-
вания таких связей, в частности установление изотопиче-
ских соотношений между спектроскопическими парамет-
рами, неоднократно отмечалась многими авторами (см., 
например, [1, 2] и ссылки в них), поскольку это дает воз-
можность предсказывать структуру возбужденных состоя-
ний изотопозамещенных модификаций молекул, анализи-
ровать их слабые, ранее не исследовавшиеся полосы и т.д. 
Настоящая статья посвящена вопросам теории изотопоза-
мещения, которая разработана для молекул типа XH2 и 
XH3, в частности для молекул H2O, H2S, PH3 и других, 
представляющих интерес для задач атмосферной оптики. 

Следует заметить, что разработанная ранее общая 
теория изотопозамещения [3] подходит в тех случаях, 
когда происходит замещение тяжелых ядер, т.е.  
| ( Nm  – mN)/mN | << 1, или при таких замещениях легких ядер, 

которые не меняют симметрию молекулы. В тех же случаях, 
когда замещаются легкие ядра типа водорода и изменяется 
симметрия молекулы, результаты либо имеют чрезвычайно 
громоздкий вид, либо их вообще невозможно получить. Вме-
сте с тем одними из эффективных методов спектроскопии, 
который оперирует как раз с молекулами, содержащими 
легкие ядра, являются развитый в середине 80-х гг. метод 
локальных мод и его модификация – расширенный метод 
локальных мод [4–9]. В данной статье под расширенным 
приближением локальных мод понимается исследование 
молекул, удовлетворяющих следующим трем условиям: 

1) отношение атомных масс mH/MX мало; 
2) угол между связями X–H–X в равновесии  

близок к /2; 
3) в потенциальной функции не учитывается взаимо-

действие валентных колебаний с деформационными (па-
раметр fr мал). 

Еще одно весьма важное обстоятельство состоит в 
том, что ключевым моментом как в общей теории изотопо-
замещения [3], так и в расширенном методе локальных мод 
[4–9] является знание констант форм колебаний молекулы. 
Как следствие, возможность получить константы форм ко-
лебаний в рамках приближения локальных мод в простой 
форме для основной модификации позволяет надеяться на 
возможность соответствующего определения в простом 

виде констант форм колебаний и для изотопозамещенных 
модификаций молекулы.  

Итак, чтобы решить проблему установления связей 
между различными спектроскопическими постоянными 
молекул, следует вспомнить условия, которым должны 
удовлетворять константы форм колебаний молекулы lN 

(а следовательно, и параметры неоднозначности sini) [10]: 
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и условия на вторые производные от потенциальной функ-
ции по нормальным координатам 
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Следует заметить, что число констант форм колеба-
ний lN как раз в точности равно числу уравнений (1)–(4), 
из которых они могут быть определены. Однако на прак-
тике вместо уравнений (4) обычно используются свойства 
симметрии молекулы, которые позволяют на основе ре-
зультатов теории групп определить соотношения между 
lN-параметрами и затем последние используются в урав-
нениях (1)–(3). При этом основная доля левых частей урав-
нений (4) тождественно обращается в нуль, а общее число 
тождественно в нуль не обращающихся выражений (4) опре-
деляет соответствующее число lN-констант, которые объ-

являются эмпирическими параметрами sini и через кото-
рые все остальные lN-коэффициенты выражаются. 

Подводя итог вышесказанному, можно отметить, что 
решение вопроса о свойствах параметров неоднозначности 
sini следует искать путем аналитического решения урав-
нений (4). Для самых простых ситуаций (молекулы типа 
XH2 симметрии C2v и XH3 симметрии C3v) исследования в 
этом направлении описаны в [7–9]. Для условий, удовле-
творяющих приближению локальных мод, были получены 
простые результаты для параметров неоднозначности рас-
сматриваемых молекул: 
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а) для молекул XH2 симметрии C2v 
 

sin2 = 1, ,
4 2

n
       


  где n = 0, 1, 2, ..., (5) 

 
б) для молекул XH3 симметрии C3v 

 

2 cos = sin  или  2 sin = – cos, (6) 
 

2 sin = 4cos  или  2 cos = – 4sin. (7) 
 

Исходя из этого, были определены чрезвычайно 
простые соотношения между lN-коэффициентами. В 
частности, для XH2 (C2v) молекулы было получено [7]: 
 
l2z1 = –l3z1 = –l2x1 = –l3x1 = l2z2 = –l3z2 = l2x2 = l3x2 = 
 
= – l2z3 = –l3z3 = l2z3 = –l3x3 = 1/2, (8) 
 
lNy = 0 и l1 = 0. (9) 
 

В свою очередь, описанные выше соображения по-
зволили получить большое количество ранее не извест-
ной в литературе информации, например, о многочис-
ленных соотношениях между различными молекуляр-
ными и(или) спектроскопическими параметрами некото-
рых типов молекул, которые удовлетворяют условиям 
метода локальных мод [8, 9]. Упомянутый выше подход 
был использован для дальнейшего развития расширен-
ного метода локальных мод, а именно для разработки 
теории изотопозамещения в молекулах, содержащих 
ядра водорода и удовлетворяющих приближению  
локальных мод. 

Как было подчеркнуто выше, общие результаты 
расширенного приближения локальных мод легко полу-
чаются на основе анализа констант форм колебаний lN 
молекулы. Следовательно, при изучении свойств изото-
померов молекул также нужно в первую очередь опреде-
лить соответствующие параметры изотопозамещенной 
молекулы. Как показано в [3], в общем случае константы 
форм колебаний lK замещенной молекулы можно  
представить в виде 
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Здесь индексы N, K, L обозначают атомы молекулы; пара-
метры, принадлежащие замещенной молекуле, помечены 
апострофом; индексы , , ,  означают x, y или z компо-
ненты соответствующей векторной величины; , ,  ну-
меруют различные нормальные колебательные координа-
ты; mN и mN представляют собой соответственно массы 
ядер исходной и изотопозамещенной молекул. Величины 
K 

e
  (индекс «e» соответствует равновесной ядерной кон-

фигурации молекулы) – это элементы матрицы, опреде-
ляющей поворот молекулярной системы координат при 
переходе от исходной модификации к изотопозамещенной. 
Величины  – элементы матрицы, обратной к матрице 
{}, где последняя определяет переход от нормальных 
координат исходного изотопомера к замещенному. Мат-
ричные элементы  определяются формулами [3]: 
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приводящими к вековому уравнению det(AW – W') = 0, где 
A – матрица с элементами A; W и W' – диагональные мат-
рицы с элементами W =  2

   иW  = 2
   соответ-

ственно;  и   – гармонические частоты исходной и 

изотопозамещенной конфигураций. Параметры K 
e
  опре-

деляются из условий 
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где eI  обозначают равновесные моменты инерции изотопо-

замещенной молекулы, а величины J 
e
  определяются фор-

мулами: 
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Здесь r e
N  – декартовы координаты, определяющие равно-

весную ядерную конфигурацию исходного изотопомера в 
молекулярной системе координат. Видно, что величины 
K 

e
  могут быть также рассмотрены как собственные век-

торы тензора инерции J 
e
  с величинами eI  в качестве 

собственных значений. 
Для дальнейшего анализа важно знать также изото-

пические соотношения между ангармоническими пара-
метрами [3]: 
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Все величины в уравнении (15), кроме  i
   , определены 

выше, k…-параметры представляют собой ангармониче-
ские силовые постоянные, соответствующие безразмерным 
нормальным координатам. Величины  i

    также известны, 

но выражаются как довольно сложные функции от моле-
кулярных параметров, и здесь нет надобности приводить 
их (соответствующие формулы могут быть найдены в ра-

ботах [2, 3]). Знаки 
,,

и 
,

обозначают суммирование 

по всем перестановкам различных индексов из набора   
 (в этом случае для индексов, не разделенных запятой, 
должно выполняться условие   ). 
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Изотопозамещение XH2  XHD 
 

Рассмотрим далее получение изотопических соотно-
шений между различными параметрами молекулы в случае 
замещения XH2  XHD. Как было отмечено выше, первым 
шагом при исследовании изотопозамещенных молекул 
является определение констант форм колебаний Nl  . В 

отличие от исходной молекулы, для которой главным было 
определить параметр неоднозначности sini, в случае изо-
топозамещенной молекулы нет необходимости проводить 
подобный анализ (представляющий сам по себе довольно 
сложную задачу), поскольку выражение (10) позволяет 
получить Nl  -параметры изотопозамещенной модифика-

ции непосредственно из уже известных констант форм 
колебаний lN основной модификации молекулы. В случае 
плоской молекулы XH2 симметрии C2v как для строгого, так 
и для расширенного приближения локальных мод констан-
ты форм колебаний имеют весьма простой вид (8), (9). 

Для использования выражения (10) необходимо также 
знать коэффициенты . В свою очередь, для их опреде-
ления прежде всего надо решить систему уравнений (11), 
т.е. определить гармонические частоты   изотопозаме-

щенной молекулы, а также коэффициенты  из гармони-
ческих частот и констант форм колебаний основной моди-
фикации. В рамках модели локальных мод гармонические 
частоты 1 и 3 исходной молекулы удовлетворяют соот-
ношениям 1 = 3   [7]. Примем также, что атом H, за-
мещаемый на D, имеет номер 2 (т.е. 1m  = M; 2m  = 2m; 

3m  = m; M  MX, m  mH). Решение уравнений (11) приво-

дит к следующим результатам: 
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для гармонических частот и 
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12 = 21 = 23 = 32 = 0,  22 =  
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для матрицы {}. В свою очередь, коэффициенты  
определяются как 
 

11 = – 13 = 1,   33 = 31 =  
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2
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12 = 21 = 23 = 32 = 0,   22 =  
2
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(18) 

 

Что касается величин K 
e
 , получаемых при решении 

уравнений (12)–(14), то нетрудно показать, что матрица 
{K 

e
 } в силу свойств симметрии рассматриваемого типа 

молекул имеет вид 
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где ctg2 = – 4m/M. Следует отметить, что, несмотря на 
присутствие множителя «4» в выражении для ctg2, угол 
2 близок к –/2, если выполняется условие m/M << 1. Та-
ким образом, для элементов матрицы {K 

e
 } имеем сле-

дующие ненулевые значения: 
 

K 
e
xx  = –K 

e
xz  = K 

e
zx  = K 

e
zz  = 1/ 2;  K 

e
yy  = 1. (20) 

 

При этих условиях решение уравнений (12) приводит 
к следующим величинам равновесных моментов инерции 
для изотопозамещенной молекулы: 
 

e
xxI   = 2Ie;  

e
yyI   = 3Ie;  

e
zzI   = Ie, (21) 

 

где I
e
 = m 2

e  = I 
e
zz  = I 

e
xx  = 1/2I 

e
yy  обозначены равновес-

ные моменты инерции для исходной молекулы; e – рав-
новесная длина связей. Эти величины, в свою очередь, 
приводят к следующим значениям равновесных враща-
тельных постоянных eB : 
 

2 e
xB  = Be; 3

e
yB  = Be; 2

e
zB  = Be. (22) 

 
Окончательно после подстановки уравнений (8), (18) 

и (20) в (10) получаем значения для констант форм колеба-
ний Nl   изотопозамещенной молекулы 
 

2 1zl  = –1,  3 3xl  = 1, 
 

2 2xl  = –1/ 3,  3 2zl  = 2 / 3. (23) 
 
Остальные коэффициенты Nl  , что весьма важно, обра-

щаются в нуль. 
Знание параметров Nl   позволяет получить простые 

выражения для кориолисовых 
  и колебательно-

вращательных a 
  постоянных, определяющих в конечном 

итоге различные спектроскопические параметры. В частно-
сти, выражения для 

  в общем случае имеют вид [2]: 
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     (24) 

 
но становятся чрезвычайно простыми при подстановке 
значений (23): 
 

12
y  = 1/ 3,  23

y  = 2/ 3. (25) 
 

Аналогично, при подстановке значений для констант 
форм колебаний в общие уравнения для колебательно-
вращательных параметров a 

  [2]: 
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      , (26) 

 
получаем следующие простые результаты: 
 

1
xxa  = 1

yya  = 2 2 
1/ 2
eI ,  2

xza  = 2
zxa  = –(2 2/ 3) 1/ 2

eI , 
 

3
yya  = 3

zza  = 2 1/ 2
eI . (27) 
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Ненулевые значения равновесных координат атомов 
e

Nr   изотопозамещенной молекулы при этом имеют вид 
 

2
e
zr  = 3

e
xr  = e, (28) 

 

что, в свою очередь, следует из изотопических соотно-
шений [3]: 
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где e
Nr   обозначают равновесные атомные координаты 

исходной молекулы XH2. 
Хорошо известно, что параметры эффективного га-

мильтониана могут быть выражены как функции фунда-
ментальных характеристик молекулы. Поскольку последние, 
с помощью приведенных выше изотопических соотноше-
ний, найдены, далее не представляет большой трудности 
определить спектроскопические постоянные для изотопо-
замещенной молекулы в виде функций фундаментальных 
параметров молекулы. Последующее сравнение их с ана-
логичными формулами для основной модификации и меж-
ду собой дает возможность получить различные соотно-
шения между спектроскопическими параметрами основ-
ной и изотопозамещенной модификаций. 

Вплоть до членов порядка 4 по отношению к колеба-
тельным энергиям эффективные вращательные постоян-
ные B 

  определяются выражением [11]: 
 

B 
  = eB  – 

1

2
v

 


   
 

  , (30) 

 

где v – набор колебательных квантовых чисел, а eB опре-

делены выше в (22). 
Колебательно-вращательные спектроскопические по-

стоянные 
  могут быть получены из общей формулы 

для молекул типа асимметричного волчка [11]. В отсутст-
вие резонансов выражение для 

  имеет вид 
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При наличии резонанса типа Ферми [11, 12], возни-

кающего между колебательными состояниями l и k 
(l  2k), из формулы (31) следует исключить соответст-
вующее слагаемое с kkkl. 

В результате появляется возможность определить це-
лый ряд чрезвычайно простых ранее не известных изото-
пических соотношений между параметрами 

 , описы-

вающими взаимодействия колебания с вращениями: 
 

3
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; (32) 
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В уравнениях (32)  – известный параметр основной 
модификации молекулы XH2. С одной стороны, параметр  
может быть вычислен исходя из соотношения гармонических 
частот  и 2 (в этом случае  берется как среднее значение 
частот 1 и 3,  = /2), а с другой стороны, его можно рас-
сматривать как полуэмпирический параметр, определяемый 
из значений постоянных центробежного искажения. 

В общее выражение для параметров 
 , помимо 

a 
 , eB ,   и kl

 , входят также кубические ангармони-

ческие постоянные k , связанные с соответствующими 

параметрами k исходной молекулы XH2 (15). Что каса-
ется последней, здесь была использована наиболее про-
стая модель [7], в которой остаются ненулевыми только 
постоянные k111, k133 и k122 исходной молекулы. При этом 
предположении ненулевые k -параметры, определяе-

мые в общем случае уравнениями (15), приводятся к 
следующему виду: 
 

111
111 4 2

k
k   ; 333k   = 2 k111;  

 

2

122 2

2 3 1 3

9 1 2
k

  
 

 k122; 

 
2

322 2

2 6 2 3

9 1 2
k

  
 

 k122. (33) 

 

Эти выражения использованы при получении соотноше-

ний (32). Как показано в [7], 2
122k  = (B

e
)

1/2
/2)  (1 – 2

2
), 

а величина k111 остается параметром, определяемым из 
значений колебательно-вращательных постоянных a

  

исходной молекулы. 
Представленные в (32) соотношения, с одной сторо-

ны, связывают -параметры молекулы типа XHD между 
собой и, с другой стороны, показывают связь -параметров 
исходной XH2 и изотопозамещенной XHD модификаций, 
позволяя тем самым оценить спектроскопические постоян-
ные замещенной молекулы из соответствующих парамет-
ров исходной. В качестве иллюстрации их корректности в 
колонке 2 табл. 1 приведены вычисленные с помощью 
формул (32) значения -параметров для молекулы HDS. 
При расчетах были использованы значения 

  -пара-

метров молекулы H2S из работы [7] (они представлены в 
колонке 4). Значение  = 2727,6 cм–1 было определено как 
среднее величин 1 и 3, которые приведены в работе [13]; 
параметр  = 0,4411 был взят из работы [7]; параметр 
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Be = 9,444 cм–1 вычислен по формуле Be = h/82cm 2
e , где 

значение e = 1,336 Å также было взято из работы [13]. В 
колонке 3 табл. 1 представлены «экспериментальные» (т.е. 
полученные из экспериментальных данных [14]) парамет-
ры 

  молекулы HDS. В колонках 5–7 приведены соот-

ветствующие величины для молекул HDSe и H2Se. Значе-
ния параметров  = 0,4276 и Be = 7,727 cм–1 были взяты из 
[7]. Параметры  1

  и  3
  в колонке 6 определены на осно-

ве обработки экспериментальных данных, анализ которых 
представлен в работе [15] (1 и 3 HDSe), а коэффициенты 
 2

  взяты из работы [16]. Как можно видеть из сравнения 

колонок 2 и 3, 5 и 6, результаты расчета хорошо согласу-
ются с экспериментальными данными. 

С помощью простых соотношений для a 
  -пара-

метров (27) можно получить интересные и полезные для 
приложений соотношения между квартичными постоянными 
центробежного искажения. Последние являются коэффици-
ентами   при операторах JJJJ в эффективном враща-

тельном гамильтониане [17]. Хорошо  известно [11], что 

  можно записать в форме 

 

1
,

2

 
 


 

  
  

  (34) 
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Подставив (35) в (34) и учитывая найденные соотношения 
между входящими в эти выражения параметрами, получа-

ем следующие не равные нулю значения для  

: 
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Т а б л и ц а  1  
 

Колебательно-вращательные параметры 
  молекул HDS и HDSe, см–1 

 

Параметр HDSрасчет
 HDSэксп. 

a H2S [7] HDSeрасчет HDSeэксп. 
б H2Se [33] 

 1
z  0,0000 0,0106 0,1596 0,0000 0,0037 0,1158 

 1
x  0,1002 0,1026 0,1237 0,0794 0,0794 0,1086 

 1
y  0,0382 0,0393 0,0698 0,0318 0,0313 0,0568 

 2
z  –0,2675 –0,2752 –0,3619 –0,1949 –0,2030 –0,2413 

 2
x  –0,0972 –0,0924 –0,2063 –0,0706 –0,0720 –0,1721 

 2
y  0,0281 0,0345 0,0619 0,0208 0,0252 0,0461 

 3
z  0,2967 0,2875 0,2178 0,2284 0,2247 0,1565 

 3
x  0,0000 –0,0003 0,0789 0,0000 0,0003 0,0719 

 3
y  0,0279 0,0292 0,0544 0,0210 0,0233 0,0416 

                                                                  
a Величины рассчитаны по данным работ [14, 19]. 
б 

1 и 
3 рассчитаны на основе данных работы [15], 

2 – по данным работы [16]. 
 

Как известно [11], уотсоновский гамильтониан может 
быть записан различными способами, используя метод кон-
тактных преобразований. Запишем вращательный гамиль-
тониан в цилиндрической форме: 
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(37)

 

 

В выражении (37) [A, B]+ = AB + BA – антикоммутатор; 
J2 – квадрат оператора полного углового момента и 
J = Jx  iJy. Индексы при коэффициентах означают степень 

операторов J
2
, J

2
z и J соответственно. Связь параметров B~  и 

T~  с фундаментальными молекулярными постоянными и  

параметром преобразования гамильтониана можно найти в 
[11]. Так называемая редукция асимметричного волчка (или 
A-редукция), проведенная Уотсоном [18], основана на удале-
нии из выражения (37) последнего слагаемого, содержащего 
матричные элементы с | k | > 2: 
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(38)

 

 

В свою очередь, параметры  

 из соотношения (36) 

могут быть использованы для получения выражений для 

констант центробежного искажения J, JK, K, J и K [11–
18], входящих в редуцированный вращательный гамильтони-
ан (38). В этом случае можно получить:  

 



 

 Теория изотопозамещения для молекул, удовлетворяющих приближению локальных мод 815 

а) соотношения, определяющие параметры J, JK, K, J 
и K молекулы XHD как функции от B

e
,  и  исходной мо-

лекулы XH2: 
 

J = 
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3
e

  
5
8 ;   JK = – 

B 

3
e
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95
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16
9  

–2
 ;  
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3
e
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55
12 – 

16
9  

–2
 ;  

 

J = 
B 

3
e

2 
3
16 ;   K = 

B 

3
e

2 






7
18 + 

8
9 

–2
 ; (39) 

б) прямые сооношения между параметрами центробеж-
ного искажения молекулы XHD: 
 

3J = 10J, (40) 
 

2K – JK = 
151
45  J = 

302
27  J, (41) 

 

2K + K = 
128
15  J = 

256
9  J. (42) 

 

Чтобы проиллюстрировать корректность полученных 
соотношений (39), в колонке 2 табл. 2 приведены результаты 
теоретического предсказания для молекулы HDS. Исходные 
значения для постоянных Be,  и  были взяты те же, что и 
для табл. 1, а величины для параметров центробежного ис-
кажения молекулы H2S – из работы [19] (они представлены в  

четвертой колонке табл. 2). В третьей колонке для сравнения 
приведены экспериментальные значения параметров моле-
кулы HDS из работы [14]. 

В колонках 5–7 табл. 2 воспроизведены параметры цен-
тробежного искажения для молекул HDSe. При этом экспе-
риментальные значения были взяты из работы [20].  

Как можно видеть, результаты расчета для молекул 
HDS и HDSe во многих случаях отличаются от соответст-
вующих экспериментальных данных (см. колонки 2 и 3, 5 и 
6). Однако следует помнить, что в данном случае центробеж-
ные параметры, представленные в колонках 2 и 5, были рас-
считаны только на основе информации об основных моди-
фикациях рассматриваемых молекул H2S и H2Se, и с этой 
точки зрения можно считать полученные результаты удовле-
творительными. Следовательно, стоит ожидать, что соотно-
шения (39) позволят предсказывать величины, которые могут 
быть использованы в качестве параметров начального при-
ближения при исследовании реальных спектров и для других 

объектов подобного типа. В частности, значения  

  были 

использованы для расчета синтетического спектра ряда по-
лос молекул HDSe и HDS [15, 30, 31]. 

Что касается соотношений между параметрами центро-
бежного искажения (расчеты приведены для основного коле-
бательного состояния) молекулы HDS, экспериментальные 
данные из работы [14] позволяют получить следующие чис-
ленные значения для выражений (40)–(42): 2,62 cм–1 для ле-
вой части (40) и 2,84 cм–1 для правой; 3,41 cм–1 для левой 
части (41), 2,92 и 3,18 cм–1 для средней и правой частей; 9,20, 
7,42 и 8,09 cм–1 для левой, средней и правой частей (42). 

 
Т а б л и ц а  2  

 

Параметры центробежного искажения основного колебательного состояния  
молекул HDS и HDSe, см–1 

 

Параметр HDSрасчет
 HDSэксп. H2S [19] HDSeрасчет HDSeэксп

. 
H2Se [33] 

J  104 0,71 0,87 6,53 0,48 0,57 5,29 
JK  104 8,85 9,56 –22,8 6,49 7,43 –18,49 
K  104 –5,16 –3,77 37,03 –3,97 –4,08 26,37 
J  104 0,21 0,28 2,96 0,15 0,18 2,43 
K  104 5,61 6,49 –1,33 4,05 4,76 –1,83 

 
Прежде чем приступить к обсуждению ангармониче-

ских параметров x и резонансных параметров F и D (типа 
Ферми и Дарлинга–Деннисона соответственно), остановимся 
на постоянных ангармоничности четвертого порядка. Всего 
шесть параметров из входящих в потенциальную функцию 
для молекулы типа XH2 (k1111, k1133, k3333, k1122, k1223 и k2233) 
не равны нулю в рамках модели расширенного приближения 
локальных мод (подробнее см. работу [7]). В этом случае 
общие формулы [3] приводят к следующим ненулевым зна-

чениям параметров k 

 для молекулы XHD: 

 

k 

1111 = k1111,  k 


1133 = 0,  k 


2233 = 

8 3
9  k2233, 

 

k 

2222 = 

2
9 k2222 

17 – 36
2

3 – 8
2  ,  k 


1223 = 

4
8

3 3
 Be ,  

 

k 

122 = 

6
9  k1122 + 

5 6
36  Be ,  k 


333 = 2k1111. (43) 

 

В общем виде ангармонические постоянные для моле-
кулы типа асимметричного волчка имеют следующий вид [2]: 
 

2

2 1 1

/ 16 / (8 )

[(2 ) (2 ) ] / 32,

kk kkkk kkm m
m

kkm k m k m
m

x

 

     

       




 

 

2 1 1

/ 4 / (4 )

[( ) ( )

kl kkll kkm mll m
m

klm k l m k l m
m

x

 

      

            




 

 

1 1

2

( ) ( ) ] / 8

( ) [( / ) ( / )].

k l m k l m

e
kl k l l kB

 






           

        (44)
 

 



 

816 Онопенко Г.А.  

Здесь  = 6k;  = 2k,   ;  = k, 
    . В выражении (44) в явном виде выделены сла-
гаемые, которые становятся экстремально большими в слу-
чае резонанса Ферми m  2k или резонанса типа 
m  k + l. При учете таких резонансов соответствующие 
слагаемые следует исключить из формул (44). 

Используя затем соотношения (15), (33) и (43) в общих 
формулах (44) для ангармонических параметров x и пара-
метров резонансного взаимодействия Ферми F, получим: 
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В выражениях (45) обозначено: 
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Что касается резонансного взаимодействия Дарлинга–
Деннисона, то оно в рассматриваемых типах молекул явля-
ется слабым из-за большого значения абсолютной величи-
ны разности частот  – . Следует отметить, что в отли-
чие от основной молекулы XH2, в которой обе валентные 
моды q1 и q3 характеризуются тем, что движения атомов 2 
и 3 происходят одновременно (константы форм колебаний 
для этих атомов ненулевые и близки по величине), в заме-

щенной молекуле XHD при колебании q1 происходит воз-

буждение только связи 1—2, а при q3 – только связи 1—3. 
Как следствие, для молекулы XH2 возбуждение одной из 
двух валентных мод обязательно приводит к возбуждению 
второй. В частности, это следует из того, что x13 и FD–D 
велики по абсолютному значению. В случае же молекулы 

XHD имеем x13 = 0 и слабый резонанс Дарлинга–
Деннисона. Все вышесказанное позволяет сделать заклю-
чение, что в этом случае возбуждение одной из колеба-
тельных валентных мод приводит к очень слабому (нуле-
вому в приближении локальных мод) возбуждению дру-

гой. Возбуждение одной из валентных мод может быть 
достигнуто только благодаря связи обеих с деформацион-
ным колебанием, что следует из присутствия параметров 

x12 и x12, не равных нулю в выражениях (45). 
В колонке 2 табл. 3 представлены величины парамет-

ров для молекулы HDS, вычисленных на основе соотно-
шений (45). Исходные значения x-параметров молекулы 
H2S были взяты из работы [13] (для удобства они пред-
ставлены в колонке 4). Колонка 3 показывает соответст-
вующие ab initio величины из [21]. При сравнении колонок 
2 и 3 видно удовлетворительное совпадение результатов. 
 

Т а б л и ц а  3  
 

Параметры ангармоничности молекулы HDS, см–1 

 

Параметр 
 

HDSрасчет
 HDSab initio

 [21] H2S [13] 

x11 –25,1 –28,6 –25,09 
x22 –5,2 –4,8 –5,72 
x33 –50,2 –55,5 –24,00 
x12 –10,1 –11,7 –19,69 
x13 0,0 –1,3 –94,68 
x23 –24,9 –21,8 –21,09 

 

Изотопозамещение XH3  XH2D и 
XH3  XHD2 

 
Используя ту же самую процедуру, описанную вы-

ше для замещения XH2  XHD, можно получить моле-
кулярные параметры изотопомеров XH2D (Cs) и XHD2 
(Cs) как функций от параметров исходной молекулы XH3 
(C3v). В данном случае параллельно рассматриваются обе 
изотопозамещенные модификации молекулы XH3.  

Равновесные конфигурации для основной и ее двух 
изотопических модификаций приведены в табл. 4, при-
чем для молекулы XHD2 осуществлен дополнительный 
поворот относительно оси x = y = z на угол /3 или, ины-
ми словами, произведена циклическая перестановка ин-
дексов x  y  z  x с целью направить ось OZ вдоль 
наименьшего момента инерции (в обоих случаях имеем 
квазисимметричный волчок). 
 

Т а б л и ц а  4  
 

Параметры равновесной конфигурации пирамидальной  
четырехатомной молекулы в приближении локальных мод a 

 

Параметр 
 

XH3 XH2D XHD2 

r
e

1x e 2/ 3 0 0 

r
e

1y 0 0 0 

r
e
1z – e/ 3 – e e 

r
e

2x – e/ 6 – e/ 2 – e/ 2 
r

e
2y – e/ 2 – e/ 2 – e/ 2 

r
e
2z – e/ 3 0 0 

r
e

3x – e/ 6 – e/ 2 e/ 2 
r

e
3y e/ 2 e/ 2 – e/ 2 

r
e
3z – e/ 3 0 0 

 

a r
e
3z = 0 вследствие m/M = 0. 

 

Равновесные вращательные параметры B 
e
  определя-

ются в этом случае следующими выражениями: 
a) для XH2D 

 

B 
e
x  = B 

e
y  = 

2
3 Be;  B 

e
z  = Be; (48) 



 

 Теория изотопозамещения для молекул, удовлетворяющих приближению локальных мод 817 

б) для XHD2 
 

B 
e
x  = B 

e
y  = 

2
3 Be;  2B 

e
z  = Be, (49) 

 

где Be – равновесная вращательная постоянная молекулы 
XH3 в приближении локальных мод и B 

e
x = B 

e
y = B 

e
z = Be. 

Рассмотрим колебательно-вращательные параметры 

 

 . Общее выражение для них в случае молекулы типа 

асимметричного волчка дается формулой (31). Не пред-
ставляет труда найти величины, входящие в эти уравне-

ния. Действительно, параметры B 
e
  представлены в вы-

ражениях (48), (49). Гармонические частоты определя-

ются из соотношений (11). Используя исходную инфор-
мацию, а именно 1 = 3 = , 2 = 4 =   
(lNs-параметры молекулы XH3 приведены в табл. 5), 
получаем: 

a) для молекулы XH2D 
 

1 = 5 = 2 2 = ,   3/2 3 = 4 = 6 = 3/2 ; (50) 
 

б) для молекулы типа XHD2: 
 

1 = 5 = 2 2 = 2 5 = ,  2 3 = 4 = 6 = 3/2 . (51) 
 

Соответствующие константы форм колебаний пред-
ставлены в табл. 6 и 7. 

 
Т а б л и ц а  5  

Константы форм колебаний lNs молекулы типа XY3 в строгом приближении локальных мод 
 

N   s lNs N   s lNs N   s lNs 

1 x 1  –(2)1/2/3 1 x 2  1/3 1 x 3 1 2/3 

2 x 1  –(2)1/2/6 2 x 2  –1/6 2 x 3 1 1/6 

3 x 1  –(2)1/2/6 3 x 2  –1/6 3 x 3 1 1/6 

1 y 1  0 1 y 2  0 1 y 3 1 0 

2 y 1  –1/(6)1/2 2 y 2  –1/2(3)1/2 2 y 3 1 1/2(3)1/2 

3 y 1  1/(6)1/2 3 y 2  1/2(3)1/2 3 y 3 1 –1/2(3)1/2 

1 z 1  –1/3 1 z 2  (2)1/2/3 1 z 3 1 –(2)1/2/3 

2 z 1  –1/3 2 z 2  (2)1/2/3 2 z 3 1 1/3(2)1/2 

3 z 1  –1/3 3 z 2  (2)1/2/3 3 z 3 1 1/3(2)1/2 

1 x 3 2 0 1 x 4 1 1/3(2)1/2 1 x 4 2 0 

2 x 3 2 1/2(3)1/2 2 x 4 1 –(2)1/2/3 2 x 4 2 1/(6)1/2 

3 x 3 2 –1/2(3)1/2 3 x 4 1 –(2)1/2/3 3 x 4 2 –1/(6)1/2 

1 y 3 2 0 1 y 4 1 0 1 y 4 2 1/(2)1/2 

2 y 3 2 1/2 2 y 4 1 1/(6)1/2 2 y 4 2 0 

3 y 3 2 1/2 3 y 4 1 –1/(6)1/2 3 y 4 2 0 

1 z 3 2 0 1 z 4 1 1/3 1 z 4 2 0 

2 z 3 2 1/(6)1/2 2 z 4 1 –1/6 2 z 4 2 –1/2(3)1/2 

3 z 3 2 –1/(6)1/2 3 z 4 1 –1/6 3 z 4 2 1/2(3)1/2 
 
 

Т а б л и ц а  6  Т а б л и ц а  7  
 

Константы форм колебаний lN молекулы типа XH2D  
в приближении локальных мод * 

 

 

Константы форм колебаний lN молекулы типа XHD2  
в приближении локальных мод * 

 
N   lN N   lN N   lN 

1 x 1 0 1 x 2 0 1 x 3 0 
2 x 1 –1/2 2 x 2 0 2 x 3 1/2 
3 x 1 –1/2 3 x 2 0 3 x 3 1/2 
1 y 1 0 1 y 2 0 1 y 3 0 
2 y 1 –1/2 2 y 2 0 2 y 3 –1/2 
3 y 1 1/2 3 y 2 0 3 y 3 1/2 
1 z 1 0 1 z 2 –1 1 z 3 0 
2 z 1 0 2 z 2 0 2 z 3 0 
3 z 1 0 3 z 2 0 3 z 3 0 
1 x 4 1/(3)1/2 1 x 5 0 1 x 6 0 
2 x 4 0 2 x 5 1/2 2 x 6 0 
3 x 4 0 3 x 5 –1/2 3 x 6 0 
1 y 4 0 1 y 5 0 1 y 6 –1/(3)1/2 

2 y 4 0 2 y 5 1/2 2 y 6 0 
3 y 4 0 3 y 5 1/2 3 y 6 0 
1 z 4 0 1 z 5 0 1 z 6 0 
2 z 4 1/(3)1/2 2 z 5 0 2 z 6 –1/(3)1/2 

3 z 4 1/(3)1/2 3 z 5 0 3 z 6 –1/(3)1/2 
 
* l4 = 0 вследствие m/M = 0, frr = 0, fr = 0, fr = 0. 

 

N   lN N   lN N   lN 

1 x 1 0 1 x 2 0 1 x 3 0 
2 x 1 0 2 x 2 –1/2 2 x 3 –1/2 
3 x 1 0 3 x 2 1/2 3 x 3 1/2 
1 y 1 0 1 y 2 0 1 y 3 0 
2 y 1 0 2 y 2 –1/2 2 y 3 1/2 
3 y 1 0 3 y 2 –1/2 3 y 3 1/2 
1 z 1 1 1 z 2 0 1 z 3 0 
2 z 1 0 2 z 2 0 2 z 3 0 
3 z 1 0 3 z 2 0 3 z 3 0 
1 x 4 (2/3)1/2 1 x 5 0 1 x 6 0 
2 x 4 0 2 x 5 1/2 2 x 6 0 
3 x 4 0 3 x 5 1/2 3 x 6 0 
1 y 4 0 1 y 5 0 1 y 6 (2/3)1/2 
2 y 4 0 2 y 5 1/2 2 y 6 0 
3 y 4 0 3 y 5 –1/2 3 y 6 0 
1 z 4 0 1 z 5 0 1 z 6 0 
2 z 4 1/(6)1/2 2 z 5 0 2 z 6 –1/(6)1/2

3 z 4 –1/(6)1/2 3 z 5 0 3 z 6 –1/(6)1/2

 
* l4 = 0 вследствие m/M = 0, frr = 0, fr = 0, fr = 0. 
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Теперь обратимся к кориолисовым  

 и колебатель-

но-вращательным постоянным  
a
  изотопозамещенных 

модификаций. Используя данные табл. 6 и 7, из общих 
формул (24) и (26) получим следующее: 

а) для модификации XH2D 
 

a 
xx

1  = a 
yy

1 /2 = a 
zz

1  = – a 
xx

3  = a 
zz

3  = – a 
xz

5  = – a 
zx

5  = a 
xx

2 /2 = a 
yy

2 /2 = 
 

=  
h

82cBe

 1/2

, (52) 

 

a 
yz

4  = a 
zy

4  = a 
xy

6  = a 
yx

6  = – (2/ 3)  
h

82cBe

 1/2

; 

 

 
x
14 = –  

x
24 = –  

x
34 =  

x
56 = –  

z
16 =  

z
26 = –  

z
36 =  

z
45 = – 1/ 3, (53) 

 

 
y
35 = – 1,   

y
46 = 1/3; 

 
б) для XHD2 

 

a 
xx

1  = a 
yy

1  = a 
xx

2  = a 
zz

1 /2 = a 
xy

5  = a 
yx

5  =  
h

82cBe

 1/2

,  (54) 

 

– a 
xx

3 / 2 = a 
yy

3 / 2 = – 3 a 
zy
6 /2 = – 3 a 

zy
6 /2 = 3 a 

xz

4  = 3 a 
zx
4  = 

 

=  
h

82cBe

 1/2

; 

 

 
y
14/2 = –  

y
24 = –  

y
34 = –  

y
56 =  

x
16/2 = –  

x
26 =  

x
36 = –  

x
54 = – 1/ 6,  

 

 (55) 
 

 
z
35 = – 1,   

z
46 = – 2/3. 

 
Осталось рассмотреть только один тип параметров 

в выражении (31), а именно ангармонические  

силовые постоянные k 

. В общем случае соответст-

вующие выражения достаточно сложны. Но, используя 
известные k-параметры исходной молекулы (при  
этом в кубической части потенциальной функции,  
записанной в естественных координатах, оставлена 
только силовая постоянная frrr), получим следующие не 

равные нулю значения для k 

: 

a) для XH2D 
 

k 

111 = k 


155 = 

4
2 k 


222 = 3 6 k 


111, 

 

k 

133 = (1/ 2) Be  

–1
 (1 – 2

2
) = 3/2 k122,  

 

k 

144 = k 


456 = k 


166 = (2 2/3 3) (Be)

1/2
 

–1
 (2 – 3

2
),  

 

k 

244 = k 


266 = ( 2 

4
2/3 3) (Be)

1/2
 

–1
 (1 – 3

2
), 

 

k 

344 = – k 


366 = (– 7 2/3 3) (Be)

1/2
; (56) 

 
б) для XHD2 

 

k 

111/2 = 

4
2 k 


222 = 

4
2 k 


255 = 3 3 k111, 

 

k 

233 = (1/2

4
2) (Be)

1/2
 

–1
 (1 – 2

2
) = ( 3/2

4
2) k122, 

 

k 

144 = k 


166 = (4/3 3) (Be)

1/2
 

–1
 (2 – 3

2
),  

 

k 

244 = k 


456 = k 


266 = (

4
2/3 3) (Be)

1/2
 

–1
 (1 – 3

2
), 

 

k 

344 = – k 


366 = (– 7 

4
2/3 3) (Be)

1/2
. (57) 

 
В случае резонанса типа Кориолиса (l  k) послед-

ний член в (31), содержащий  

kl , следует заменить на вы-

ражение [11]: 
 

– ( 


kl)

2
 (B

2
/) (k – l)

2
 [l (k – l)]

–1
. (58) 

 
Тогда соответствующие резонансные блоки  

эффективного вращательного оператора для  
состояний | v> = | vk vl> и | v~ > = | vk + 1 vl – 1>  
принимают вид [12]:  
 

1/2 1/ 2

1/ 2 1/2

( 1) { ( ...)},

( 1) { ( ...)},

vv k l

vv k l

H v v iC J C J J J J

H v v iC C J J J J

      

     

    

     





 (59) 

 
где 
 

1/ 2 1/2[( / ) ( / ) ],kl l k k lC B
         (60) 

 

а параметр C = d/2 определяется с помощью формулы, 
аналогичной (31) [6]. 

Следует отметить, что вклад, обусловленный слагае-
мым вида (58), пренебрежимо мал по сравнению с осталь-
ными вкладами:  
 

2 2
2 ( ) 1

( ) 0,01.
( )

k l
kl

l k l k

B


  
 

     
 (61) 

 
В то же время если использовать формулу (31)  

без учета резонанса Кориолиса, т.е. оставить последнее 
слагаемое в скобках без изменений, то вклад, обуслов-
ленный им, будет больше, чем вклады от остальных  
слагаемых, что соответственно может привести к  
некорректным значениям -параметров. 

Таким образом, для изотопозамещенной молекулы 
типа XH2D имеем: 

а) для параметров валентных колебаний 
 

2
111

1 1 5 5 15 1/ 2

2

2

1 4
1 3

2 3 ( )

8 4
,

9 4 3

x y x y xy e

e

e

B k
d

B

B

                  
   




  

 

 
2

111
1 1/ 2

6
1 3 ,

( )
z e

e

B k

B

      
   

  (62) 

 
2 2 2

111
5 1/ 2 2

6 2 4
1 3 ,

( ) 1
z e e

e

B k B

B
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2
111

2 2 1/ 2

2 2

22

8 2
1 3

3 ( )

8 2 4
, 0;

9 2 3

x y e

e

ze

B k

B

B

          
   

   
  

 

 

б) для параметров деформационных колебаний (сла-
гаемое вида (58) исключено ввиду малости) 
 

2
2

3 3

8
( 1 2 ),

9
x z eB

c       


  
2 2

2
3 2

4 3
,

1
y eB    

  
  

 

 
2

2
4 6

2 2 2

2 2

4
42 23 9 / 2

27 3

16 4 9 2 9
,

4 3 2 327 3

x z e

e

B
c

B

        


    
       

 

 
2 2 2

2
4 6 2

28 16 4 9
(2 1 3 / 14) ,

4 39 3 27 3
z x e eB B

c
         

   
 (63) 

 
2

2
4 6

4
(3 4 9 / 4);

9 3
y y eB

c       


 

 

 
2 2 2

1 2
46 2 2

16 2 1 4 2
1 (2 3 ) ,

6 3 4 3 29 3
xy eB

d             
     

 

 
5/2 2

34 36 2

2 2 17 3 3 2 3
.

4 33 6 3( 3 1)
xz yz eB

d d 

                  
 

 

Здесь Be,  = 1/2(1 + 3) и  = 1/2(2 + 4), 2 = 2/, 
4 = 4/ – параметры исходной молекулы, так же как и k111. 

Аналогичные результаты были получены и для моле-
кулы XHD2: 

а) для параметров валентных колебаний 
 

2
111

2 2 5 5 25 1/ 2

2 2

2

1 4 2
1 3

2 3 ( )

4 2 4
,

9 2 3

x y x y xy e

e

e

B k
d

B

B

                 
   




  

 

 

2
111

2 1/2

3 2
1 3 ,

2 ( )
z e

e

B k

B

      
   

  (64) 

 

2

5 2 2

2 4
,

2 1
z z eB     

  
 

 

2
111

1 1 1/ 2 2

8 16 4
1 3 ,

3 ( ) 9 4 3
x y e e

e

B k B

B

           
      

  ;01 z  

 

б) для параметров деформационных колебаний (вклад 
типа (58) опущен) 
 

2

3 3

2 2 2
,

3
x y eB     


  

2 2

3 2

1 2 1 3
,

12 2
z eB   

  
  

 
2

2
4 6

1 2 1
1 (1 3 ) ,

32 2
z y eB           

  
 

2

4 6

2 2
2 2

2 2

8 2

9 3

1 1 1 2 8
(2 3 ) (1 3 ) ,

3 3 6 3 2 3 4

y x eB      


  
         

    

 

 
2

4 6

2
2 2

2

8 2

9 3

1 1 1 2
(2 3 ) (1 3 ) ;

3 3 6 3 2

x y eB      


 
         

  
 (65)

 

 

2 2 2
2

46 2 2

16 2 1 4 2
1 (1 3 ) ,

6 3 4 3 29 3
xy eB

d
          

     
 

 

5/ 4 2

34 36 2

8 13 6 6 1 2 6
.

5 2 2 33 6( 6 1)
xz yz eB

d d 

                
 

 

Учитывая, что для исходной молекулы [6]: 
 

111
1 1/2

4 1 3 ,
( )

z e

e

B k

B

      
   

 

 

можно получить соотношения между -параметрами ис-
ходной и замещенных модификаций: 

а) для молекулы XH2D 
 

2

1 1 5 5 15 1 2

1 1 8 4
,

2 3 9 4 3
x y x y xy z e

e

B
d B

              
  

 

 

1 1

3
,

2
z zeB     

2 2

5 1 2

3 2 4
,

2 1
z ze eB B    

  
 

 

2 2

2 2 1 22

2 2 8 2 4
, 0;

3 9 2 3
x y z ze

e

B
B

         
  

 (66) 

 

б) для молекулы XHD2 
 

2 2

2 2 5 5 25 1 2

1 2 4 2 4
,

2 3 9 2 3
x y x y xy z e

e

B
d B

              
  

 

 

2 16 2 ,z z
eB     

2

5 2 2

2 4
,

2 1
z z eB     

  
 (67) 

 
2

1 1 1 2

2 16 4
,

3 9 4 3
x y z e

e

B
B

      
  

 1 0.z   

 

В выражениях (63) и (65) не все подобные приведены с 
целью облегчить сравнение. В частности, очевидно, что 
правило сумм для параметров «вырожденных» деформа-
ционных колебательных состояний обоих изотопомеров 
принимает вид 
 

4 2 4 2 4 2

6 2 6 2 6 2

4
(XH D) (XH D) (XH D)

9
4

(XH D) (XH D) (XH D)
9

x y z

x y z

       

        
 

4 2 4 2 4 2

6 2 6 2 6 2

16
(XHD ) (XHD ) (XHD )

9
16

(XHD ) (XHD ) (XHD ),
9

x y z

x y z

        

         (68)
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а также прямые соотношения между параметрами  

3  

имеют форму 
 

 
x
3 (XH2D) =  

y
3 (XH2D) = 

1

2 2
  
x
3  (XHD2) = 

1

2 2
  
y
3  (XHD2), 

 

 
z
3 (XH2D) = 2 2  

z
3 (XH2D). (69) 

 

Следует отметить, что в формулах для  

3  обоих 

изотопомеров опущен вклад, ответственный за резонанс 
Ферми. В соответствии с [11] он дает вклад в недиаго-
нальный блок эффективного вращательного оператора: 
 

3

1/2

1 2

1 1 1 1 1 1 3
[( )( )( )] .

2 2 2 2 2 22 2

k l k l

kll k l l

v v h v v

k v v v

 

    



   (70)

 

 
При этом поправки в коэффициенты при операторе вида 
q2J2 будут порядка  по отношению к -параметрам. Но 
ввиду того что погрешности расчетов в рамках приближе-
ния локальных мод, как видно из сравнения эксперимен-
тальных данных (например, в табл. 1), составляют как раз 
несколько процентов, в данном случае нет необходимости 
учитывать эти поправки.  

Что касается соотношений между параметрами ва-
лентных колебаний для изотопозамещенных и исходной 
модификаций молекулы, то из сравнения формул (62) и 
(64) с учетом  
 

3/22 2

1 1 13 13 111

4 2
2 6z x xx xz e eB B

k
 

             
 

 
нетрудно получить 

 
2 2

1 2 1 2 1 3 2

1 1 8 4
(XH D) (XHD ) (XH ) ,

2 3 9 4 3
x x z eB       

  
 

 
2 2

2 2 2 2 1 3 2

2 2 8 2 4
(XH D) 2 (XHD ) (XH ) ,

3 9 2 3
x x z eB       

  
 

 

 (71) 
 

 
z
1 (XH2D) = 2 2  

z
2 (XHD2) = 

3
2  

z

1 (XH3), 

 

 
z
2 (XH2D) =  

z
1 (XHD2) = 0, 

 

 
z
5 (XH2D) = 2 2  

z
5 (XHD2) = 

3
2  

z

1 (XH3) – 
2 2

2

2 4
.

1
eB 

  
 

 
Экспериментальные спектры для несимметричных 

изотопомеров молекул типа XH3 изучены довольно сла-
бо. С другой стороны, полученные изотопические соот-
ношения позволяют предсказывать спектроскопические 
параметры для подобных изотопозамещенных модифи-
каций из уже известных параметров основной молекулы. 
В табл. 8 приведены рассчитанные по данным формулам 
значения -параметров для несимметричных изотопоме-
ров молекул AsH3 и SbH3.  
 

Т а б л и ц а  8  
 

Колебательно-вращательные параметры     
несимметричных изотопомеров молекул AsH3 и SbH3, см–1 

 
  AsH2D 

 

AsHD2 SbH2D SbHD2 

1 x 0,0112 0,0224 0,0079 0,0158 
1 y 0,0122 0,0224 0,0079 0,0158 
1 z 0,0566 0,0000 0,0393 0,0000 
2 x 0,0310 0,0155 0,0220 0,0110 
2 y 0,0310 0,0155 0,0220 0,0110 
2 z 0,0000 0,0200 0,0000 0,0139 
3 x –0,0100 –0,0283 –0,0072 –0,0204 
3 y –0,0100 –0,0283 –0,0072 –0,0204 
3 z 0,0588 0,0208 0,0401 0,0142 
4 x –0,0036 0,0010 –0,0031 0,0002 
4 y 0,0074 –0,0023 0,0040 –0,0026 
4 z –0,0510 –0,0121 –0,0372 –0,0088 
5 x 0,0112 0,0155 0,0079 0,0110 
5 y 0,0112 0,0155 0,0079 0,0110 
5 z 0,0438 0,0155 0,0315 0,0110 
6 x 0,0074 –0,0023 0,0040 –0,0026 
6 y –0,0036 0,0010 –0,0031 0,0002 
6 z –0,0510 –0,0121 –0,0372 –0,0088 

 
При этом равновесные вращательные постоянные 

имеют величины, представленные в табл. 9. В качестве 
исходных были взяты данные из работ [22–26]. Следует 
также упомянуть, что приведенные изотопические соот-
ношения были использованы при исследовании  
ИК-спектров молекулы PH2D [32]. 
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Равновесные вращательные параметры несимметрич-
ных изотопомеров молекул AsH3 и SbH3, см–1 

 

Параметр AsH2D 
 

AsHD2 SbH2D SbHD2 

B
e
z 

3,80 1,90 2,97 1,49 

B
e
x 2,53 2,53 1,98 1,98 

B
e
y 2,53 2,53 1,98 1,98 

 
Известно, что коэффициенты при четвертой степени 

вращательного квантового числа J  

 рассчитываются 

по общей формуле (34). В случае простой модели имеем  
B

e
x = B

e
y. Таким образом, нельзя использовать A-редукцию в 

силу наличия разности B
e
x – B

e
y в знаменателе выражений 

для параметров D уотсоновского редуцированного га-
мильтониана (38) [11]. Необходимо использовать так на-
зываемую редукцию симметричного волчка (или S-
редукцию), предложенную Винневисером [27] и ван Ейком 
[28]. Такая редукция достигается путем удаления из форму-
лы (37) всех членов, зависящих от Jz и включающих в себя 
матричные элементы | k | > 0. Редуцированный гамильтони-
ан с точностью до членов четвертого порядка в этом случае 
можно записать в виде [11]: 
 

( ) ( ) 2 2 2 2 2

4 2 2 2 2 2
1 2

( )

( ) ( ) ...,

S S
rot J JK z

K z

H B J D J D J J

D J d J J J d J J

 


   

   

     


 (72) 

 

где J = Jx  iJy. В итоге получим простые соотноше-
ния для параметров D: 

a) для XH2D 
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Используя затем выражения (73), можно получить ис-

комые величины, а также сравнить их друг с другом. При 
этом необходимо знание только полуэмпирического пара-
метра : 
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б) для XHD2 
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2 2 2 2HD X HD X HD X HD X
2

2 2 2 2

2 2
.

8 2 6 128 63 1
J JK KD D D d   

  
       

 (76) 

 

Рассчитанные по этим формулам значения парамет-
ров центробежного искажения для несимметричных изо-
топомеров молекул AsH3 и SbH3 представлены в табл. 10 

Далее рассмотрим параметры xkl, относящиеся к ва-
лентным колебаниям. Поскольку три валентные колеба-
тельные координаты распределены так, что две из них 
образуют пару локализованных вдоль связей 
 

Т а б л и ц а  1 0  
 

Параметры центробежного искажения основного  
колебательного состояния несимметричных изотопомеров 

молекул AsH3 и SbH3, см–1 

 

Параметр 
 

AsH2D AsHD2 SbH2D SbHD2 

DJ  104 0,71 2,77 1,68 2,63 
DJK  104 15,1 7,18 10,2 4,76 
DK  104 –13,3 10,2 –9,12 –6,70 
d1  104 0,00 0,00 0,00 0,00 
d2  104 –0,23 –0,92 –0,16 –0,64 

 

X–H (XH2D) или X–D (XHD2) колебаний, как в случае 
с молекулой XH2, а третья испытывает очень малое (в пре-
деле – нулевое) воздействие со стороны первых двух, по-
лучаем следующие выражения: 
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12 2 25 2 12 2 15 2(XH D) (XHD ) (XHD ) (XHD ) 0,x x x x        
 
где k1111 – константа ангармоничности четвертого порядка 
потенциальной функции молекулы XH3. 

Для случая, когда один индекс означает валентное ко-
лебание, а другой – деформационное, формулы связи между 
параметрами принимают следующий вид: 
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И наконец, когда оба индекса обозначают деформа-
ционное колебание, получим следующие выражения: 

a) для XH2D: 
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б) для XHD2 
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В выражениях для x33 также в явном виде выделено 
«резонансное» слагаемое, что следует иметь в виду при 
учете резонанса Ферми   1/2. 

Таким образом, на примере молекул типа XH2 и XH3 
показаны новые перспективы при использовании результа-
тов расширенного приближения локальных мод в теории 
изотопозамещения молекул. Следует заметить, что этим не 
исчерпываются все возможности такого подхода, так как 
проблема изотопозамещения в данном случае рассматри-
валась на основе расширенного приближения локальных 
мод, применение которого подразумевает выполнение 
условий, приведенных в начале статьи. Однако можно 
проводить исследования и далее в том направлении, когда 
часть из упомянутых выше условий расширенного метода 
локальных мод может быть снята. Например, в работе [29] 
были рассмотрены вопросы теории изотопозамещения для 
молекул типа XH2 с произвольным углом между связями. 
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G.A. Onopenko. The isotopic substitution theory for molecules meeting the local mode approximation. 
 

Some nontrivial results allowing one to relate molecular and/or spectroscopic parameters of different isotopic modifications of 
poliatomic molecules of different type are reviewed. The results were obtained based on compilation of expanded local mode ap-
proach and general theory of isotopic substitution. 


