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переходов молекулы ацетилена, разработанная в рамках метода эффективных операторов. 

 
 

Введение 
 

Серия наших работ последних лет [1–14] посвящена 
проблеме глобального моделирования спектров высокого 
разрешения линейных трехатомных молекул CO2 и N2O. 
Это моделирование проводилось в рамках метода эффек-
тивных операторов. Моделировались два параметра спек-
тральных линий: центр и интегральная интенсивность. В 
этих работах показано, что созданные нами модели не 
только воспроизводят, но и предсказывают как центры, так 
и интенсивности спектральных линий с точностью, при-
ближающейся к точности современного эксперимента. В 
последующих работах [15, 16] глобальное моделирование 
было распространено на центры линий четырехатомной 
линейной молекулы ацетилена. Настоящая же работа посвя-
щена глобальному моделированию интенсивностей линий 
колебательно-вращательных переходов этой молекулы. 
 

Интенсивность линии. Сила линии 
 

Интенсивность линии поглощения Sba(T) на колеба-

тельно-вращательном переходе b  a, см–1/(молсм–2), при 
температуре Т, К, дается известным выражением 
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где с – скорость света; h – постоянная Планка; k – постоян-
ная Больцмана; С – долевое содержание данного изотопа в 
исследуемом образце; ga – статвес нижнего уровня;  
Q(T) – статсумма; ba – частота перехода (волновое число); 
Ea – энергия нижнего состояния; Wba – вероятность пере-
хода или сила линии. 

При переходе к другой часто используемой единице 
для интенсивности линий, а именно к см–1/атм при Т, К, 
в формуле (1) появляется дополнительный множитель 
n  273,15/T, где n – число Лошмидта. Таким образом, 
связь между двумя выше упомянутыми единицами дает-
ся выражением 
 

1 см–1/мол  см–2 при T, K = 

= n  273,15/T см–1/атм при Т, К. 
(2) 

 
Основная трудоемкость в расчетах интенсивностей 

линий связана с расчетом вероятности перехода Wba или, 
как ее еще называют в литературе, силы линии. В после-
дующих разделах будет представлена схема полуэмпири-
ческих расчетов этих вероятностей в рамках метода эф-
фективных операторов. 
 

Оператор эффективного дипольного  
момента 

 
В [15] предложен эффективный колебательно-

вращательный гамильтониан, глобально описывающий 
колебательно-вращательные уровни энергии молекулы 
ацетилена в ее основном электронном состоянии. В [16] 
этот эффективный гамильтониан, предварительно разви-
тый до более высоких порядков по теории возмущений, 
был использован для глобальной обработки колебатель-
но-вращательных уровней энергии молекулы ацетилена, 
лежащих ниже 6000 см–1. В результате этой обработки 
были восстановлены параметры эффективного  
гамильтониана и найдены эффективные волновые  
функции колебательно-вращательных состояний,  
лежащих ниже 6000 см–1. 

Предложенный эффективный гамильтониан базиру-
ется на предположении о кластерной структуре колеба-
тельных уровней энергии, следующей из приближенных 
соотношений между гармоническими частотами: 
 
1  3  54  55, (3) 
 
2  34  35. (4) 
 

В один кластер, или полиаду, нумеруемую целым чис-
лом Р, входят колебательные состояния, квантовые числа 
которых удовлетворяют соотношению 
 
P = 5V1 + 3V2 + 5V3 + V4 + V5. (5) 
 

(1) 
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В эффективный гамильтониан в явном виде включе-
ны лишь взаимодействия между колебательными состоя-
ниями, принадлежащими одной и той же полиаде. Осталь-
ные взаимодействия учитываются параметрами эффективно-
го гамильтониана. 

Эффективный гамильтониан H 
eff может быть получен 

из колебательно-вращательного гамильтониана HVR с по-
мощью контактных преобразований 
 

H 
eff = eiS HVR e–iS, (6) 

 
а следовательно, и соответствующий ему оператор эффек-
тивного дипольного момента M 

eff получается из оператора 
дипольного момента M теми же самыми контактными пре-
образованиями: 
 

M 
eff = eiS M e–iS. (7) 

 
В рамках метода эффективных операторов сила ли-

нии перехода NJ  NJ между колебательно-
вращательными состояниями, нумеруемыми набором ко-
лебательных квантовых чисел N, квантовым числом угло-
вого момента J и четностью  =  1, дается следующим 
выражением: 
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 V1V2V3V4V5 4 5 JMKM
eff
Z V1V2V3V4V5 4 5 JMK

2
, (8) 

 

где 5454321 VVVVV
N

JC  – коэффициенты смешивания, опреде-

ляющие собственную волновую функцию эффективного 
гамильтониана: 
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 V1V2V3V4V5 4 5 JMK. (9) 
 
В (9) в качестве базисных функций взяты ванговские ком-
бинации 
 
V1V2V3V4V5 4 5 JMK = 
 

= 
1

2
 (V1V2V3V4V5 4 5 JMK = 4 + 5  + 

 
+ V1V2V3V4V5 – 4 – 5 JM – K = – 4 – 5 ), (10) 
 
V1V2V3V4V5 0 0 JM0 = 1 = 
 
= V1V2V3V4V5 0 0 JM0, (11) 
 

где V1V2V3V4V5 4 5  и JMK  – собственные функции 
оператора энергии гармонических колебаний молекулы C2H2 
и собственные функции жесткого симметричного волчка 
соответственно. 

Как уже отмечалось выше, оператор эффективного ди-
польного момента, используемый в выражении (8), может 
быть получен контактными преобразованиями (7), однако 
здесь мы не будем проводить контактных преобразований, а 
построим оператор эффективного дипольного момента, со-
ответствующий эффективному гамильтониану [15, 16] из 
симметрийных соображений. 
 

Трансформационные свойства  
циклических компонент оператора  
эффективного дипольного момента 

 

Компонента MZ дипольного момента в пространст-
венно-фиксированной системе координат связана с ком-
понентами дипольного момента x, y, z в молекулярно-
фиксированной системе координат хорошо известным 
соотношением 
 

MZ = D (1)
10 (– , – , – ) 1 + D (1)

00 (– , – , – ) 0 + 
 

+ D (1)
10 (– , – , – )  –1, (12) 

 

где D (1)
0m (– , – , – ) – D-функции Вигнера, а цикличе-

ские компоненты дипольного момента 1, 0,  –1  
выражаются через декартовы компоненты следующими 
соотношениями: 
 

1 =  – 
1

2
 (x + iy), (13) 

 

0 = z, (14) 
 

 –1 = 
1

2
 (x – iy). (15) 

 

После применения к соотношению (12) преобразования 
(7) компоненты дипольного момента 1, 0,  –1 становятся 
колебательно-вращательными операторами и вследствие 
отсутствия между ними и D-функциями Вигнера коммута-
ции соотношение (12) должно быть переписано в антиком-
мутаторном виде. Однако для упрощения изложения в даль-
нейшем будем использовать соотношение (12), а когда речь 
зайдет о вычислении матричных элементов, вернемся к его 
антикоммутаторному виду. 

Наложим на оператор эффективного дипольного мо-
мента самые общие требования эрмитовости, вещественно-
сти и требования, связанные с его поведением относительно 
преобразований из группы симметрии молекулы. В результа-
те получим трансформационные свойства циклических ком-
понент оператора эффективного дипольного момента в мо-
лекулярно-фиксированной системе координат, которые бу-
дут использованы в дальнейшем для построения разложения 
этих компонент в терминах элементарных колебательных и 
вращательных операторов. 
 

Эрмитовость 
 

Требование эрмитовости (M eff
Z )

+
 = M eff

Z  приводит к 

соотношению 
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(D (1)
10 )*  1

  + (D (1)
00 )*  0

  + (D (1)
10 )*  1


  = 

 

= D (1)
10   –1 + D (1)

00  0 + D (1)
10  1 , (16) 

 
которое может быть выполнено лишь при следующих 
условиях: 
 

 1
  = –  –1 , (17) 

 

 1

  = – 1 , (18) 

 

 0
  = 0 . (19) 

 
Здесь и ниже знак «+» используется для обозначения опе-
рации эрмитового сопряжения, а знак «*» – для обозначе-
ния операции комплексного сопряжения. При выводе усло-
вий (17)–(19) использовано следующее свойство D-функций 
Вигнера: 
 

(D
(J)
MM)* = (– 1)

M–M D
(J)
–M–M . (20) 

 
Вещественность 

 

Требование вещественности (M eff
Z )

T
 = M eff

Z  приводит 

к соотношению 
 

(D (1)
00 )*  T

1  + (D (1)
00 )*  T

0  + (D (1)
10 )*  T

1  = 
 

= D (1)
10   –1 + D (1)

00  0 + D (1)
00  1 , (21) 

 
которое может быть выполнено лишь при следующих ус-
ловиях: 
 

 T
1  = –  –1 , (22) 

 

 T
1  = – 1 , (23) 

 

 T
0  = 0 . (24) 

 
Знак «Т» используется для обозначения операции обраще-
ния времени, которая сводится к смене знака времени и к 
комплексному сопряжению коэффициентов, стоящих пе-
ред операторами. 
 

Преобразования из группы симметрии молекулы 
 

Группой симметрии молекулы ацетилена C2H2 является 
группа Dh, имеющая три образующих элемента, в качестве 

которых можно взять поворот на произвольный угол  во-
круг оси молекулы C(), отражение в плоскости xz, прохо-
дящей через ось молекулы, и инверсию I. Молекулярно-
фиксированная система координат выбрана таким образом, 
что ось молекулы совпадает с осью z молекулярно-
фиксированной системы координат. Согласно схеме Хоугена 
[17] и Лонге–Хиггинса [18] этим операциям точечной группы 
симметрии можно сопоставить следующие операции из рас-
ширенной перестановочно-инвесионной группы [19]: 
 

C()  E,  xz  E *
0 ,  I  (12) (34) *

 , (25) 
 
 

где E – тождественная перестановка; E – тождественная 
перестановка с последующим поворотом на угол  во-
круг оси молекулы; E0

* – инверсия пространства и (12) (34)  


* – перестановка с инверсией и с последующим поворо-
том вокруг оси молекулы на угол . Нумерация атомов 
дана на рисунке. 
 

 
 

Дипольный момент молекулы инвариантен относи-
тельно перестановки одинаковых ядер и меняет знак при 
инверсии пространства. Таким образом, дипольный мо-
мент молекулы ацетилена инвариантен относительно опе-
рации C() и меняет знак при операциях xz и I. 
 

Операция C()  E 
 

Требование инвариантности эффективного дипольного 
момента относительно этой операции C()M eff

Z  = M eff
Z  при-

водит к следующему закону преобразования циклических 
компонент: 
 

C()  = ei , (26) 
 
где  = –1, 0, 1, поскольку D-функции Вигнера под дейст-
вием этой операции преобразуются в 
 

C() D ( )J
M   = e–i D ( )J

M   . (27) 
 

Операция инверсии I  (12) (34) 
*  

 
Как уже обсуждалось выше, пространственно-

фиксированная компонента эффективного дипольного 
момента меняет знак под действием операции инверсии 
IM eff

Z  = – M eff
Z . D-функции Вигнера являются инвариант-

ными относительно инверсии 
 

ID ( )J
MM   = D ( )J

MM   , (28) 
 

поскольку эта операция оставляет неизменной ориентацию 
молекулярно-фиксированной системы координат, т.е. она 
не действует на углы Эйлера: 
 
I(, , ) = (, , ). (29) 
 
Следовательно, компоненты эффективного диполь- 
ного момента в молекулярно-фиксированной  
системе координат меняют знак под действием  
операции инверсии 
 

I = – . (30) 
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Из соотношений (28) и (29) следует, что вращательные вол-
новые функции и вращательные операторы инвариантны 
относительно инверсии, т.е. преобразуются по неприводи-
мым представлениям «g» группы симметрии молекулы Dh. 
Таким образом, наличие в группе симметрии молекулы C2H2 
операции инверсии приводит лишь к колебательным прави-
лам отбора g  u. 
 

Операция xz  E *
0 

 

Пространственно-фиксированная компонента эффек-
тивного дипольного момента меняет знак под действием 
этой операции: 
 

E *
0  M eff

Z  = – M eff
Z . (31) 

 

Ориентация молекулярно-фиксированной системы 
координат под действием этой операции меняется сле-
дующим образом: 
 

E *
0 (, , ) = ( – ,  + ,  – ), (32) 

 

а следовательно, D-функции Вигнера преобразуются как 
 

E *
0  D (1)

0 (, , ) = D (1)
0  ( – ,  + ,  – ) = 

 

= – (– 1)

 D (1)

0 (, , ). (33) 
 

С учетом (31) и (33) имеем 
 

E *
0  M eff

Z  = E *
0  {D (1)

10  1 + D (1)
00  0 + D (1)

10   –1} = 
 

= – {– D (1)
10 (E *

0  1) + D (1)
00 (E *

0 0) – D (1)
10 (E *

0  –1)} = – M eff
Z , (34) 

 

откуда следует закон преобразования циклических компо-
нент эффективного дипольного момента в молекулярно-
фиксированной системе координат: 
 

E *
0  1 = –  –1 , (35) 

 

E *
0   –1 = – 1 , (36) 

 

E *
0  0 = 0 . (37) 

 

Разложение оператора эффективного  
дипольного момента 

 

Традиционный метод контактных преобразований [20] 
приводит к степенным рядам по элементарным вращатель-
ным и колебательным операторам для молекулярно-

фиксированных компонент оператора эффективного диполь-
ного момента. Так, для циклической компоненты 1 имеем 
 

1 =  
dctefablkghrspqmnM ))()()()(( (a 1

m  a 1
n ) (a 2

p  a 2
q )  

 

 (a 3
r  a 3

s ) (
4
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 )
l
 (

4
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 )
k
 (

4
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 )
g
 (

4
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 )
h
  

 

 (
5
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 )
e
 (

5
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 )
f
 (

5
A 

 )
a
 (

5
A 

 )
b
 J 2d

 G ct
 , (38) 

 

где суммирование проводится по всем индексам параметра 
dctefablkghrspqmnM ))()()()((

 , а G ct
  имеет следующий вид: 

 

G 1
ct
  = J c

 (2Jz + c)
t
 (39) 

 

для  = + 1, 
 

G 0
t  = J t

z  (40) 
 

для  = 0 и  
 

G 1
ct
  = (2Jz + c)

t
 J c

  (41) 
 

для  = – 1. В соотношениях (38)–(41) использованы сле-
дующие обозначения для элементарных колебательных и 
вращательных операторов: a i

  и ai – операторы рождения и 

уничтожения колебательного кванта невырожденного коле-
бания (i = 1, 2, 3) с частотой i; лестничные операторы для 
вырожденного колебания (j = 4, 5) определяются следующи-
ми выражениями: 
 
j
A 

  = a ja
   ia jb

 , (42) 
 
j
A 

  = aja  iajb, (43) 
 

а лестничные операторы компонент углового момента 
вводятся как 
 

J = Jx  iJy, (44) 
 

где Jx, Jy, Jz – декартовы компоненты момента импульса в 
молекулярно-фиксированной системе координат. Матричные 
элементы элементарных колебательных и вращательных 
операторов даны в Приложении, а их трансформационные 
свойства представлены в табл. 1. С использованием этих 
трансформационных свойств на основе соотношения (26) 
может быть получено следующее условие на степени колеба-
тельных и вращательных операторов: 
 

[(l + g) – (k + h)] + [(e + a) – (f + b)] –  c = 1. (45) 
 

 
Т а б л и ц а  1  

 
Трансформационные свойства элементарных операторов 
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Или, принимая во внимание матричные элементы  
элементарных колебательных и вращательных операто-
ров, а также условие 
 
4 + 5 = K, (46) 
 
следующее из условия Хоугена 
 
4 + 5 = K, (47) 
 
которое используется при построении изоморфного коле-
бательно-вращательного гамильтониана линейной молеку-
лы [21], соотношение (26) может быть переписано в виде 
 
–  c = 1 – (4 + 5). (48) 
 

Выражение для циклической компоненты  –1 получа-
ется из выражения (38) с помощью соотношения (17): 
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 . (49) 

 
Применение операции обращения времени к цикли-

ческой компоненте 1 с использованием условия (22) при-
водит еще к одному выражению для циклической компо-
ненты  –1: 
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Сравнивая соотношения (49) и (50), находим сле-

дующее соотношение между параметрами M: 
 


 )( ))()()()(( dctefablkghrspqmnM = 
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Наконец, циклическую компоненту дипольного мо-

мента в молекулярно-фиксированной системе координат 
 –1 можно получить из циклической компоненты 1 с по-
мощью операции E *

0  (35): 
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Сравнивая выражения (49) и (52), получаем еще одно 

соотношение между параметрами M: 
 


 )( ))()()()(( dctefablkghrspqmnM = 

 

= (–1)
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 . (53) 

 
Из соотношений (51) и (53) следует вещественность пара-
метров M. И окончательно имеем: 
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С учетом требования эрмитовости (19) циклической 

компоненты 0 оператора эффективного дипольного мо-
мента в молекулярно-фиксированной системе координат 
разложение этой компоненты может быть представлено в 
следующем виде: 
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Для выполнения условия (26) необходимо, чтобы 

 
[(l + g) – (k + h)] + [(e + a) – (f + b)] = c, (56) 
 

или, что то же самое: 
 
4 + 5 = K = c. (57) 
 

Проводя рассмотрение, аналогичное предыдущему, с 
использованием условий (24) и (37) можно показать веще-
ственность параметров (0)M и то, что для них выполняется 
следующее условие: 
 

dctefablkghrspqmnM ))()()()(()0(
 = 

 

= (– 1)
c+t dctabefghlksrqpnmM ))()()()(()0(

 , (58) 
 

которое совпадает по форме с условием (54). Соотношения 
(54) и (58) будут использованы нами в дальнейшем при 
вычислениии матричных элементов оператора эффектив-
ного дипольного момента. 
 

Сила линии. Расчетные формулы 
 

С использованием разложений (38) и (55) для цикличе-
ских компонент эффективного дипольного момента в моле-
кулярно-фиксированной системе координат, а также соотно-
шений (54) и (58) между коэффициентами этих разложений, 
было проведено вычисление матричных элементов в выра-
жении (8). При вычислении использовались матричные эле-
менты элементарных колебательных и вращательных опера-
торов, представленные в Приложении, а также соотношение 
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(1 JKJK) (10 JMJM),(59) 

 

где (J1 m1 J2 m2Jm) – обозначение коэффициентов Клеб-
ша–Гордана. После проведения суммирования по магнит-
ным квантовым числам M и M в выражении (8), при кото-
ром использовалось соотношение 
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, (60) 

 
было получено выражение в первых порядках по теории 
возмущений для силы линии колебательно-
вращательного перехода  JNJN :  
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Функции JK(J,K), входящие в выражение (61), для 

K = 0, 1 совпадают с коэффициентами Клебша – Гордана: 
 
JK(J,K) = (1K JKJ + J K + K), (62) 
 

а для K =  2 они даются следующими выражениями: 
 

12(J,K) = (1  1JKJ + 1K  1) (J  K)(J  K + 3), (63) 
 

02(J,K) = (1  1JKJ K  1) (J  K – 1)(J  K + 2), (64) 
 

–12(J,K) = (1  1JKJ – 1K  1) (J  K – 2)(J  K + 1). (65) 
 

Функции FJK(J,K), входящие в фактор типа Германа–

Уоллиса, для K = 0, 1 даны ниже и они совпадают с те-
ми, используемыми нами для трехатомных линейных мо-
лекул, за исключением специфического случая, появляю-
щегося для четырехатомных линейных молекул K = 0, 
4  0, 5  0. В случае K = 1 эти функции имеют 
обычные выражения. 
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P- и R-ветви: 
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Здесь m = –J, 0, J + 1 для P-, Q-, и R-ветвей соответственно. 
 

Для K = 0, 4 = 0, 5 = 0, как и для трехатомных 
линейных молекул, имеем 
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0 1),( KmJJdmbKJF V
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V

J
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 . (68) 

 
Отметим, что в этом случае при 4 = 5 Q-ветвь отсутствует. 

Для специфического случая K = 0, 4  0, 5  0 
необходимо рассмотреть две возможности: 
 

а) K = 0. 

В этом случае функция ),(0 KJF V
KJ


  дается выра-

жением (68) для P- и R-ветвей. Однако Q-ветвь появляется 
только в первом порядке по теории возмущений и поэтому 
выражение для соответствующего матричного элемента 
(выражение в фигурных скобках соотношения (61)) заме-
няется выражением 
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Отметим, что этот случай обсуждался Вотсоном [22] на 

примере полос (4 + 5)  u
  – (0) g

  и (4 + 5)  u
  – (0) g

  

молекулы C2H2. 
 

б) K  0. 

В этом случае функция ),( KJF V
KJ


  снова дается 

выражением (68) для P- и R-ветвей, а для Q-ветви имеем 
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Следует отметить, что параметр 54  
JQ

Vd  имеет тот 

же порядок малости, что и параметр V
Jb
 . Следовательно, в 

рассматриваемом особом случае наблюдается сильная за-
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висимость функции ),( KJF V
KJ


  от квантового числа 

углового момента J. 

Функции ),,( 54
54  Vf V


 , стоящие под знаком 

радикала в соотношении (61), могут быть получены как 
произведения элементарных функций, представленных в 
Приложении. Комбинация произведений символов Кроне-
кера появляется под знаком корня в выражении (61) вслед-
ствие использования базиса Ванга. Параметры матричных 
элементов оператора эффективного дипольного момента 
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входящие в соотношение (61) и выражения для функций 

),,( KJF V
KJ


  описывают интенсивности линий одновре-

менно холодных и горячих полос, принадлежащих задан-
ной серии переходов, определяемой значением P. В ис-
пользуемом нами полуэмпирическом подходе эти пара-
метры подгоняются к экспериментальным значениям ин-
тенсивностей линий, а затем служат для предсказания ин-
тенсивностей линий с большими значениями квантового 
числа углового момента J, а также линий горячих полос, 
принадлежащих рассматриваемой серии. 
 

Классификация  
колебательно-вращательных состояний.  

Правила отбора 
 

Чтобы иметь полные данные, необходимые для рас-
чета интенсивностей линий молекулы ацетилена, в на-
стоящем разделе мы помещаем всю справочную информа-
цию по симметрийной классификации колебательно-
вращательных состояний этой молекулы, а также правила 
отбора, определяющие процессы дипольного поглощения 
и излучения. 

Вследствие условия K = 4 + 5 колебательно-
вращательные состояния молекулы ацетилена могут иметь 
только тип симметрии . 

Четность колебательно-вращательного состояния оп-
ределяется величиной  (–1)

J
. При обозначении типа сим-

метрии колебательно-вращательного состояния четность 
обозначается верхними индексами «+» или «–»: 
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Поведение колебательно-вращательного состояния от-

носительно операции инверсии из точечной группы моле-
кулы Dh определяется величиной (–1)

V3+V5. Симметричные 
состояния обозначаются нижним индексом «g», а анти-
симметричные – нижним индексом «u»: 
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Ядерные статистические веса представлены в табл. 2. 
Правила отбора для спектров дипольного поглощения мо-
лекулы C2H2 сведены в табл. 3. 
 

Т а б л и ц а  2  
 

Правила отбора для спектров дипольного поглощения  
молекулы C2H2 

 

Колебательные 
 

V5 – нечетное (5 = 1, 3, …),        V3 – четное 
 

V5 – четное (5 = 0, 2, 4, …),        V3 – нечетное 
 

Колебательно-вращательные 
 

Группа Dh 

+    – 
g    u 

 

Группа SO(3) 
J    

J = 0 
 

J =  1 

1  –1 




1  1

–1  –1
 

 

Т а б л и ц а  3  
 

Ядерные статистические веса молекулы ацетилена 
 

Тип симметрии g 

 g
 ,  u

  

 g
 ,  u

  

1 
 

3 

 

Заключение 
 

В настоящей статье представлены подход и общая схе-
ма глобальных расчетов интенсивностей линий колебатель-
но-вращательных переходов в спектрах дипольного погло-
щения молекулы ацетилена. Разработанный подход базиру-
ется на методе эффективных операторов. В следующей на-
шей публикации этот подход будет использован для одно-
временного описания интенсивностей линий холодных и 
горячих полос, лежащих в районах 13,6; 7,8 и 5 мкм. 

Работа поддержана совместным грантом PICS РФФИ 
– НЦНИ № 01-05-22002, а также молодежным грантом РАН 
№ 357 (конкурс-экспертиза 1999 г.). 
 

ПРИЛОЖЕНИЕ 
 

Матричные элементы элементарных  
колебательных и вращательных  

операторов в случае четырехатомных  
линейных молекул 

 

Невырожденные колебания 
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iiii VVaV , 

 

iiii VVaV  1 , 
 

где i = 1, 2, 3 нумерует невырожденные колебания. 
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Вырожденные колебания 
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 tttttt VVAV  , 

 

tttttt VVAV   
11 , 

 

где t = 4, 5 нумерует вырожденные колебания. 
 

Компоненты момента импульса 
 

   11   KJKJKJJKJ  . 

 
Выбор фаз колебаний и волновых функций осуществлен в 
соответствии с нашей работой [23]. 
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Эти функции состоят из произведений элементарных 

функций для каждой моды, которые определяются сле-
дующими матричными элементами: 
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где t = 4, 5. В вышеприведенных выражениях использова-
ны обозначения: 

 nx 
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