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Â ðàìêàõ ìîäåëè îäíîðîäíîé àòìîñôåðû ïîëó÷åíà âûñîêîòî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà óãëîâ àñòðîíîìè-
÷åñêîé ðåôðàêöèè. Ïðîâåäåíà îöåíêà òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ è ñðàâíåíèå èõ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïî-
ëó÷åííûìè äðóãèìè ìåòîäàìè. 

 
 

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ âîçðîñ èíòåðåñ ê èñïîëüçîâàíèþ ìîäåëè îäíîðîäíîé àòìîñôåðû ïðè ðàñ÷åòå 
ðåôðàêöèîííûõ ïîïðàâîê (óãëîâ ðåôðàêöèè è ïîïðàâîê â äàëüíîñòü) íà íàêëîííûõ òðàññàõ [1—5]. 
Ýòî ñâÿçàíî, âî-ïåðâûõ, ñ âîçìîæíîñòüþ òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ èíòåãðàëîâ ðåôðàêöèè è 
äàëüíîñòè â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ [4]. Âî-âòîðûõ, èçìåðÿåìûìè ïàðàìåòðàìè àòìîñôåðû ïðè ðàñ-
÷åòå ðåôðàêöèîííûõ ïîïðàâîê ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî èõ ïðèçåìíûå çíà÷å-
íèÿ â ïóíêòå íàáëþäåíèÿ. Âñå ýòî ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì ðàñ÷åòíûõ ôîðìóë, ïîëó÷àå-
ìûõ íà îñíîâå îäíîðîäíîé àòìîñôåðû. 

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå âîçìîæíîñòåé, çàëîæåííûõ â ìîäåëü îäíî-
ðîäíîé àòìîñôåðû. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè óãîë ðåôðàêöèè r äëÿ âûñîòû Í íàáëþäàåìîãî îáúåêòà 
èëè èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ íà çåíèòíîì ðàññòîÿíèè ξ, âû÷èñëÿåòñÿ ïî èçâåñòíîé ôîðìóëå 
 

 (1) 
 

ãäå óãîë Θ [4] ðàâåí 
 

 (2) 
 

ãäå A1 = R0sinζ; À  =  À 1 ï0; R0 — ðàäèóñ Çåìëè; ï0 — ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ â òî÷êå íàáëþäåíèÿ; 
Íå — âûñîòà îäíîðîäíîé àòìîñôåðû, âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå [6] 
 

 (3) 
 
Åñëè ïóíêò íàáëþäåíèÿ íàõîäèòñÿ íà íåêîòîðîé âûñîòå H0 íàä óðîâíåì ìîðÿ, òî â ôîðìóëàõ ðàäèóñ 
Çåìëè R0 íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà R0 + H0, âûñîòó H — íà H — H0. Ïðè H = ∞ èç (1) è (2) ëåãêî 
ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà Êàññèíè äëÿ ðàñ÷åòà àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè: 
 

 (4) 
 

Íåîáõîäèìî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ïî ôîðìóëå (3) ïîëó÷àåòñÿ òàêàÿ âûñîòà îäíîðîäíîé àòìîñôåðû, 
êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò âñåé òîëùå ðåàëüíîé àòìîñôåðû. Ïîýòîìó, åñëè òî÷êà íàáëþäåíèÿ è íàáëþ-
äàåìûé îáúåêò íàõîäÿòñÿ íà ïðîèçâîëüíûõ âûñîòàõ âíóòðè çåìíîé àòìîñôåðû, èñïîëüçîâàíèå (3) 
íåêîððåêòíî. Â îáùåì ñëó÷àå ýêâèâàëåíòíóþ òîëùèíó ñëîÿ àòìîñôåðû Íå, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò 
ðàñïðîñòðàíåíèå èçëó÷åíèÿ îò èñòî÷íèêà ê íàáëþäàòåëþ, îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. 

Âûäåëèì â àòìîñôåðå ïðîèçâîëüíûé ñëîé ñ ãðàíèöåé H1 = H0 è H2 = H, ñîîòâåòñòâóþùèìè âû-
ñîòå òî÷êè íàáëþäåíèÿ è âûñîòå èñòî÷íèêà; äàâëåíèå íà ýòèõ óðîâíÿõ îáîçíà÷èì Ð1  è Ð2. Òîãäà âû-
ñîòà îäíîðîäíîé àòìîñôåðû ìåæäó ýòèìè óðîâíÿìè — ýòî ýêâèâàëåíòíàÿ òîëùèíà àòìîñôåðû ïîñòî-
ÿííîé ïëîòíîñòè ρ, ðàâíîé ïëîòíîñòè ρ1 ðåàëüíîé àòìîñôåðû íà óðîâíå H0, à äàâëåíèå P1 è Ð2 íà 
ýòèõ óðîâíÿõ ðàâíî äàâëåíèþ â ðåàëüíîé àòìîñôåðå. Èíòåãðèðóÿ îñíîâíîå óðàâíåíèå ñòàòèêè àòìî-
ñôåðû [6] îò óðîâíÿ P1 äî óðîâíÿ Ð2 è ïîëàãàÿ ρ = ρ1 = const, ïîëó÷èì 
 

 (5) 
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ãäå Rc – óäåëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ ñóõîãî âîçäóõà; Ò0 — òåìïåðàòóðà íà óðîâíå H0; 
g0 = 9,80665 ì/ñ2 — óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà óðîâíå ìîðÿ, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò 
îò âûñîòû H è øèðîòû ϕ òî÷êè íàáëþäåíèÿ. Ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà g = g(H, ϕ) èìååò âèä [6] 
 

 (6) 
 

Ñ ó÷åòîì ýòîé çàâèñèìîñòè èç óðàâíåíèÿ ñòàòèêè äëÿ âûñîòû îäíîðîäíîé àòìîñôåðû ïîëó÷àåì 
ñëåäóþùóþ ôîðìóëó: 
 

 (7) 
 
ãäå Íå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (5). Ðàçëàãàÿ ðàäèêàë (7) â ðÿä è îãðàíè÷èâàÿñü ÷ëåíàìè òðåòüåãî 

ïîðÿäêà ìàëîñòè, âûñîòó îäíîðîäíîé àòìîñôåðû 0

e
H  çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 

 (8) 
 

Êàê ïîêàçûâàþò îöåíêè, òðåòèé ÷ëåí â (8) ñîñòàâëÿåò ∼ 1 ÷ 5 ñì â äèàïàçîíå òåìïåðàòóð îò —60 äî 
+60°Ñ è â íàøèõ ðàñ÷åòàõ èì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Âòîðîé ÷ëåí ïðè ýòèõ æå óñëîâèÿõ ñîñòàâëÿåò óæå 
6 ÷ 14 ì è åãî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü. Ïîïðàâêà çà øèðîòó ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå â ïî-
ëÿðíûõ ðàéîíàõ è ñîñòàâëÿåò ∼ 2 ì, ïîýòîìó åþ òàêæå ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, ò.å. ê1 = 1. Òàêèì îáðàçîì, 
îêîí÷àòåëüíî ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà âûñîòû îäíîðîäíîé àòìîñôåðû áóäåò èìåòü âèä 
 

 (9) 
 
Èñïîëüçîâàííàÿ â [4, 5] äëÿ ðàñ÷åòà Íå ôîðìóëà (3) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ôîðìóëû (5) ïðè 
H > 50 êì (Ð2 = 0, P1 = P0). Äëÿ ó÷åòà âëàæíîñòè â ôîðìóëàõ äëÿ Íå âìåñòî T0 íåîáõîäèìî èñïîëü-
çîâàòü âèðòóàëüíóþ òåìïåðàòóðó [6]. 

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ïîëó÷åííûõ ôîðìóë äëÿ ðàñ÷åòà óãëîâ ðåôðàêöèè (1)—(4) ÿâëÿåòñÿ ñèñ-
òåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà, óâåëè÷èâàþùàÿñÿ ñ ðîñòîì ζ, à òàêæå ñ óìåíüøåíèåì âûñîòû H. Ýòî îçíà÷àåò, 
÷òî âåëè÷èíà Íå ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî ôóíêöèåé âûñîòû H, êàê ýòî ñëåäóåò èç (5), íî è çàâèñèò îò çå-
íèòíîãî ðàññòîÿíèÿ. 

Ñèñòåìàòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííûõ ôîðìóë ïî âûñîòå H ìîæíî ïðàêòè÷åñêè èñêëþ÷èòü, 
åñëè â êà÷åñòâå Íå èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå (9). Íèæå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ðàçíîñòåé δr ìåæäó òî÷íû-
ìè çíà÷åíèÿìè óãëîâ ðåôðàêöèè è âû÷èñëåííûìè ïî ôîðìóëàì îäíîðîäíîé àòìîñôåðû äëÿ ζ = 80°. Â 
ñëó÷àå îïðåäåëåíèÿ Íå ïî ôîðìóëå (3) ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû â ÷èñëèòåëå, ïî ôîðìóëå (9) — â 
çíàìåíàòåëå. Äàâëåíèå Ð2 íà âûñîòå H2 = H ïîëàãàëîñü èçâåñòíûì òî÷íî. 
 

 
 

Äîïóñòèìóþ ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ σÐ ëåãêî îöåíèòü, èñõîäÿ èç ïðèâåäåííûõ ôîð-
ìóë äëÿ ðàñ÷åòà r. Íàïðèìåð, äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâ ðåôðàêöèè íà ïðîèçâîëüíîé âûñîòå Í ñ òî÷íî-
ñòüþ 0,1″, êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, ïðåäåëüíî äîïóñòèìûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ 
σÐ(ζ = 80°): 
 

 
 

Ñ óâåëè÷åíèåì ζ òðåáîâàíèÿ ê òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ Ð2 åùå áîëåå æåñòêèå. Íî äàæå åñëè äàâëåíèå 
Ð2 èçâåñòíî ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ, íåèçâåñòíîé îñòàåòñÿ çàâèñèìîñòü âûñîòû Íå îò çåíèòíîãî ðàñ-
ñòîÿíèÿ. 

Ïîïûòêà íàéòè ýòó çàâèñèìîñòü áûëà ñäåëàíà â ðàáîòàõ [2, 3]. Â ÷àñòíîñòè, â [3] ïîëó÷åíà ôîð-
ìóëà äëÿ ðàñ÷åòà àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè, â êîòîðîé çàâèñèìîñòü Íå îò ζ ó÷èòûâàåòñÿ êîñâåííî: 
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 (10) 
 
ãäå Íå îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (3), à Íà — ñ ïîìîùüþ ýìïèðè÷åñêîé çàâèñèìîñòè 
 

 (11) 
 
Êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëå (11) ïîëó÷åíû äëÿ íåêîòîðîãî ñðåäíåãî ñîñòîÿíèÿ àòìîñôåðû, ïîýòîìó äëÿ 
äðóãèõ óñëîâèé òî÷íîñòü ôîðìóëû (10) áóäåò íåâûñîêîé. 

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïóòü èñêëþ÷åíèÿ ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè â ðàñ÷åòíûõ 
çíà÷åíèÿõ r, ñìûñë êîòîðîãî çàêëþ÷àåòñÿ â óñòàíîâëåíèè ýìïèðè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé íå äëÿ âûñîòû 
îäíîðîäíîé àòìîñôåðû, à íåïîñðåäñòâåííî äëÿ ðàçíîñòåé δr. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ àñòðîíîìè÷åñêîé 
ðåôðàêöèè çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû δr

∞
 îò çåíèòíîãî ðàññòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: 

 

ln δr∞ = ê1 + ê2 tg(ξ – ê3). (12) 
 
Êîýôôèöèåíòû êi (i = 1, 2, 3) îïðåäåëÿëèñü ïóòåì ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé äëÿ ðàç-
íîñòåé δrj, ïîëó÷åííûõ â øèðîêîì äèàïàçîíå ïðèçåìíûõ òåìïåðàòóð è äàâëåíèé (j = 14). Äàëüíåé-
øèé àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî çíà÷åíèÿ êi ëèíåéíî çàâèñÿò îò ïðèçåìíîé òåìïåðàòóðû T0 è äàâëåíèÿ Ð0: 
 

 (13) 
 

Âåëè÷èíà δr
∞
 áóäåò âû÷èñëÿòüñÿ ïî ôîðìóëå 

 

 (14) 
 
Êîýôôèöèåíòû ai, bi, ci, íàéäåííûå ïî ñïîñîáó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ðàâíû: 
 

 
 

Äëÿ ðàñ÷åòà δr
∞
 ïî ôîðìóëå (14) òåìïåðàòóðà Ò0 äîëæíà áûòü âûðàæåíà â Êåëüâèíàõ, äàâëåíèå Ð0 – 

â ìèëëèáàðàõ, ζ è ê3 — â ãðàäóñàõ äóãè, ïðè ýòîì δr
∞ ïîëó÷àåòñÿ â óãëîâûõ ñåêóíäàõ. 

Îêîí÷àòåëüíî ôîðìóëà äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè áóäåò èìåòü ñëåäóþùèé âèä: 
 

 (15) 
 

ãäå δr
∞
 ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå (14); 0

e
H  — ïî ôîðìóëå (9) ïðè Ð2 = 0, ρ″ = 206264,8. Ïðè 

ζ ≤ 45° r
∞
 ñëåäóåò âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå (4), òàê êàê âåëè÷èíà δr

∞
 óæå ïðè ζ = 45° ìåíåå 0,001″. 

Îöåíêà òî÷íîñòè çíà÷åíèé àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè ïî ôîðìóëå (15) ïðîèçâîäèëàñü ïóòåì èõ 
ñðàâíåíèÿ ñ òî÷íûìè çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè ÷èñëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì â äèàïàçîíå ïðèçåìíûõ 
òåìïåðàòóð îò— 60 äî + 60°Ñ è äàâëåíèé îò 500 äî 1100 ìáàð. Âñåãî áûëî èñïîëüçîâàíî 43 ïðîôèëÿ 
ìåòåîýëåìåíòîâ, â òîì ÷èñëå ïðîôèëè òåìïåðàòóðû ñ èíâåðñèåé ìîùíîñòüþ äî 3 êì è ñðåäíèì ãðàäè-
åíòîì òåìïåðàòóðû â ýòîì ñëîå äî 15°/êì («àíòàðêòè÷åñêèå» ïðîôèëè). Ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ 
îøèáêà σr ðàñ÷åòà àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè ïî ôîðìóëå (15) äëÿ íåêîòîðûõ çåíèòíûõ ðàññòîÿíèé 
ïðèâåäåíà íèæå. 
 

 
 
Çäåñü æå äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåíû îøèáêè îïðåäåëåíèÿ àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè ïî «Òàáëèöàì 
ðåôðàêöèè Ïóëêîâñêîé îáñåðâàòîðèè» (5-å èçäàíèå. Ë.: Íàóêà. 1985 ã.) — σÏ  è ïî ôîðìóëå (10) — σÊ. 
Äëÿ âñåõ ýòèõ ìåòîäîâ îöåíêà òî÷íîñòè ïðîèçâîäèëàñü ñòðîãî äëÿ îäèíàêîâûõ óñëîâèé. 

Êàê âèäèì, òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè ïî ïðåäëàãàåìîé â äàííîé ðàáîòå 
ôîðìóëå (15) ïðèìåðíî íà ïîðÿäîê âûøå, ÷åì ïî «Òàáëèöàì ðåôðàêöèè Ïóëêîâñêîé îáñåðâàòîðèè» è 
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ïî ôîðìóëå (10), çà èñêëþ÷åíèåì áëèçãîðèçîíòíîé çîíû. Ìàêñèìàëüíûå îøèáêè íå ïðåâîñõîäÿò 
2,5 σr è, ÷òî ñóùåñòâåííî, ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñÿò îò âèäà ñòðàòèôèêàöèè òåìïåðàòóðû. 
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A high-precision formula for calculating the angles of astronomical refraction is obtained within the framework of 

the model of homogeneous atmosphere. 
Accuracy estimation of the results obtained and the comparison with the other methods is made. 


