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ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÂÅÐÒÈÊÀËÜÍÎÉ ÐÅÔÐÀÊÖÈÈ 
ÏÐÈ ÈÇÌÅÐÅÍÈÈ ÇÅÍÈÒÍÛÕ ÐÀÑÑÒÎßÍÈÉ 
 
 

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä îïðåäåëåíèÿ óãëîâîé ðåôðàêöèè ïðè èçìåðåíèè çåíèòíûõ ðàññòîÿíèé, îñíîâàííûé 
íà ñòàòèñòè÷åñêîé âçàèìîñâÿçè óãëîâ ðåôðàêöèè è ðåøåíèè óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ óãëû ðåôðàêöèè, ìåòî-
äîì ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà. Ïîêàçàíî, ÷òî èçìåíåíèÿ çåíèòíûõ ðàññòîÿíèé â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé 
òî÷êàõ ãîðèçîíòàëüíûõ òðàññ ñòàòèñòè÷åñêè ñâÿçàíû æåñòêîé êîððåëÿöèîííîé ñâÿçüþ. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà 
ðåãóëÿðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ðåôðàêöèè ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü óãëû âåðòèêàëüíîé ðåôðàêöèè â ïå-
ðèîä èõ ìîíîòîííûõ èçìåíåíèé ñ òî÷íîñòüþ íå áîëåå 1—2 ñ äóãè. 

 
 

Óãëîâîå ïîëîæåíèå îáúåêòîâ ïðè íàáëþäåíèè ÷åðåç àòìîñôåðó èñêàæåíî âëèÿíèåì âåðòèêàëüíîé 
ðåôðàêöèè. Ïîýòîìó äëÿ ýôôåêòèâíîé ðàáîòû ñðåäñòâ îïòè÷åñêîé ëîêàöèè äëÿ îáíàðóæåíèÿ è îïî-
çíàâàíèÿ îáúåêòîâ, óäàëåííûõ íà áîëüøèå ðàññòîÿíèÿ îò ïðèåìíûõ ñèñòåì, íåîáõîäèìû òî÷íûå è 
îïåðàòèâíûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ è èñêëþ÷åíèÿ ðåôðàêöèè [1]. 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûõ íàïðàâëåíèÿ â ìåòîäàõ îïðåäåëåíèÿ ðåôðàê-
öèè: ðàñ÷åòíîå, èíñòðóìåíòàëüíîå è ìåòîäè÷åñêîå. Îáçîð ðàáîò ïî óêàçàííûì íàïðàâëåíèÿì äàí â [1, 
2, 3]. Â ðÿäå çàäà÷ ãåîäåçèè, ãåîäèíàìèêè, äàëüíîìåòðèè, ëàçåðíîãî çîíäèðîâàíèÿ è ïðàêòè÷åñêîé 
àñòðîíîìèè èçìåðÿþòñÿ çåíèòíûå ðàññòîÿíèÿ äî îáúåêòîâ, íàõîäÿùèõñÿ âáëèçè çåìíîé ïîâåðõíîñòè. 
Ïðè ýòîì ó÷åò ðåôðàêöèè ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåí ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè. Îäíàêî ðàñ÷åòíûå è ìåòî-
äè÷åñêèå ñïîñîáû ó÷åòà ðåôðàêöèè èìåþò íèçêóþ òî÷íîñòü, à èíñòðóìåíòàëüíûå — ñëîæíû â òåõíè-
÷åñêîé ðåàëèçàöèè è ïîäâåðæåíû ñèëüíîìó âëèÿíèþ òóðáóëåíòíîñòè àòìîñôåðû. Íèæå ïðåäëàãàåòñÿ 
íîâûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ óãëîâîé ðåôðàêöèè  ïðè èçìåðåíèè çåíèòíûõ  ðàññòîÿíèé, îñíîâàííûé íà 
ñòàòèñòè÷åñêîé âçàèìîñâÿçè óãëîâ ðåôðàêöèè [4] è ðåøåíèé óðàâíåíèé, ñâÿçûâàþùèõ óãëû ðåôðàê-
öèè,    ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöèè À.Í. Òèõîíîâà [5]. 
 

 
 

Ðèñ. 1. Ñõåìà ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîãî ëó÷à â àòìîñôåðå 
 

Òðàåêòîðèþ ñâåòîâîãî ëó÷à â àòìîñôåðå íà ãîðèçîíòàëüíûõ òðàññàõ õàðàêòåðèçóþò òðåìÿ óãëàìè 
ðåôðàêöèè: σ — óãîë ïîëíîé ðåôðàêöèè â íà÷àëüíîé òî÷êå òðàåêòîðèè, r2 — óãîë ðåôðàêöèè â êî-
íå÷íîé òî÷êå òðàåêòîðèè (ñì. ðèñ. 1). Óãîë ïîëíîé ðåôðàêöèè ìîæíî îïðåäåëèòü èç èçìåðåíèé çå-
íèòíûõ ðàññòîÿíèé z1 è z2, òîãäà 
 

1 2
/ ,z z L Rσ = π − − +  (1) 

 
ãäå L — äëèíà òðàññû; R — ðàäèóñ Çåìëè. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óêëîíåíèå îòâåñíûõ ëèíèé 
â òî÷êàõ 1 è 2 ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñ òî÷íîñòüþ èçìåðåíèÿ çåíèòíûõ ðàññòîÿíèé. Èç ãåîìåòðèè òðàåê-
òîðèè ñâåòîâîãî ëó÷à â àòìîñôåðå ñëåäóåò òî÷íàÿ ñâÿçü ìåæäó óãëàìè ðåôðàêöèè 
 

1 2
.r r+ = σ  (2) 

 
Ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðàêòè÷åñêè ïðè âñåõ çåíèòíûõ ðàññòîÿíèÿõ ñóùåñòâóåò æå-

ñòêàÿ êîððåëÿöèîííàÿ ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíîé óãëà ðåôðàêöèè è ïðèçåìíûì çíà÷åíèåì èíäåêñà ïðå-
ëîìëåíèÿ âîçäóõà [8, ñ. 22, 23]. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî äëÿ ïóíêòîâ íàáëþäåíèé, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàñ-
ñòîÿíèÿõ â ñîòíè êèëîìåòðîâ, ïðèçåìíûå çíà÷åíèÿ èíäåêñà ïðåëîìëåíèÿ õîðîøî êîððåëèðîâàíû. 
Íàïðèìåð, ñðåäíå÷àñîâûå çíà÷åíèÿ èíäåêñîâ ïðåëîìëåíèÿ â ïóíêòàõ, ðàçíåñåííûõ íà 200 êì, èìåþò 
êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè 0,87 ïðè óñðåäíåíèè çà ñóòêè. Ïðè óñðåäíåíèè çà ìåñÿö êîýôôèöèåíò êîð-
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ðåëÿöèè ðàâåí 0,95 äëÿ ïóíêòîâ, ðàçíåñåííûõ íà 400 êì [9, ñ. 111]. Òàêèì îáðàçîì, èç ñóùåñò-
âîâàíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ñâÿçåé ìåæäó èçìåíåíèÿìè èíäåêñîâ ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà â ïðîñòðàíñò-
âåííî ðàçíåñåííûõ ïóíêòàõ íàáëþäåíèé è êîððåëÿöèîííûõ ñâÿçåé ìåæäó èíäåêñàìè ïðåëîìëåíèÿ è 
óãëàìè ðåôðàêöèè ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ êîððåëÿöèîííûõ ñâÿçåé è ìåæäó ñîîòâåòñò-
âóþùèìè óãëàìè ðåôðàêöèè. 
 

 
 

 
 

Ðèñ. 2. Ñîïîñòàâëåíèå óãëîâ ðåôðàêöèè 
1
r′′ è 

2
r′′ : (à) L = 11,9 êì; ρ = 0,968; (á) L = 16,9 êì; 

ρ = 0,889; (â) L = 2,0 êì; ρ = 0,993; (ã) L = 44,4 êì; ρ = 0,871 
 

Çàìåòèì, ÷òî âîçìîæíû ñèòóàöèè, êîãäà ñëîæíàÿ ìåòåîðîëîãè÷åñêàÿ îáñòàíîâêà ïðèâîäèò ê íàðó-
øåíèþ êîððåëÿöèîííûõ ñâÿçåé ìåæäó óãëàìè ðåôðàêöèè, îäíàêî àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ 
ïîêàçûâàåò, ÷òî â ïîäàâëÿþùåì áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ êîððåëÿöèîííûå ñâÿçè ñóùåñòâóþò, òàê êàê âûñî-
êîòî÷íûå óãëîâûå èçìåðåíèÿ, êàê ïðàâèëî, âûïîëíÿþò â óñòîé÷èâûõ àòìîñôåðíûõ óñëîâèÿõ. 

Ñîïîñòàâëåíèå èçìåðåííûõ çíà÷åíèé r1 è r2 (ðèñ. 2, à, á, â, ã) äëÿ ðàçëè÷íûõ äëèí òðàññ (îò 44 äî 
1 êì) ïðè ðàçíûõ ìåòåîðîëîãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî ìåæäó r1 è r2 ñóùåñòâóþò òàêæå è 
íåîäíîçíà÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñâÿçè, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå óðàâíåíèé ðåãðåññèè 
 

1 1 2 1
;r K r b= +  (3) 

2 2 1 2
.r K r b= +  (4) 

 
Êîýôôèöèåíòû ñâÿçè K1 è Ê2 ìîæíî íàéòè ïóòåì ñòàíäàðòíîé êîððåëÿöèîííîé îáðàáîòêè ìàññèâîâ 
èçìåðåíèé z1 è z2 

 

 (5) 
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 (6) 

 

ãäå 1, ;i n=  ï — ÷èñëî èçìåðåíèé (îáúåì  ñòàòèñòè÷åñêèõ ìàññèâîâ). 

Óðàâíåíèÿ ðåãðåññèè (3) è (4) íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-çàâèñèìûìè, ïîñêîëüêó K1K2 ≠ 1.Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå, åñëè K1K2 = 1, óðàâíåíèÿ (3) è (4) äîëæíû âûðàæàòü ôóíêöèîíàëüíóþ ñâÿçü, à íå ñòà-
òèñòè÷åñêóþ. Â òî æå âðåìÿ ïðîèçâåäåíèå Ê1Ê2 áëèçêî ê åäèíèöå, ïîýòîìó ñèñòåìà óðàâíåíèé (3) è 
(4) ïëîõî îáóñëîâëåíà, ò. å. îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû óðàâíåíèé áëèçîê ê íóëþ. Ïîýòîìó ðåøåíèå òàêîé 
ñèñòåìû óðàâíåíèé íåóñòîé÷èâî, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò íåêîððåêòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷å [5]. Âåëè÷èíû b1 
è b2 íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü èç èçìåðåíèé z1 è z2, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûìè. Òàêèì 
îáðàçîì, èìååòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííàÿ ñèñòåìà òðåõ óðàâíåíèé ñ ÷åòûðüìÿ íåèçâåñòíûìè: r1, r2, b1 è 
b2, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ íåîïðåäåëåííîé ïîñêîëüêó èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé [5, 10]. Îäíàêî 
ñðåäè âîçìîæíûõ ðåøåíèé ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè êîòîðîì äëèíà ðåøåíèÿ (ò. å. ñóì-
ìà êâàäðàòîâ íåèçâåñòíûõ) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé. Òàêîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ 
íîðìàëüíûì. Ìåòîä ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ ïðåäëîæåí À.Í. Òèõîíîâûì. Ïðè ýòîì èñõîäíàÿ íåîï-
ðåäåëåííàÿ çàäà÷à çàìåíÿåòñÿ áëèçêîé ê íåé âñïîìîãàòåëüíîé, ñîäåðæàùåé íåêîòîðûé ïîëîæèòåëü-
íûé óïðàâëÿþùèé ïàðàìåòð α. Âñïîìîãàòåëüíàÿ ñèñòåìà îêàçûâàåòñÿ îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìîé äëÿ 
ëþáîãî âûáîðà ïîëîæèòåëüíîãî ïàðàìåòðà α. 

Ðåãóëÿðèçîâàííàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè ðåøåíèå Õα, çàâèñÿùåå îò 
α, ïðè êîòîðîì âûðàæåíèå 
 

 (7) 
 

ãäå α > 0, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì, è îòûñêàòü ïðîöåññ âûáîðà ïàðàìåòðîâ α òàêîãî, ÷òîáû ðåãóëÿðèçî-
âàííîå ðåøåíèå Õα áûëî íàèáîëåå áëèçêèì ê íîðìàëüíîìó ðåøåíèþ Õè ñèñòåì (2)—(4). Â ôîðìóëå (7): 
À — ìàòðèöà ñèñòåìû èñõîäíûõ óðàâíåíèé, X — âåêòîð íåèçâåñòíûõ, Â — âåêòîð ñâîáîäíûõ ÷ëåíîâ. 
 

 (8) 

 

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ôóíêöèè Fα(X) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå óðàâíåíèé: 
 

 (9) 

 
ãäå Àò — òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà À; Å — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Äîêàçàíî [10], ÷òî ïðè êàæäîì 
ïîëîæèòåëüíîì α, Fα(X) äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà ïðè åäèíñòâåííî çíà÷åíèè Õα, à ïðåäåë 

н
0

lim ,X X
α→

α =  òî åñòü äàñò íîðìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. Ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è îïðå-

äåëåíèÿ óãëîâ ðåôðàêöèè ìåòîäîì ðåãóëÿöèè äàåò ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ óãëîâ ðåôðàêöèè: 
 

 (10) 
 

 (11) 

 
Ýòî ðåøåíèå îòíîñèòñÿ ê íåêîòîðûì ñðåäíèì çíà÷åíèÿì èçìåðåííûõ çåíèòíûõ ðàññòîÿíèé è ïî-

çâîëÿåò îïðåäåëèòü äëÿ íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû ðåôðàêöèè. 
Ïðåäëîæåííûé ìåòîä áûë ïðîâåðåí íà ðåçóëüòàòàõ èçìåðåíèé çåíèòíûõ ðàññòîÿíèé, îïóáëèêî-

âàííûõ â [6]. Äëÿ îáðàáîòêè âûáèðàëèñü ïî 11 ïàð z1 è z2 â ïåðèîäû ìîíîòîííûõ èçìåíåíèé çåíèò-
íûõ ðàññòîÿíèé âî âðåìåíè [7], òî åñòü â óòðåííèå è âå÷åðíèå ÷àñû íàáëþäåíèé. Çàòåì âû÷èñëÿëèñü 
êîýôôèöèåíòû ñâÿçè ïî ôîðìóëàì (5) è (6) è îïðåäåëÿëèñü óãëû ðåôðàêöèè ïî ôîðìóëàì (10) è 
(11). Ïîëó÷åííûå óãëû ðåôðàêöèè ïðèáàâëÿëèñü ê ñðåäíèì çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ çåíèòíûõ 
ðàññòîÿíèé, ÷òî äàåò çåíèòíûå ðàññòîÿíèÿ, ñâîáîäíûå îò âëèÿíèÿ ðåôðàêöèè 
 

0

1 1 1
,z z r= +  (12) 
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0

2 2 2
.z z r= +  (13) 

 

Âåëè÷èíû 0

1
z  è 0

2
z  ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü óãëû ðåôðàêöèè íà ëþáîé ìîìåíò èçìåðåíèé äàííîãî 

ìàññèâà, äëÿ ÷åãî äîñòàòî÷íî âçÿòü ðàçíîñòü 0

1
z  è èçìåðåííîå çíà÷åíèå z1i. 

Ïîëó÷åííûå ïî ôîðìóëàì (12) è (13) çåíèòíûå ðàññòîÿíèÿ ñðàâíèâàëèñü ñ èñòèííûìè, çà êîòî-
ðûå áûëè ïðèíÿòû çåíèòíûå ðàññòîÿíèÿ, ïîëó÷åííûå ïî ðåçóëüòàòàì ãåîìåòðè÷åñêîãî íèâåëèðîâàíèÿ 
[6]. Îòëè÷èå çåíèòíûõ ðàññòîÿíèé, ïîëó÷åííûõ ñ èñêëþ÷åíèåì ðåôðàêöèè ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì, 
îò èñòèííûõ ïîçâîëÿåò îöåíèòü òî÷íîñòü ìåòîäà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîé îáðàáîòêè äà-
íû â òàáëèöå. 
 

 
 

Àíàëèç äàííûõ, ïðåäñòàâëåííûõ â òàáëèöå, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì âûâîäàì. Èçìåíåíèÿ çåíèò-
íûõ ðàññòîÿíèé â íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êàõ òðàññû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñâÿçàíû æåñòêîé êîð-
ðåëÿöèîííîé ñâÿçüþ. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ðåãóëÿöèè äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé ðåôðàêöèè ïîçâîëÿåò 
îïðåäåëèòü óãëû âåðòèêàëüíîé ðåôðàêöèè â ïåðèîäû èõ ìîíîòîííûõ èçìåíåíèé ñ òî÷íîñòüþ íå áîëåå 
1—2 ñ äóãè. Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä îïðåäåëåíèÿ âåðòèêàëüíîé ðåôðàêöèè òðåáóåò ñðàâíèòåëüíî íå-
áîëüøîãî îáúåìà èçìåðåíèé (11—15). 

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçðàáîòàíû ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ óãëà ïîëíîé 
ðåôðàêöèè èç îäíîé òî÷êè òðàññû (íà äðóãîé äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü îòðàæàòåëü). Ïðè ýòîì ñîãëàñíî 
(1) èç èçìåðåíèé z1 è σ ìîæíî ïîëó÷èòü z2 è èìåòü íåîáõîäèìûé ñîñòàâ èíôîðìàöèè äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
ðåôðàêöèè ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì. 
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A . S .  M e d î v i k î v ,  N . Å .  Ê î n d ã a t i å v à ,  Ò . V .  S k o r o b o g a t o v a .  Calculation of Vertical 
Refraction from Zenithal Distance Measurements. 
 

Computational procedure for calculating the angular refraction from zenithal distance measurements based on the 
statistical refraction angle correlation and the solution of the refraction equations by the Tikhonov's regularization 
method is proposed. 

The proposed technique allows the monotonically varying vertical refraction angles to be calculated with an ac-
curacy as high as 1—2 s of arc. 


