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ÔÓÍÊÖÈÉ ÏÐÎÏÓÑÊÀÍÈß ÌÎËÅÊÓËßÐÍÛÕ ÃÀÇÎÂ 
 
 

Àíàëèçèðóþòñÿ ïðè÷èíû íåòðàäèöèîííîãî ïîâåäåíèÿ ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè ïðÿìîì 
ðàñ÷åòå ôóíêöèé ïðîïóñêàíèÿ è èçëó÷åíèÿ àòìîñôåðíûõ ãàçîâ â ÈÊ–äèàïàçîíå. Îïèñàíà ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî 
èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ñôîðìóëèðîâàòü íàäåæíûé êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ ñ÷åòà â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ. 

 
 

Äîñòèãíóòîå â ïîñëåäíèå ãîäû óâåëè÷åíèå òî÷íîñòè ðàñ÷åòà ïàðàìåòðîâ ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé êî-
ëåáàòåëüíî–âðàùàòåëüíûõ ïîëîñ ìíîãèõ ìîëåêóë [1] ïîçâîëèëî èñïîëüçîâàòü ïðÿìîå ÷èñëåííîå èí-
òåãðèðîâàíèå ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèé ïðîïóñêàíèÿ è èçëó÷åíèÿ ìîëåêóëÿðíûõ ãàçîâ. Ïðè ýòîì 
áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèîáðåòàåò âûáîð îïòèìàëüíîé ìåòîäèêè è øàãà ÷àñòîòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, 
îáåñïå÷èâàþùåãî çàäàííóþ òî÷íîñòü. Äîïóñòèìûé óðîâåíü ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ñïåêò-
ðàëüíûõ ôóíêöèé ñâÿçàí ñ êà÷åñòâîì èñõîäíîé ñïåêòðàëüíîé èíôîðìàöèè, ò.å. ñ ïîãðåøíîñòüþ ðàñ-
÷åòà ïàðàìåòðîâ ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé è íåòî÷íîñòüþ îïèñàíèÿ ôîðìû êîíòóðà. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå 
ïðè ðàñ÷åòå ôóíêöèé ïðîïóñêàíèÿ íå èìååò ñìûñëà äîáèâàòüñÿ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ 
ñóùåñòâåííî âûøå 1%. Îäíàêî, êàê îòìå÷àëîñü â ðÿäå ðàáîò [2, 3], âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ 
â ýòîì äèàïàçîíå òî÷íîñòè ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ èìååò íåòðàäèöèîííîå ïîâåäåíèå. 
Ýòî ïðèâîäèò ê íåïðèìåíèìîñòè ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè, íåîáõîäèìîñòè òåîðåòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ, à òàêæå âûðàáîòêå íî-
âûõ êðèòåðèåâ îêîí÷àíèÿ ñ÷åòà. 

Îñîáåííîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ìîëåêóëÿðíûõ ãàçîâ â ÈÊ 
äèàïàçîíå èññëåäîâàëèñü íà ïðèìåðå ôóíêöèé ïðîïóñêàíèÿ 

 

 (1) 

 

ãäå ν0 — öåíòð ñïåêòðàëüíîãî èíòåðâàëà, ñì–1: Δν — øèðèíà èíòåðâàëà, ïðîïóñêàíèå T(ν) îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì 
 

 (2) 

 
ãäå Si — èíòåíñèâíîñòü; fi — êîíòóð i–é ñïåêòðàëüíîé ëèíèè; Ì — ÷èñëî ëèíèé, êîòîðûå íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü â èíòåðâàëå Δν; u — ïîãëîùàþùàÿ ìàññà ìîëåêóëÿðíîãî ãàçà. (Íåîáõîäèìûå ïàðà-
ìåòðû ñïåêòðàëüíûõ ëèíèé áûëè âçÿòû èç àòëàñà [4]). Íåîáû÷íîå ïîâåäåíèå ïîãðåøíîñòè ïðè ÷èñ-
ëåííîì èíòåãðèðîâàíèè T(ν) îáóñëîâëåíî ñïåöèôè÷åñêèì, áûñòðîîñöèëëèðóþùèì õàðàêòåðîì ïîäûí-
òåãðàëüíîé ôóíêöèè (ñì. ðèñ. 1). Ïðè èíòåãðèðîâàíèè ïîäîáíûõ ôóíêöèé îêàçûâàåòñÿ íåäîñòî-
âåðíîé îáùåïðèíÿòàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè ïî ôîðìóëå Ðóíãå [5]: 
 

 (3) 

 
ãäå S(h)—èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ñ øàãîì h; Ð — ñòåïåíü àïïðîêñèìàöèîííîãî ïîëèíîìà (äëÿ ôîðìóëû 
òðàïåöèé Ð ðàâíî 2, äëÿ ôîðìóëû Ñèìïñîíà— 4 è ò.ä.). Ïîýòîìó ïðè èññëåäîâàíèè õàðàêòåðà ïî-
ãðåøíîñòè ëó÷øå âîñïîëüçîâàòüñÿ åå òî÷íûì âûðàæåíèåì. 

Èçâåñòíî [6], ÷òî ïîãðåøíîñòü ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Ò(ν) ïî ôîðìóëå òðàïåöèé ñ øàãîì 
h = (b — a)/N íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ (à, Ü) îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà—Ìàêëîðåíà: 
 

(4) 
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ãäå Âr, Ðr(õ) —÷èñëà è ïîëèíîìû Áåðíóëëè; T(r)(ν) — r–ÿ ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè T(ν). Âûðàæåíèå 
(4) ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì, ïðè ëþáîì L, ïîýòîìó ÷èñëî ÷ëåíîâ â ñóììå ìîæåò áûòü âûáðàíî ïðîèçâîëü-
íûì. Ïðè L → ∞ â ïðåíåáðåæåíèè èíòåãðàëüíûì ÷ëåíîì ôîðìóëà (4) ïåðåõîäèò â àñèìïòîòè÷åñêèé 
ðÿä ïî ñòåïåíÿì h2; êîýôôèöèåíòàìè ïðè h2r ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ T(2r–1)( ν) íà êîíöàõ 
èíòåðâàëà èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ÷ëåí íàèìåíüøåãî ïîðÿäêà â (4) ïðîïîðöèîíàëåí h2 
 

 (5) 

 
Â äðóãèõ ñõåìàõ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ÷àñòü ìëàäøèõ ÷ëåíîâ ðÿäà (4) îòñóòñòâóåò. Íà-

ïðèìåð, â èíòåãðàëüíîé ñóììå ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà, êîòîðóþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èíòåãðàëüíûå 
ñóììû ïî ôîðìóëå òðàïåöèé Sòð(h), 
 

 (6) 

 
êîìïåíñèðóþòñÿ ÷ëåíû, ïðîïîðöèîíàëüíûå h2, è ðàçëîæåíèå ïîãðåøíîñòè íà÷èíàåòñÿ ñ h4. Äàííîå 
îáñòîÿòåëüñòâî ëåæèò â îñíîâå îáùåïðèíÿòîé îöåíêè (3). 
 

 
 

Ðèñ. 1. Ñïåêòðàëüíîå ïðîïóñêàíèå T(ν) àòìîñôåðíîãî âîäÿíîãî ïàðà äëÿ ïîãëîùàþùèõ ìàññ 50 (1), 
150 (2) è 600 (3) àòì ⋅ ñì 

 
Îäíàêî ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ áûñò-ðîîñöèëëèðóþùåé ôóíêöèè 

T(ν) íåäîñòàòî÷íî ó÷èòûâàòü ìëàäøèå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà (4), òàê êàê îñíîâíîé âêëàä â 
e(h) äàåò èíòåãðàëüíûé ÷ëåí ôîðìóëû (4). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îöåíêè e(h) ìîæíî ðàçëîæèòü ñïåê-
òðàëüíîå ïðîïóñêàíèå íà èíòåðâàëå Δν â ðÿä Ôóðüå è âû÷èñëèòü èíòåãðàëüíóþ ñóììó ïî ôîðìóëå 
òðàïåöèé äëÿ êàæäîãî ÷ëåíà ðÿäà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ 
â ñëåäóþùåì âèäå: 
 

 (7) 

 
Âûðàæåíèå (7) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì èçâåñòíîé ôîðìóëû Ïóàññîíà [7]. Ôîðìóëà Ýéëåðà—Ìàêëîðåíà 
(4) ïîëó÷àåòñÿ èç (7) ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì è ñóììèðîâàíèÿ ïî k. 

Ôîðìóëó (7) íåòðóäíî ïðåîáðàçîâàòü â óäîáíûé äëÿ îöåíêè ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ âèä: 
 

 (8) 

 

Ñëàãàåìûå â (8) èìåþò ðàçëè÷íûå àñèìïòîòèêè ïðèh → 0. Ñîãëàñíî òåîðåìå îá àñèìïòîòè÷åñêîì ïî-
âåäåíèè èíòåãðàëà Ôóðüå îò ãëàäêèõ ôóíêöèé [8], âòîðîé ÷ëåí â (8) ðàçëàãàåòñÿ â àñèìïòîòè÷åñêèé 
ðÿä ïî ñòåïåíÿì h2, ñîâïàäàþùèé ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì ðÿäà â (4). Äàííàÿ ÷àñòü ïîãðåø-
íîñòè ñîîòâåòñòâóåò îáùåïðèíÿòûì îöåíêàì (3), (5) è åå ïðåäëàãàåì íàçûâàòü «ãðàíè÷íîé» — eãð(h). 
Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâóþ ñóììó â (8) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îöåíêó èíòåãðàëüíîãî ÷ëåíà â (4) è 
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íàçûâàòü åå «âíóòðåííåé» ÷àñòüþ ïîãðåøíîñòè, òàê êàê îíà õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü îñöèëëÿöèè T(ν) 
íà îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ (à, b). ×òîáû ïðîàíàëèçèðîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå eâí(h), ïðåä-
ñòàâèì T(ν) â âèäå ñóïåðïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ ñïåêòðàëüíûõ êîìïîíåíò: 
 

 (9) 

 

ãäå νq — ïîëîæåíèå öåíòðà q–é êîìïîíåíòû; Γq — åå õàðàêòåðíàÿ øèðèíà (àíàëîã ïîëóøèðèíû ëî-
ðåíöîâñêîãî êîíòóðà). Â ñëó÷àå ìàëûõ ïîãëîùàþùèõ ìàññ â (2) òàêîå ïðåäñòàâëåíèå î÷å-

âèäíî:
1

( ) 1 (1 exp( )),
M

i i

i

T us f
=

ν ≈ − − −∑  íî â îáùåì ñëó÷àå òî÷íîå âûðàæåíèå äëÿ Tq áóäåò èìåòü ñëîæíûé 

ìàòåìàòè÷åñêèé âèä. Êàê âèäíî èç ðèñ. 1, âîçìîæíîñòü òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (9) ñëåäóåò èç îáùåãî 
õàðàêòåðà T(ν) è íå ïðåäñòàâëÿåò ñîìíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, èç ôîðìóë (8) è (9) ñëåäóåò, ÷òî 
 

 (10) 

 
ãäå 
 

 (11) 

 
ãäå 
 

 (12) 

Çäåñü 

— èíòåãðàë Ôóðüå îò ôóíêöèè Tq(ν). Ñîãëàñíî [8] ïðè h → 0 èíòåãðàëû Tqk, à ñëåäîâàòåëüíî, è 
eâí(h) ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëû è 

вн
( ) ( ).e h e h�  Îäíàêî íà äàííîì øàãå h ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ìàëîñòü Tqk 

ïî ïàðàìåòðó Γq k/h áóäåò èìåòü ìåñòî ëèøü äëÿ îòíîñèòåëüíî «øèðîêèõ» êîìïîíåíò, ó êîòîðûõ 
Γq > h/k. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî îæèäàòü, ÷òî ïðåíåáðåæåíèå eâí(h) ïðè îöåíêå ïîãðåøíîñòè ÷èñëåííîãî 
èíòåãðèðîâàíèÿ îïðàâäàíî ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåëè÷èíà øàãà h ãîðàçäî ìåíüøå øèðèíû âñåõ ñïåê-
òðàëüíûõ êîìïîíåíò; ïðè ýòîì ñïðàâåäëèâà îáùåïðèíÿòàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè (3). Îäíàêî âî ìíîãèõ 
òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ ðàçóìíàÿ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ e(h) ≈ 1% äîñòèãà-
åòñÿ ïðè ãîðàçäî áîëüøèõ øàãàõ, êîãäà âêëàä eâí(h) â ïîãðåøíîñòü ÿâëÿåòñÿ äîìèíèðóþùèì. 

Åñëè äëÿ âñåõ ñïåêòðàëüíûõ êîìïîíåíò âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ,
q

hΓ �  òî èíòåãðàëû Ôóðüå Òqk 

ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óìåíüøàþòñÿ ñ ðîñòîì k. Åñëè óñëîâèå 
q

hΓ �  âûïîëíÿåòñÿ íå äëÿ âñåõ 

ñïåêòðàëüíûõ êîìïîíåíò, òî ñ ðîñòîì k ÷èñëî êîìïîíåíò, äëÿ êîòîðûõ Γq < h/k, áóäåò óìåíüøàòüñÿ, 
ïîýòîìó ñëåäóåò îæèäàòü òåíäåíöèè ê óìåíüøåíèþ êîýôôèöèåíòîâ Ñk â (10), (11) ñ óâåëè÷åíèåì k. 
Ñëåäîâàòåëüíî, (10)—(12) ìîæíî ñ÷èòàòü ðàçëîæåíèåì «âíóòðåííåé» ÷àñòè ïîãðåøíîñòè e(h). 

Íèæå ïîêàçàíî, ÷òî ïðè å(h) ≈ 1% íåòðàäèöèîííîå ïîâåäåíèå ïîãðåøíîñòè ñîîòâåòñòâóåò ñèòóà-
öèè, êîãäà e(h) îïðåäåëÿåòñÿ eâí(h). 

Ìàëàÿ ýôôåêòèâíîñòü êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âûñøèõ ïîðÿäêîâ îáóñëîâëåíà áûñòðûì ðîñòîì 
åâí(h) ïðè óâåëè÷åíèè øàãà h. Íàïðèìåð, â èíòåãðàëüíîé ñóììå ïî ôîðìóëå Ñèìïñîíà (6) ôàêòè÷å-
ñêè èñïîëüçóþòñÿ äâå ñåòêè: ñ øàãîì h è 2h. Ïîñêîëüêó êîìïåíñàöèÿ åâí(h) è eâí(2h) â (6) îòñóòñòâóåò 

è, êàê ïðàâèëî, 
вн вн
(2 ) ( ) ,e h e h�  ôîðìóëà Ñèìïñîíà ìîæåò èìåòü õóäøóþ òî÷íîñòü, ÷åì ôîðìóëà òðàïå-

öèé. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ èìååò ìåñòî ïðè èñïîëüçîâàíèè êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë âûñøèõ ïîðÿäêîâ. 
Îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè e(h) îïðåäåëÿåòñÿ ôàçîâûìè ìíîæèòåëÿìè â ôîðìóëå 

(11). Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíîé ÷àñòîòå νq=a+(b—a)tq, ãäå 0≤tq≤1, ìîæíî ïðåäñòàâèòü (11) â âèäå 
 

 (13) 

 
Êàê ñëåäóåò èç (13), íåçíà÷èòåëüíîå èçìåíåíèå ÷èñëà óçëîâ â ñåòêå èíòåãðèðîâàíèÿ N äîëæíî ïðèâî-
äèòü ê ñóùåñòâåííîìó èçìåíåíèþ âåñîâûõ ìíîæèòåëåé, ñ êîòîðûìè ñóììèðóþòñÿ Òqk â (13), è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ê çàìåòíîìó èçìåíåíèþ ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ. 

Ïåðèîäè÷íîñòü ïîãðåøíîñòè ïðè ñäâèãå ãðàíèö îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ (ñì. ðèñ. 2) òàêæå îáó-
ñëîâëåíà íàëè÷èåì ôàçîâûõ ìíîæèòåëåé. Êàê ñëåäóåò èç ôîðìóë (10)—(12), ïðè ñäâèãå îòðåçêà èí-
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òåãðèðîâàíèÿ íà äîëþ øàãà gh(a, b) → (a + gh, b + gh); ôàçà (g < 1) êîýôôèöèåíòà Ñk óâåëè÷èâà-
åòñÿ íà 2πkg. Ñëåäîâàòåëüíî, eâí(h) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé (ñ ïåðèîäîì h) ôóíêöèåé îò 
âåëè÷èíû ñäâèãà ãðàíèö îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ øàãàõ, êîãäà êîýôôèöèåíòû 
Ñk áûñòðî óáûâàþò, ýòà ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ áëèçêà ê ñèíóñîèäå, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ 
îöåíêè eâí(h). 
 

 
 

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ å ïî ôîðìóëå òðàïåöèé îò ñäâèãà ãðà-
íèö îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ íà äîëþ øàãà g äëÿ øàãà 0,5 ñì–1: u = 1 àòì ⋅ ñì (1), u = 10 àòì ⋅ ñì (2); 
äëÿ øàãà 0,4 ñì–1: u = 1 àòì ⋅ ñì (3), u=10 àòì ⋅ ñì (4) 

 

Íåòðàäèöèîííûé õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ïîãðåøíîñòè â ïðàêòè÷åñêè âàæíîé îáëàñòè å ≈ 1% ïðè-
âîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäèôèêàöèè ìåòîäîâ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî èí-
òåãðèðîâàíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, â ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîãðåøíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ åâí(h) íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü 
ïðîñòûå îöåíêè å(h) â âèäå, ïîäîáíîì ôîðìóëå (6). Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (8, 10), 

åâí ⎝
⎛
⎠
⎞h

2  = C2 + C4 + … , à S(h) – S⎝
⎛
⎠
⎞h

2  C1 + C3 + C5 + …. Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì òåíäåíöèè ê óáû-

âàíèþ êîýôôèöèåíòîâ Ñk ñ
 
ðîñòîì k ðàçíîñòü S(h) – S⎝

⎛
⎠
⎞h

2  ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îöåíêè 

ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ å(h) ñ „ãðóáûì" øàãîì. Îäíàêî, èñïîëüçóÿ S(h) – S⎝
⎛
⎠
⎞h

2  íåâîçìîæíî 

îïðåäåëèòü ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ñ òåêóùèì „ìåëêèì" øàãîì ⎝
⎛
⎠
⎞h

2  – e⎝
⎛
⎠
⎞h

2  ïîñêîëüêó ÷ëåíû 

ðàçëîæåíèÿ (11) íå ñâÿçàíû äðóã ñ äðóãîì ïðîñòûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Êðîìå òîãî, ñëåäóåò îòìåòèòü, 
÷òî, íåñìîòðÿ íà óáûâàíèå èíòåãðàëîâ Òqκ (12) ñ ðîñòîì κ, íàëè÷èå ôàçîâûõ ìíîæèòåëåé â (11) ïðè-
âîäèò ê îòêëîíåíèÿì îò ìîíîòîííîñòè óáûâàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ñ

κ
. Â ýòîì ñëó÷àå èç ìàëîñòè ðàçíî-

ñòè .S(h) – S⎝
⎛
⎠
⎞h

2  íå ñëåäóåò ñîîòâåòñòâóþùåé ìàëîñòè ïîãðåøíîñòè e⎝
⎛
⎠
⎞h

2 . 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûðàáîòêè áîëåå íàäåæíîãî êðèòåðèÿ îêîí÷àíèÿ ñ÷åòà æåëàòåëüíî ïîëó÷èòü 
îöåíêó ñâåðõó äëÿ âåëè÷èíû e(h). Ñ ýòîé öåëüþ ìîæíî èñïîëüçîâàòü îòìå÷åííîå âûøå ïåðèîäè÷åñêîå 
èçìåíåíèå eâí(h) ïðè íåáîëüøîì ñäâèãå ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ (a, b) → (a + gh, b + gh), g < 1. 
Âû÷èñëèâ èíòåãðàëüíûå ñóììû S(h, g) äëÿ íåñêîëüêèõ çíà÷åíèé ñäâèãà g, ìîæíî îöåíèòü àìïëèòóäó 
èçìåíåíèÿ S(h, g), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé ñâåðõó äëÿ eâí(h). Îäíàêî ïîäîáíàÿ îöåíêà âåñüìà òðó-
äîåìêà: îáúåì âû÷èñëåíèé ïðîïîðöèîíàëåí êîëè÷åñòâó èíòåãðàëüíûõ ñóìì S(h, g). Ïðîñòåéøóþ 
îöåíêó àìïëèòóäû ïîãðåøíîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü, àïïðîêñèìèðóÿ âêëàä eâí(h) â çàâèñèìîñòü S(h, g) 
îò g åäèíñòâåííîé ñèíóñîèäîé [ò.å. îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ åâí(h) â (10)] è ó÷èòû-
âàÿ âêëàä åãð(h) ñ  ïîìîùüþ ìëàäøåãî ÷ëåíà (5). Òîãäà äëÿ S(h, g) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ïðèáëèæåí-
íîå âûðàæåíèå: 
 

 (14) 

 

ãäå ⎪C1⎪ — èñêîìàÿ àìïëèòóäà èçìåíåíèÿ åâí(h); Φ — íåèçâåñòíàÿ ôàçà ïåðâîãî ÷ëåíà ðàçëîæåíèÿ 
(10) ïðè g = 0, ò.å. äëÿ èñõîäíîãî îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ (à, b). Â ôîðìóëó (14) âõîäÿò çíà÷åíèÿ 
èíòåãðàëà I è êðàåâûå çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ñäâèíóòîãî îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Îäíàêî ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü eâí(h) îò g, êîòîðàÿ àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïîñëåäíèì ÷ëåíîì ôîðìóëû (14), 
îáóñëîâëåíà íå ñîáñòâåííî ñäâèãîì ïðåäåëîâ èíòåãðèðîâàíèÿ, à èçìåíåíèåì âçàèìíîãî ïîëîæåíèÿ 
óçëîâ ñåòêè èíòåãðèðîâàíèÿ è öåíòðîâ âíóòðåííèõ ñïåêòðàëüíûõ êîìïîíåíò íà îòðåçêå Δν. Ïîýòîìó 
eâí(h) íå èçìåíèòñÿ, åñëè ñäâèíóòü íà gh ëèøü âíóòðåííèå óçëû ñåòêè ïðè íåèçìåííûõ ïðåäåëàõ èí-
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òåãðèðîâàíèÿ (a, b). Ïðè ýòîì íà êðàÿõ îòðåçêà (à, b) îäíîðîäíîñòü ñåòêè íàðóøàåòñÿ è S(h, g )  
ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: 
 

 
 

 (15) 
 

 

 
 
Ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âûñøåãî ïîðÿäêà ïî h â ôîðìóëå (14) ïîëàãàåì 
 

 
 

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (14) ñîäåðæèò òðè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðà: [I(à, b) + h2/12 (T′(b) — Ò′(à)], 
Ñ1 è Φ, äëÿ íàõîæäåíèÿ êîòîðûõ íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé (14) äëÿ òðåõ çíà÷åíèé 

g. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íàõîæäåíèÿ 
1

C  íåîáõîäèìî âûïîëíèòü îáúåì âû÷èñëåíèé, äîñòàòî÷íûé äëÿ 

ðàñ÷åòà èíòåãðàëüíîé ñóììû S(h/3) ñ øàãîì h/3. Â ñâÿçè ñ ýòèì äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé 
(14) öåëåñîîáðàçíî âûáðàòü g = 0 è g = ±1/3, ÷òî ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ñ ðàñ÷åòîì ⎪C1⎪ âû÷èñëèòü 
S(h/3). Â ýòîì ñëó÷àå 
 

 (16) 

 

 
 

 (17) 

 
Ïðåäëîæåííûé ñïîñîá îöåíêè ïîãðåøíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ôîðìóëå òðàïåöèé ïîçâîëÿåò 

ñôîðìóëèðîâàòü íîâóþ ìåòîäèêó ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ôóíêöèé â ÈÊ–
äèàïàçîíå. Èíòåãðèðîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ â ñëåäóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: 

1. Äåëèì øàã èíòåãðèðîâàíèÿ h ïîïîëàì äî òåõ ïîð, ïîêà íå âûïîëíèòñÿ óñëîâèå 
 

 (18) 

 

ãäå ⎪C1⎪ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (16) è ñîîòâåòñòâóåò àìïëèòóäå eâí(h); ε — îáùåïðèíÿòàÿ îöåíêà 
ïîãðåøíîñòè ïî ôîðìóëå (3); δ — íàïåðåä çàäàííàÿ äîïóñòèìàÿ ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ. Ôîð-
ìóëà (18) îáîáùàåò ñòàíäàðòíûé êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ ñ÷åòà íà ñëó÷àé, êîãäà ïîãðåøíîñòü èíòåãðèðî-
âàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ åâí(h). 

2. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èç óñëîâèÿ (18) ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü ⎪e(h/3)⎪ < δ, è çà òî÷íîå çíà÷åíèå 
èíòåãðàëà ïðèíèìàåì ñóììó S(0, h/3) (17). 

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî óáûâàíèå ⎪C1⎪ ñ øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ h òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì, 
ïîýòîìó èç ⎪C1⎪ < δ íå ñëåäóåò ñòðîãîãî âûïîëíåíèÿ ⎪e(h/3)⎪ < δ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëàãàåìûé êðè-
òåðèé îêîí÷àíèÿ ñ÷åòà íîñèò âåðîÿòíîñòíûé õàðàêòåð, îäíàêî ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå íàäåæíûì, ÷åì 
îáùåïðèíÿòûé êðèòåðèé (3). 

Âåðîÿòíîñòü íåâûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ ⎪e(h/3)⎪ ≤ ⎪C1⎪ ìîæíî îïðåäåëèòü íà ïðèìåðå ðàñïðåäåëåíèÿ 
âåëè÷èí d = ⎪C1⎪ / ⎪e(h/3)⎪ äëÿ ñïåêòðàëüíîãî èíòåðâàëà (ν0 = 3650 ñì–1, Δν = 20 ñì–1). Ðåçóëüòàòû 

âû÷èñëåíèé îòíîøåíèé d äëÿ 100 çíà÷åíèé øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ ,h
N

Δν
=  20,119N =  ïðèâåäåíû â âèäå 

ãèñòîãðàìì íà ðèñ. 3. Äàííîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî ñðàâíèòü ñ ðàñïðåäåëåíèåì îòíîøåíèÿ 

( )/ 2 ( )
,

( / 2)

−S h S h

e h
 âû÷èñëåííîãî äëÿ òåõ æå ôóíêöèé è øàãîâ è èñïîëüçóåìîãî â îáùåïðèíÿòîé îöåíêå 
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ïîãðåøíîñòè äëÿ ôîðìóëû òðàïåöèé. Ïîñëåäíåå èçîáðàæåíî íà ðèñ. 3 ïóíêòèðîì. Êàê ñëåäóåò èç 
ðèñ. 3, ïðåäëàãàåìûé êðèòåðèé îêîí÷àíèÿ ñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ áîëåå íàäåæíûì, ÷åì îáùåïðèíÿòûé, è 
îáåñïå÷èâàåò çàäàííóþ òî÷íîñòü èíòåãðèðîâàíèÿ ⎪e(h/3)⎪ < δ â 99 % ñëó÷àåâ. 
 

 
 

Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå îòíîøåíèé d äëÿ 100 ïîñëåäîâàòåëüíûõ çíà÷åíèé ÷èñëà óçëîâ â ñåòêå èíòåã-
ðèðîâàíèÿ: (à) u = 1 àòì ⋅ ñì; (á) u = 10 àòì ⋅ ñì; (â) u = 30 àòì ⋅ ñì; (ã) u = 40 àòì ⋅ ñì 
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The reasons for non-trivial behaviour of numerical integration error in the line–by–line computation of atmos-
pheric gas average transmittance and emission in the IR are examined. An adaptive numerical integration technique is 
reported that allows a reliable computation termination criterion to be formulated. 

 


