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Ýðãîäè÷åñêèå òåîðåìû èìåþò âàæíîå çíà÷åíèå ïðè ñîïîñòàâëåíèè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé ñ âûâîäàìè 

òåîðèè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ «ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ» òðåáóåòñÿ ìíîæåñòâî îïûòîâ â àíàëîãè÷íûõ óñëîâèÿõ, 
÷òî ïðàêòè÷åñêè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ïîýòîìó ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âûíóæäåíî îïðåäåëÿþòñÿ ïî 
äàííûì èçìåðåíèé îäíîãî îïûòà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ îñðåäíåíèå ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ïî íåêîòîðîìó 
èíòåðâàëó âðåìåíè èëè îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Íà âîïðîñ, íàñêîëüêî òàêèå ýìïèðè÷åñêèå ñðåäíèå áëèçêè 
âåðîÿòíîñòíûì ñðåäíèì, îòâå÷àþò òàê íàçûâàåìûå òåîðåìû ýðãîäè÷íîñòè. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ òà-
êàÿ òåîðåìà áûëà äîêàçàíà Äæ. Òåéëîðîì â 1922 ã. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà äëÿ 
íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Äîêàçàòåëüñòâî ïîäòâåðæäàåò ïðåäñòàâëåíèÿ Î. Ðåéíîëüäñà (1894 ã.), 
ñîãëàñíî êîòîðûì èíòåðâàë âðåìåííîãî îñðåäíåíèÿ äîëæåí áûòü âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè ïåðèî-
äàìè ïóëüñàöèîííîãî ïîëÿ, íî ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäàìè îñðåäíåííîãî ïîëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ óìå-
ðåííûõ äëèí ðåàëèçàöèé íåñòàöèîíàðíóþ òóðáóëåíòíîñòü ìîæíî ñ÷èòàòü ëîêàëüíî ñòàöèîíàðíîé (ëîêàëüíî 
îäíîðîäíîé). Óñòàíîâëåíà ïðè÷èíà «ýâîëþöèè óðîâíÿ» – ÿâëåíèÿ äðåéôà èëè óõîäà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, 
êîòîðîå çàêëþ÷àåòñÿ â çàâèñèìîñòè ñðåäíèõ çíà÷åíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîëåé îò äëèíû èíòåðâàëà îñðåä-
íåíèÿ è çíà÷èòåëüíî çàòðóäíÿåò îïðåäåëåíèå ýìïèðè÷åñêèõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé. Óêàçàíà ïðèáëèæåííàÿ ìåðà 
äëÿ êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê ýâîëþöèè óðîâíÿ; ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå âðåìÿ îñðåäíåíèÿ, ïðè êîòî-
ðîì âëèÿíèå ýòîãî ÿâëåíèÿ ìèíèìàëüíî. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû âàæíû äëÿ èññëåäîâàíèé òóðáóëåíòíîñòè 
â àòìîñôåðå, â êîòîðîé âñå ãèäðîäèíàìè÷åñêèå ýëåìåíòû íåñòàöèîíàðíû è èìåþò âûðàæåííûé ñóòî÷íûé  
è ãîäîâîé õîä. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà, íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ, ýâîëþöèÿ óðîâíÿ, óõîä ñðåäíåãî 
çíà÷åíèÿ, òóðáóëåíòíîñòü, Òåéëîð, Ðåéíîëüäñ; ergodic theorem, non-stationary process, level evolution, drift 
of the mean value, turbulence, Taylor, Reynolds. 

 

 
Ââåäåíèå 

 

Òóðáóëåíòíîñòü ïðèñóòñòâóåò è ïðîÿâëÿåòñÿ  
â áîëüøîì ÷èñëå ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Îáû÷íî îíà 
âûñòóïàåò â êà÷åñòâå èñêàæàþùåãî ôàêòîðà. Íàïðè-
ìåð, àòìîñôåðíàÿ òóðáóëåíòíîñòü ñóùåñòâåííî èñ-
êàæàåò àìïëèòóäó è ôàçó ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ýëåê-
òðîìàãíèòíûõ è çâóêîâûõ âîëí. Ïîýòîìó èññëåäî-
âàíèÿ òóðáóëåíòíîñòè àêòóàëüíû è âåäóòñÿ óæå íà 
ïðîòÿæåíèè áîëåå äâóõ ñîòåí ëåò ñî âðåìåíè îïóá-
ëèêîâàíèÿ óðàâíåíèé Íàâüå–Ñòîêñà (1822 ã.). 

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû – äîêàçàòü ýðãîäè÷å-
ñêóþ òåîðåìó äëÿ ñëó÷àÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ òàêàÿ 
òåîðåìà äîêàçàíà Äæ. Òåéëîðîì (1922 ã.). Óñòàíîâ-
ëåííûé íàìè ðåçóëüòàò âàæåí äëÿ èññëåäîâàíèé 
òóðáóëåíòíîñòè â àòìîñôåðå, â êîòîðîé âñå ãèäðî-
äèíàìè÷åñêèå ýëåìåíòû íåñòàöèîíàðíû è èìåþò âû-
ðàæåííûé ñóòî÷íûé è ãîäîâîé õîä. Äîêàçàòåëüñòâî 

ïîäòâåðæäàåò ïðåäñòàâëåíèÿ Î. Ðåéíîëüäñà (1894 ã.),   
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ñîãëàñíî êîòîðûì èíòåðâàë âðåìåííîãî îñðåäíåíèÿ 
äîëæåí áûòü âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè ïå- 
ðèîäàìè ïóëüñàöèîííîãî ïîëÿ, íî ìàë ïî ñðàâíåíèþ 

ñ ïåðèîäàìè îñðåäíåííîãî ïîëÿ. Òåîðåìà ïîçâîëèëà 

óñòàíîâèòü ïðè÷èíó ÿâëåíèÿ «ýâîëþöèÿ óðîâíÿ» 
(îíà çàêëþ÷àåòñÿ â íåñòàöèîíàðíîñòè ñëó÷àéíûõ 
ïðîöåññîâ) è óêàçàòü ïðèáëèæåííóþ ìåðó äëÿ êî-
ëè÷åñòâåííûõ îöåíîê ýòîãî ÿâëåíèÿ. 
 

1. Êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð  
ïî ïðîáëåìå îñðåäíåíèÿ ñëó÷àéíûõ 

ôóíêöèé 
 

Âñëåäñòâèå ÷ðåçâû÷àéíîé ñëîæíîñòè èíäèâèäó-
àëüíîãî îïèñàíèÿ ïîëåé ñêîðîñòè, äàâëåíèÿ, òåìïå-
ðàòóðû è äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê ðàçâèòûõ òóðáó-
ëåíòíûõ òå÷åíèé åùå â êîíöå XIX â. áûëî óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ïðè èçó÷åíèè òóðáóëåíòíîñòè íåîáõîäèìî 
èñïîëüçîâàòü êàêèå-ëèáî ìåòîäû îñðåäíåíèÿ, ïîçâî-
ëÿþùèå ïåðåéòè îò èñõîäíûõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ 
ïîëåé ê áîëåå ïëàâíûì è ðåãóëÿðíûì ñðåäíèì çíà-
÷åíèÿì õàðàêòåðèñòèê ïîòîêà, êîòîðûå ìîæíî èñ-
ñëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ îáû÷íûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷å-
ñêîãî àíàëèçà. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûé èñòîðè÷åñêèé 
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îáçîð íàó÷íûõ ðàáîò, îïóáëèêîâàííûõ ïî ýòîìó íà-
ïðàâëåíèþ â êîíöå XIX – íà÷àëå XX ââ., ïðåäñòàâ-
ëåí â ìîíîãðàôèè À.Ñ. Ìîíèíà è À.Ì. ßãëîìà [1]. 
  Íà ïðàêòèêå ïðè îïðåäåëåíèè ñðåäíåãî çíà÷å-
íèÿ ÷àùå âñåãî ïîëüçóþòñÿ âðåìåííûì èëè ïðî-
ñòðàíñòâåííûì îñðåäíåíèåì ïî êàêîìó-ëèáî ïðî-
ìåæóòêó âðåìåíè èëè îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Ïðè 
ýòîì âàæíûì ÿâëÿåòñÿ òðåáîâàíèå, ÷òîáû ïðèìåíå-
íèå ðàññìàòðèâàåìîãî îñðåäíåíèÿ ê äèôôåðåíöèàëü- 
íûì óðàâíåíèÿì ãèäðîäèíàìèêè ïîçâîëÿëî ïîëó÷èòü 
äîñòàòî÷íî ïðîñòûå óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñðåä-
íèõ çíà÷åíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîëåé. Î. Ðåé- 
íîëüäñ [2] óêàçàë îáùèå óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæíî 
óäîâëåòâîðÿòü ëþáîå îñðåäíåíèå, èñïîëüçóåìîå  
â ãèäðîäèíàìèêå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòè óñëîâèÿ 
îáû÷íî íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè Ðåéíîëüäñà. Îíè 
îòíîñÿòñÿ ê ëþáîé ôóíêöèè, ïðèìåíÿåìîé äëÿ îïè-
ñàíèÿ òóðáóëåíòíîñòè, â òîì ÷èñëå è ê ñëó÷àéíûì 
ôóíêöèÿì (õîòÿ òàêîãî ïîíÿòèÿ âî âðåìåíà Ðåé-
íîëüäñà åùå íå ñóùåñòâîâàëî). 

Åñëè èñïîëüçîâàòü âðåìåííîå èëè ïðîñòðàíñò-
âåííîå îñðåäíåíèå ïî íåêîòîðîìó èíòåðâàëó, òî 
ìîæíî ïîêàçàòü [1], ÷òî íå âñå óñëîâèÿ Ðåéíîëüäñà 
áóäóò òî÷íî âûïîëíÿòüñÿ. Ìîæíî îäíàêî èíòåðâàë 

îñðåäíåíèÿ âûáðàòü òàê, ÷òîáû ýòè óñëîâèÿ âûïîë-
íÿëèñü ïðèáëèæåííî ñî ñðàâíèòåëüíî áîëüøîé ñòå-
ïåíüþ òî÷íîñòè. Äëÿ ýòîãî íàäî ÷òîáû äëÿ êàæäîé 
ôóíêöèè u èíòåðâàë îñðåäíåíèÿ áûë âåëèê ïî 
ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè ïåðèîäàìè ïóëüñàöèîí-
íîãî ïîëÿ u′ (u′ = u − ),u  íî ìàë ïî ñðàâíåíèþ  
ñ ïåðèîäàìè îñðåäíåííîãî ïîëÿ .u  Âîçìîæíîñòü 
âûáîðà èíòåðâàëà îñðåäíåíèÿ, ïðîìåæóòî÷íîãî 
ìåæäó ïåðèîäàìè ïóëüñàöèîííîãî è îñðåäíåííîãî 
äâèæåíèÿ, ïðåäïîëàãàåò çàðàíåå, ÷òî òóðáóëåíòíîå 
äâèæåíèå ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà ñðàâíèòåëüíî 
ïëàâíîå è ìåäëåííî ìåíÿþùååñÿ «ñðåäíåå äâèæå-
íèå» è íàëàãàþùååñÿ íà íåãî êðàéíå íåðåãóëÿðíîå 
«ïóëüñàöèîííîå äâèæåíèå». Íàèáîëåå ïîñëåäîâà-
òåëüíîå èñïîëüçîâàíèå ïðåäñòàâëåíèÿ î òîì, ÷òî 
ñðåäíåå çíà÷åíèå u è ïóëüñàöèÿ u′ ôóíêöèè u îò-
ëè÷àþòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü õàðàêòåðíûìè ïåðèî-
äàìè, ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ u  
êàê ÷àñòè ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè u â èíòåãðàë Ôó-
ðüå, îòâå÷àþùåé èíòåãðèðîâàíèþ ïî îáëàñòè çíà÷å-
íèé ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé (÷àñòîòû), ìåíü-
øèõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåêîòîðîãî ôèêñèðî-
âàííîãî ÷èñëà ωM [1]. 

Ñ ðàçâèòèåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (íà÷àëî ÕÕ â.) 
âîïðîñû îá óñëîâèÿõ îñðåäíåíèÿ Ðåéíîëüäñà îòî-
øëè íà âòîðîé ïëàí. Â ñîâðåìåííîé ñòàòèñòè÷åñêîé 
ãèäðîäèíàìèêå ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ãèäðîäèíàìè-
÷åñêèå ïîëÿ òóðáóëåíòíîãî òå÷åíèÿ – ýòî ñëó÷àé-
íûå ïîëÿ â ñìûñëå, ïðèíÿòîì â òåîðèè âåðîÿòíî-
ñòåé. Èíà÷å ãîâîðÿ, êàæäàÿ êîíêðåòíàÿ ðåàëèçàöèÿ 
òàêîãî ïîëÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåêèé «ïðåäñòàâè-
òåëü», èçâëå÷åííûé èç «ñòàòèñòè÷åñêîãî àíñàìáëÿ 
âñåâîçìîæíûõ ïîëåé». Ïðè ýòîì îñðåäíåíèå ëþáûõ 

ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ âåëè÷èí ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê 
òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíîå îñðåäíåíèå ïî ñîîòâåòñò-
âóþùåìó àíñàìáëþ, è âñå ñâîéñòâà ñòàòèñòè÷åñêîãî 
îñðåäíåíèÿ, íàëè÷èÿ êîòîðûõ òðåáîâàë Ðåéíîëüäñ, 
îêàçûâàþòñÿ âûòåêàþùèìè èç îáû÷íûõ ñâîéñòâ 

âåðîÿòíîñòíîãî ñðåäíåãî. Òàêèì îáðàçîì, â ñîâðå-
ìåííîé òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè âîïðîñ î ñìûñëå îïå-
ðàöèè îñðåäíåíèÿ ðåøàåòñÿ èíà÷å, è ïðè ýòîì âñå 
óñëîâèÿ Ðåéíîëüäñà îêàçûâàþòñÿ òî÷íî âûïîë-
íÿþùèìèñÿ [1]. 

Îäíàêî ïðè òàêîì âåðîÿòíîñòíîì ïîäõîäå ñðà- 
çó âîçíèêàåò âîïðîñ î ñîïîñòàâëåíèè âûâîäîâ òåî-
ðèè ñ äàííûìè èçìåðåíèé. Íà ïðàêòèêå ìû îáû÷íî 
íå èìååì ìíîæåñòâà îïûòîâ («ñòàòèñòè÷åñêèé àí-
ñàìáëü») è âûíóæäåíû îïðåäåëÿòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ 
ïî äàííûì èçìåðåíèé, ïðîâîäèâøèõñÿ â òå÷åíèå 
îäíîãî îïûòà. Âî âñåõ òàêèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ 
îñðåäíåíèå ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ïî íåêîòîðîìó 
èíòåðâàëó âðåìåíè èëè îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà. Ïî-
ýòîìó íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, íàñêîëüêî áëèçêè ýì-
ïèðè÷åñêèå ñðåäíèå âåðîÿòíîñòíûì ñðåäíèì. Íà ýòîò 
âîïðîñ îòâå÷àþò òàê íàçûâàåìûå òåîðåìû ýðãîäè÷-
íîñòè. 

Ñîâðåìåííàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàç- 
äåëîì òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, èçó÷àþùèì èõ 
ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà; îíà âîçíèêëà â ïåðâîé 
òðåòè ÕÕ â. Äëÿ íàñ ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ýðãîäè-
÷åñêàÿ òåîðåìà Äæ. Òåéëîðà [3], óñòàíàâëèâàþùàÿ 
óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè âðåìåííîãî 
ñðåäíåãî ê ñòàòèñòè÷åñêîìó ñðåäíåìó äëÿ ñòàöèî-
íàðíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Ýðãîäè÷åñêóþ òåîðå-
ìó Òåéëîðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòíûé ñëó-
÷àé îáùåé òåîðåìû, âïåðâûå äîêàçàííîé â 1938 ã. 
Å. Ñëóöêèì â [4]. 

Ñòàöèîíàðíûìè ñëó÷àéíûìè ôóíêöèÿìè (ñëó-
÷àéíûìè ïðîöåññàìè) îïèñûâàþòñÿ óñòàíîâèâøèåñÿ 
ôèçè÷åñêèå ïðîöåññû ñ âíåøíèìè óñëîâèÿìè, íå ìå-
íÿþùèìèñÿ ñî âðåìåíåì. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ñòàöèî-
íàðíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ïîñòîÿííû, à êîððåëÿöè-
îííûå ôóíêöèè çàâèñÿò òîëüêî îò ðàçíîñòè êîîðäè-
íàò òî÷åê íàáëþäåíèÿ. Îäíàêî â ñëó÷àå ïðèðîäíûõ 
òóðáóëåíòíûõ ïîòîêîâ òðóäíî ãàðàíòèðîâàòü íåèç-
ìåííîñòü âñåõ îñðåäíåííûõ õàðàêòåðèñòèê òå÷åíèÿ. 
Îñîáåííî ýòî îòíîñèòñÿ ê òóðáóëåíòíîñòè â àòìî-
ñôåðå, ãäå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ âñåõ ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêèõ ýëåìåíòîâ îáû÷íî íåóñòîé÷èâû è èìåþò ÿðêî 
âûðàæåííûé ñóòî÷íûé è ãîäîâîé õîä. Ïîýòîìó ïðåä-
ñòàâëÿåò èíòåðåñ îáîáùåíèå ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû 
Òåéëîðà íà ñëó÷àé íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ 

ôóíêöèé. Òàêîå îáîáùåíèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ 
êàê òåîðåòè÷åñêàÿ îïîðà äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîððåêò-
íûõ íàòóðíûõ ýêñïåðèìåíòîâ. 

Ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè 
ïîäòâåðæäàåò ïîäõîä Ðåéíîëüäñà ê ðàçëîæåíèþ 
òóðáóëåíòíîãî äâèæåíèÿ íà ñðàâíèòåëüíî ïëàâíîå  
è ìåäëåííî ìåíÿþùååñÿ «ñðåäíåå äâèæåíèå» è íà-
ëàãàþùååñÿ íà íåãî êðàéíå íåðåãóëÿðíîå «ïóëüñà-
öèîííîå äâèæåíèå». Äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñëó-
÷àéíûõ ïîëåé áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî åñëè ðàçíîñ 
òî÷åê íàáëþäåíèÿ íå ïðåâûøàåò ïðîñòðàíñòâåííûé 
ìàñøòàá êîððåëÿöèè ïîëÿ, òî ñòðóêòóðíûå ôóíê-
öèè ôëóêòóàöèé ïîëÿ èìåþò óíèâåðñàëüíûé õàðàê-
òåð è çàâèñÿò òîëüêî îò ðàçíîñòè êîîðäèíàò òî÷åê 
íàáëþäåíèÿ [1]. Â íà÷àëå ÕÕ â. â òåîðèè òóðáóëåíò-
íîñòè ïîÿâèëèñü ïîíÿòèÿ îäíîðîäíûõ è ëîêàëüíî 
îäíîðîäíûõ (à â äàëüíåéøåì è ëîêàëüíî èçîòðîï-
íûõ) ñëó÷àéíûõ ïîëåé. Ïðè ïåðåõîäå ê äðóãèì 
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îáëàñòÿì â òóðáóëåíòíîé ñðåäå, òàêæå èìåþùèì 
ðàçìåð ïîðÿäêà ìàñøòàáà êîððåëÿöèè è óäàëåííûì 
íà ðàññòîÿíèå ïîðÿäêà ìàñøòàáà êîððåëÿöèè, âèä 
çàâèñèìîñòè ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé îò ðàçíîñòè êî-
îðäèíàò òî÷åê íàáëþäåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ, îäíàêî 
ìîæåò ïîìåíÿòüñÿ îáùàÿ èíòåíñèâíîñòü ôëóêòóà-
öèé. Äàëåå ïîÿâèëèñü ïîíÿòèÿ ëîêàëüíî îäíîðîäíûõ 
ïîëåé ñ ïëàâíî ìåíÿþùèìèñÿ ñðåäíèìè õàðàêòåðè-
ñòèêàìè [1, 5]. Êàê âûÿñíèëîñü, ðåøåíèÿ ðàçëè÷-
íûõ çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí 
â òóðáóëåíòíûõ ëîêàëüíî îäíîðîäíûõ ñðåäàõ ñ ïëàâ- 
íî ìåíÿþùèìèñÿ ñðåäíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè íå-
ïëîõî ïîäòâåðæäàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî [5, 6]. 

Ñëó÷àéíûå ôóíêöèè, çàâèñÿùèå òîëüêî îò âðå-
ìåíè (ñëó÷àéíûå ïðîöåññû), ÿâëÿþòñÿ àíàëîãîì 

ïðîñòðàíñòâåííûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé, ïîýòîìó è äëÿ 
íèõ ñïðàâåäëèâî óêàçàííîå âûøå. Ñòàöèîíàðíîñòü 
ñîîòâåòñòâóåò îäíîðîäíîñòè, à ïðîñòðàíñòâåííûé 
ìàñøòàá êîððåëÿöèè ïîëÿ – âðåìåííîìó ìàñøòàáó 
êîððåëÿöèè (âðåìåíè êîððåëÿöèè). Ñëó÷àéíûå ñòà-
öèîíàðíûå ïðîöåññû ñ ïëàâíî ìåíÿþùèìèñÿ ñðåä-
íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè îáû÷íî íàçûâàþòñÿ êâàçè-
ñòàöèîíàðíûìè [7] (èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå íàçâà-
íèÿ, íàïðèìåð ëîêàëüíî ñòàöèîíàðíûå). 

Ñàìà ïî ñåáå ìîäåëü îäíîðîäíîé è èçîòðîïíîé 
òóðáóëåíòíîñòè íåïðèãîäíà äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ 
òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî ïðîñòðàí-
ñòâåííàÿ îäíîðîäíîñòü ïðåäïîëàãàåò îòñóòñòâèå  
ó ïîòîêà êàêèõ-ëèáî ãðàíèö è ñòðîãîå ïîñòîÿíñòâî 
åãî ñðåäíåé ñêîðîñòè. Íî ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò 

ýòîé òåîðèè (ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå Äæ. Òýéëîðà, 
1935 ã. [1]) îêàçàëñÿ öåííûì äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ 
ìåëêîìàñøòàáíûõ êîìïîíåíò òóðáóëåíòíûõ òå÷åíèé, 
òàê êàê ñòàòèñòè÷åñêèé ðåæèì òàêèõ êîìïîíåíò, ñëå-
äóÿ À.Í. Êîëìîãîðîâó (1941 ã. [1]), óæå åñòåñòâåííî 
ïðåäïîëàãàòü îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì. Ýòî ñðàçó 
ñåðüåçíî óïðîùàåò ìàòåìàòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ. 
  Ðàáîòû Êîëìîãîðîâà ïîñëóæèëè îñíîâîé âñåãî 
ïîñëåäóþùåãî ðàçâèòèÿ òåîðèè ëîêàëüíîé ñòðóêòóðû 
òóðáóëåíòíîñòè è åå ïðèëîæåíèé íà÷èíàÿ ñ ñåðåäè-
íû ÕÕ â. Áëàãîäàðÿ óñïåøíîìó ïðèìåíåíèþ ïðè-
áëèæåíèÿ îäíîðîäíîñòè (÷òî äëÿ ñëó÷àéíûõ ïðî-
öåññîâ ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíîñòè) â òåîðèè òóð-
áóëåíòíîñòè äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü îáùåïðèíÿòûì, 
÷òî èçâåñòíàÿ òåîðåìà ýðãîäè÷íîñòè Òåéëîðà [3], 
äîêàçàííàÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ, äîñòàòî÷íà 
äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé. Îäíàêî óæå â ñåðåäèíå 

ÕÕ â. â ýêñïåðèìåíòàõ áûëî îáíàðóæåíî «íåïðèÿò-
íîå» ÿâëåíèå äðåéôà, èëè óõîäà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, 
íàçâàííîå «ýâîëþöèåé óðîâíÿ» [1, 5, 6]. Îíî çàêëþ-
÷àåòñÿ â èçìåíåíèè çàðåãèñòðèðîâàííûõ ñðåäíèõ 

çíà÷åíèé ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ïîëåé ñî âðåìåíåì. 
Äàëüíåéøèé îïûò ïîêàçàë, ÷òî îïðåäåëåíèå ñðåä-
íèõ çíà÷åíèé ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì çàïèñÿì ñëó-
÷àéíûõ ðåàëèçàöèé – ñëîæíàÿ çàäà÷à, òàê êàê ðå-
çóëüòàò óñðåäíåíèÿ ñèëüíî çàâèñèò îò äëèòåëüíîñòè 
èñïîëüçóåìûõ ðåàëèçàöèé. ×òî ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé 

ýâîëþöèè óðîâíÿ, îñòàâàëîñü íåïîíÿòíûì. 
Ïîäâîäÿ èòîã èñòîðè÷åñêîìó îáçîðó íàó÷íûõ 

ðàáîò ïî ïðîáëåìå îñðåäíåíèÿ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé, 
êðàòêî ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå äîñòèãíóòûå íàó÷-
íûå ðåçóëüòàòû. Ðåéíîëüäñîì áûëè óêàçàíû òðåáî-
âàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ê ïðîöåññó îñðåäíåíèþ ôóíê-

öèé (óñëîâèÿ Ðåéíîëüäñà). Ñ ðàçâèòèåì òåîðèè 
âåðîÿòíîñòåé âñå ñâîéñòâà îñðåäíåíèÿ ïîëåé, íàëè-
÷èÿ êîòîðûõ òðåáîâàë Ðåéíîëüäñ, îêàçàëèñü âûòå-
êàþùèìè èç îáû÷íûõ ñâîéñòâ âåðîÿòíîñòíîãî ñðåä-
íåãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîáëåìó îñðåäíåíèÿ ñëó÷àé-
íûõ ôóíêöèé ìîæíî áûëî áû ñ÷èòàòü ðåøåííîé. 
Îäíàêî, êàê îêàçàëîñü, ïðè òàêîì âåðîÿòíîñòíîì 
ïîäõîäå ïðîáëåìà îñðåäíåíèÿ ïåðåõîäèò â äðóãóþ 

àíàëîãè÷íóþ ïðîáëåìó – ñîïîñòàâëåíèå âûâîäîâ 
òåîðèè ñ äàííûìè èçìåðåíèé. Íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, 
íàñêîëüêî áëèçêè ýìïèðè÷åñêèå ñðåäíèå âåðîÿòíî-
ñòíûì ñðåäíèì. Íà ýòîò âîïðîñ îòâå÷àþò òåîðåìû 
ýðãîäè÷íîñòè. Îäíîé èç ïåðâûõ áûëà ýðãîäè÷åñêàÿ 
òåîðåìà Òåéëîðà äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ 

ôóíêöèé. Îäíàêî â ïðèðîäíûõ òóðáóëåíòíûõ ïî-
òîêàõ òðóäíî ãàðàíòèðîâàòü ñòàöèîíàðíîñòü. Ïîýòî-
ìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îáîáùåíèå ýðãîäè÷åñêîé 
òåîðåìû Òåéëîðà íà ñëó÷àé íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àé-
íûõ ôóíêöèé. Óêàçàííîå îáîáùåíèå ìîæíî ñäåëàòü 
íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé Ðåéíîëüäñà. Íåñìîòðÿ íà 
òî ÷òî âî âðåìåíà Ðåéíîëüäñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé 

êàê íàóêè åùå íå ñóùåñòâîâàëî, èäåè, çàëîæåííûå  
â óñëîâèÿ Ðåéíîëüäñà, ïîçâîëÿþò â íàñòîÿùåå âðå-
ìÿ íàçâàòü ýòè óñëîâèÿ ýðãîäè÷åñêîé ãèïîòåçîé Ðåé-
íîëüäñà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. 

 

2. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà Òåéëîðà  
äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ 

 

Ïóñòü u(t) åñòü ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ (ñëó÷àé-
íûé ïðîöåññ, t – âðåìÿ), äëÿ êîòîðîé ìû õîòèì 
ïîëó÷èòü ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå (ñðåäíåå ïî àíñàìá-
ëþ ðåàëèçàöèé, âåðîÿòíîñòíîå ñðåäíåå, ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå) 〈u(t)〉 ïóòåì îñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè. 
Ðàññìîòðèì äåéñòâèòåëüíûé ñòàöèîíàðíûé ñëó÷àé-
íûé ïðîöåññ ñ èçâåñòíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé 
 

 1 2 1 2( ) ( ) ( ) .uB t t u t u u t u− = − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦· Ò · Ò  (1) 

Âñëåäñòâèå ñòàöèîíàðíîñòè ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ 
çíà÷åíèå ôóíêöèè ïîñòîÿííî, 〈u(t)〉 = const, à êîð-
ðåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ ÷åòíà, Bu(−t) = Bu(t). 
 

Îïðåäåëèì ñðåäíåå ïî âðåìåíè ( )u t  ñëó÷àéíîé 
ôóíêöèè u çà èíòåðâàë îñðåäíåíèÿ T 
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Ïåðâîå îïðåäåëåíèå (2) ñîîòâåòñòâóåò íåñèììåòðè÷-
íîìó èíòåðâàëó (îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò, 
t = 0), âòîðîå – ñèììåòðè÷íîìó. Îíè îòëè÷àþòñÿ 
òîëüêî ñäâèãîì íà÷àëà êîîðäèíàò, îïðåäåëåíèå (2a) 
ñîâïàäàåò ñ (2), åñëè â (2) àðãóìåíò t çàìåíèòü íà 
t + T/2. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé u(t) 
îáà îïðåäåëåíèÿ ðàâíîçíà÷íû, äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ 
æå îïðåäåëåíèå (2a) ïðåäïî÷òèòåëüíåå, òàê êàê  
â ðàñ÷åòàõ ÷àñòî ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü àíàëèòè÷å-
ñêèå âûðàæåíèÿ. Êàê âèäíî èç (2), âðåìåííîå 
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ñðåäíåå îò ñëó÷àéíîé ôóíêöèè ñàìî ÿâëÿåòñÿ ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèåé. Ïðè ïîâòîðíîì îïðåäåëåíèè u  
ïî ðàçëè÷íûì ó÷àñòêàì àðãóìåíòà ôóíêöèè u(t)  
â îáùåì ñëó÷àå áóäóò ïîëó÷àòüñÿ îòëè÷àþùèåñÿ 
çíà÷åíèÿ ñðåäíåãî .u  

Âû÷èñëèì ñðåäíèé êâàäðàò ðàçíîñòè ìåæäó 
ñðåäíèì ïî âðåìåíè è ñðåäíèì ïî àíñàìáëþ 
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Ñîãëàñíî Ðåéíîëüäñó, ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ u(t) 
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñòàòèñòè÷åñêîãî 
ñðåäíåãî 〈u(t)〉 è ôëóêòóàöèé (ïóëüñàöèé) u′(t), 
èìåþùèõ íóëåâîå ñòàòèñòè÷åñêîå ñðåäíåå, u(t) = 
= 〈u(t)〉 + u′(t), 〈u′(t)〉 = 0. Ïîäñòàâèì ýòî îïðåäå-
ëåíèå â âûðàæåíèå äëÿ ( )u t  â (3). Â ýòîì ñëó÷àå 
âûðàæåíèå (3) ìîæíî çàïèñàòü êàê 
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( ) ( ) ,Tu
A t u t⎡ ⎤′σ = +
⎣ ⎦

 ( ) ( ) ( ) .TA t u t u t= − · Ò  (3a) 

Çäåñü âåëè÷èíà ÀT(t) óæå íå ñëó÷àéíàÿ (äåòåðìèíè-
ðîâàííàÿ). Òîãäà èç ôîðìóëû (3a) (âîçâîäÿ â êâàä-

ðàò, îñðåäíÿÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ( ) 0)u t′ =  íàõîäèì 
 

 
22 2

( ) ( ) .Tu
A t u t⎡ ⎤′σ = +

⎣ ⎦
 (3b) 

Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ ñòàòèñòè-
÷åñêîå ñðåäíåå ïîñòîÿííî è íå çàâèñèò îò âðåìåíè: 
〈u(t)〉 = 〈u〉. Âðåìåííîå æå ñðåäíåå îò ïîñòîÿííîé 

âåëè÷èíû, êàê ñëåäóåò èç (2), ðàâíî ñàìîé ýòîé 
âåëè÷èíå. Ïîýòîìó äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ 

ïðîöåññîâ ÀT(t) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, 
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( ) .
u

u t⎡ ⎤′σ =
⎣ ⎦

 (3c) 

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà âûðàæåíèå äëÿ u′(t) è ó÷èòûâàÿ 
îïðåäåëåíèÿ (1) è (2), ïîëó÷èì 
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u
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T T T t

u uB t t dt dt dt B d
T T

− = τ τ =∫∫ ∫ ∫  
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2
1 ( ) .

T

uB d
T T

τ⎛ ⎞= − τ τ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  (4) 

Èñõîäÿ èç ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé, â [4] áûëî  
ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ òîãî ÷òîáû 

2

u
σ  ñõîäèëàñü ê íóëþ, 

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (óñ-
ëîâèå Ñëóöêîãî) 

 

0

1
lim ( ) 0.

T

u
T

B d
T→∞

τ τ =∫  (5) 

Ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè êîððåëÿöèîííàÿ 
ôóíêöèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè óáûâàåò (Bu(τ) → 0 ïðè 
τ → ∞). Îäíàêî êîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ ïóëüñà-
öèé ãèäðîäèíàìè÷åñêîãî ïîëÿ òóðáóëåíòíîãî ïîòîêà 
âñåãäà ìîæíî ñ÷èòàòü ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ íà áåñ-
êîíå÷íîñòè [1]. Ïîýòîìó äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ ñòà-
öèîíàðíûõ ïîòîêîâ óñëîâèå Ñëóöêîãî âûïîëíÿåòñÿ. 

Â ðàáîòå Òåéëîðà [3] áûëî èñïîëüçîâàíî íå-
ñêîëüêî áîëåå ñèëüíîå, ÷åì (5), óñëîâèå (óñëîâèå 
Òåéëîðà), ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåãðàë îò êîððåëÿöè-
îííîé ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèé èíòåãðàëüíûé ìàñ-
øòàá êîððåëÿöèè (âðåìÿ êîððåëÿöèè) τÊ ñëó÷àéíîé 
ôóíêöèè u(t): 

 Ê

0

1
( ) .

(0)
u

u

B d
B

∞

τ = τ τ < ∞∫  (6) 

Íà ïðàêòèêå ýòî óñëîâèå òîæå îáû÷íî âûïîëíÿ- 
åòñÿ [1]. 

Â ñëó÷àå, êîãäà Ò p τÊ, âòîðûì ñëàãàåìûì  
â ñêîáêàõ â ôîðìóëå (4) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïî 
ñðàâíåíèþ ñ åäèíèöåé, à èíòåãðàë îò ïåðâîãî ñëà-
ãàåìîãî âûðàçèòü ÷åðåç τÊ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì 
ãëàâíûé ÷ëåí àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ âåëè-
÷èíû (4) ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó τÊ/Ò: 

 
2 Ê2 (0)

.u

u

B

T

τσ =  (7) 

Âûðàæåíèå (7) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîäåðæàíèå 
ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû Òåéëîðà [3] äëÿ ñòàöèîíàð-
íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Ôîðìóëà äàåò îöåíêó 
ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ñðåäíèõ ïî âðåìåíè ê ñðåäíå-
ìó ïî àíñàìáëþ. Èç ñõîäèìîñòè äèñïåðñèè 

2

u
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ê íóëþ ïðè Ò → ∞ ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â ñðåäíå-
êâàäðàòè÷íîì, èç êîòîðîé âûòåêàåò ñõîäèìîñòü  
ïî âåðîÿòíîñòè [1]. Ýòî óòâåðæäåíèå (âìåñòå ñ öåí-
òðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìîé) ñëåäóåò èç èçâåñò-
íîãî íåðàâåíñòâà Ï.Ë. ×åáûø¸âà è ðàññìàòðèâàåòñÿ 
êàê îäèí èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ òåîðèè âåðîÿò-
íîñòåé. Òàê êàê ñòàòüÿ Òåéëîðà [3] áûëà îïóáëèêî-
âàíà ðàíåå ðàáîòû [4], òî è ïðèâåäåííàÿ ýðãîäè÷å-
ñêàÿ òåîðåìà îáû÷íî íîñèò åãî èìÿ. 

Âðåìåííîå îñðåäíåíèå, çàäàâàåìîå ôîðìóëà- 
ìè (2) èëè (2a), ñîîòâåòñòâóåò îñðåäíåíèþ íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè u(t) íà èíòåðâàëå äëèíîé Ò. Íå-
ïðåðûâíîñòü îñðåäíÿåìîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò íà-
çâàòü óêàçàííîå îñðåäíåíèå íåïðåðûâíûì. Â ñâÿçè 
ñ áûñòðûì ðàçâèòèåì âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ñòà-
íîâÿòñÿ àêòóàëüíûìè âîïðîñû îñðåäíåíèÿ äèñêðåò-
íûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Òàêèå ïðîöåññû îáû÷íî 
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé 
ñëó÷àéíîé ôóíêöèè u(tn) â òî÷êàõ äèñêðåòíîãî àð-
ãóìåíòà tn, n = 1, 2, … . Âðåìåííîå îñðåäíåíèå äèñ-
êðåòíûõ ïðîöåññîâ (åãî ìîæíî íàçâàòü äèñêðåòíûì 
îñðåäíåíèåì) ñâîäèòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñóììàì 
ïî ïåðåìåííîé n. Â áîëåå ñëîæíîì ñëó÷àå ïðèìå-
íÿåòñÿ äèñêðåòíî-íåïðåðûâíîå óñðåäíåíèå, êîòîðîå 
ñîîòâåòñòâóåò êîíå÷íîìó âðåìåíè îòêëèêà èçìåðè-
òåëÿ. Ïðè òàêîì óñðåäíåíèè, îáû÷íî ðåàëèçóþùåì-
ñÿ íà ïðàêòèêå, ëþáàÿ äèñêðåòíàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ýìïèðè÷åñêèõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè 
ñàìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íî îñðåäíåííîé ïî íåêîòîðîìó 
èíòåðâàëó èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà Δt (îáû÷íî Δt < Ò). 
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ âûøåóêàçàííûõ òèïîâ äèñ-
êðåòíîãî îñðåäíåíèÿ â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ ýðãîäè÷åñêèå òåîðåìû, àíàëîãè÷-
íûå òåîðåìå Òåéëîðà (ñ ïðèìåíåíèåì êàê óñëîâèÿ 
Ñëóöêîãî, òàê è óñëîâèÿ Òåéëîðà), äîêàçàíû â ðà-
áîòå àâòîðîâ íàñòîÿùåé ñòàòüè [8]. 
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3. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà  
äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ 

ïðîöåññîâ 
 
Ïåðåéäåì òåïåðü ê íåñòàöèîíàðíûì ñëó÷àéíûì 

ïðîöåññàì. Â ýòîì ñëó÷àå ñðåäíåå ïî àíñàìáëþ çíà-
÷åíèå ôóíêöèè 〈u(t)〉 íåïîñòîÿííî, ò.å. ÿâëÿåòñÿ 
ôóíêöèåé îò âðåìåíè t. 

Âû÷èñëèì ñðåäíèé êâàäðàò ðàçíîñòè ìåæäó 
ñðåäíèì ïî âðåìåíè è ñðåäíèì ïî àíñàìáëþ 
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u
σ . Ýòà 

âåëè÷èíà ïðåäñòàâëÿåòñÿ âûøåïðèâåäåííûìè ôîð-
ìóëàìè (3), (3a), (3b). Äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñëó-
÷àéíûõ ïðîöåññîâ, â îòëè÷èå îò ñòàöèîíàðíûõ,  
äåòåðìèíèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ( ) ( ) ( )TA t u t u t= −· Ò · Ò  
â âûðàæåíèè (3b) óæå íå ðàâíà òîæäåñòâåííî íó-
ëþ. Âèä ýòîé ôóíêöèè çàâèñèò îò ïîâåäåíèÿ âî 
âðåìåíè ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðåäíåãî 〈u(t)〉. 

Èññëåäóåì âíà÷àëå ôóíêöèþ ÀT(t). 
Äëÿ ýòîãî ïåðåéäåì â ÷àñòîòíóþ îáëàñòü èçìå-

íåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðåäíåãî 〈u(t)〉 ñ ïîìîùüþ 
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå: 

 ( ) ( ) ,it
u t e w d

ω= ω ω∫· Ò  (8) 
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w e u t dt

− ωω =
π ∫ · Ò  

Åñëè ïðèìåíèòü îïðåäåëåíèå (2a) è âûðàæåíèå (8), 
òî 
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− τω

−

ωω = τ =
ω∫  (10) 

Ôóíêöèÿ îñðåäíåíèÿ FT(ω) â (10) – ÷åòíàÿ è ñ ðîñ- 
òîì ÷àñòîòû ω çíà÷èòåëüíî óáûâàåò (ïðè ω p ωT, 
ãäå ωT = 2π/T; ñëåäîâàòåëüíî, ÷àñòîòó ωT ìîæíî 
íàçâàòü ÷àñòîòîé îñðåäíåíèÿ). Ýòî ñëåäóåò èç ðèñ. 1,  
 

 
Ðèñ. 1. ×àñòîòíûé ôèëüòð FT(ω), ïîäàâëÿþùèé âûñîêèå 
÷àñòîòû ω â ôóíêöèè 〈u(t)〉 çà ñ÷åò åå îñðåäíåíèÿ ïî âðåìåíè 

íà êîòîðîì ïîêàçàíà ôóíêöèÿ FT(ω). Çäåñü æå 
ïðèâåäåíà åå àïïðîêñèìàöèÿ ãàóññîèäîé. Êàê âèä-
íî, â îáëàñòè, ñóùåñòâåííîé äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ 
(ω d ωT), çíà÷åíèÿ FT(ω) è åå ãàóññîâîé àïïðîêñè-
ìàöèè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò. 

Ôóíêöèè, ïîäîáíûå FT(ω), øèðîêî ïðèìåíÿ-
þòñÿ â òåîðèè ôèëüòðàöèè äëÿ îïèñàíèÿ ñïåêòðàëü-
íûõ îêîí. Íåñìîòðÿ íà áîëåå ñëàáîå ïî ñðàâíåíèþ 

ñ ãàóññîèäîé óáûâàíèå íà áåñêîíå÷íîñòè, òàêîãî 
óáûâàíèÿ âïîëíå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ïîäàâèòü âûñî-
êèå ÷àñòîòû â ñïåêòðàõ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, âñòðå-
÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå [7]. 

Êàê âèäíî èç ôîðìóë (9) è (10), ìíîæèòåëü 

FT(ω) âûïîëíÿåò ðîëü ÷àñòîòíîãî ôèëüòðà, ïîäàâ-
ëÿþùåãî âûñîêèå ÷àñòîòû ω â ïðåîáðàçîâàíèè Ôó-
ðüå îò äåòåðìèíèðîâàííîé ôóíêöèè 〈u(t)〉. Ýòîò 
ôèëüòð âîçíèêàåò çà ñ÷åò âðåìåííîãî îñðåäíåíèÿ 
(çà âðåìÿ T). Ôèëüòð FT(ω) ëîêàëèçîâàí â îáëàñòè 
| ω | ≤ ωT è ïîäàâëÿåò ÷àñòîòû ω, áîëüøèå, ÷åì ωT. 

Ïîäñòàâèâ âûðàæåíèÿ (8) è (9) â îïðåäåëåíèå 
âåëè÷èíû ÀT(t), ïîëó÷àåì 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 .it

T TA t u t u t e w F d
ω= − = ω ω − ω⎡ ⎤⎣ ⎦∫· Ò · Ò  (11) 

Äàëåå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì Ðåé-
íîëüäñà [2] î òîì, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈u(t)〉  
è ïóëüñàöèè u′(t) ôóíêöèè u(t) îòëè÷àþòñÿ â ïåð-
âóþ î÷åðåäü õàðàêòåðíûìè ïåðèîäàìè. Êàê îòìå÷å-
íî â èñòîðè÷åñêîì îáçîðå À.Ñ. Ìîíèíà è À.Ì. ßã-
ëîìà [1], íàèáîëåå ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå 
óêàçàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Ðåéíîëüäñà ñîñòîèò â îï-
ðåäåëåíèè ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 〈u(t)〉 êàê ÷àñòè ðàç-
ëîæåíèÿ ôóíêöèè u(t) â èíòåãðàë Ôóðüå, îòâå÷àþ-
ùåé èíòåãðèðîâàíèþ ïî îáëàñòè çíà÷åíèé ÷àñòîò, 
ìåíüøèõ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåêîòîðîãî ôèêñè- 
ðîâàííîãî ÷èñëà ωM. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñïåêòð ñðåä-
íåãî çíà÷åíèÿ w(ω) íå ðàâåí íóëþ (ëîêàëèçîâàí) 

òîëüêî â îáëàñòè èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà, ãäå | ω | ≤ ωM. 
  ×àñòîòó ωM ìîæíî íàçâàòü õàðàêòåðíîé ÷àñòî-
òîé èçìåíåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 
〈u(t)〉 (èëè ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòîé ñòàòèñòè÷åñêîãî 
ñðåäíåãî). Îíà ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé (ïîëîæèòåëüíîé) 
ãðàíèöåé äèàïàçîíà | ω | ≤ ωM. Êàê èçâåñòíî, öèêëè-
÷åñêàÿ ÷àñòîòà ω ñâÿçàíà ñ ñîîòâåòñòâóþùèì âðå-
ìåííûì ïåðèîäîì Tω ñîîòíîøåíèåì ω = 2π/Tω. 
Ó÷èòûâàÿ ýòî ðàâåíñòâî, ìàêñèìàëüíîé ÷àñòîòå ωM 

ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå âðåìåííîé ïåðèîä 
TM (ωM = 2π/TM) è íàçâàòü åãî ìèíèìàëüíûì ïå-
ðèîäîì ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðåäíåãî. 

Â ïðåäñòàâëåíèÿõ Ðåéíîëüäñà ðå÷ü èäåò òîëüêî 
î ñïåêòðå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Íà ñïåêòð æå ïóëüñà-
öèé u′(t) íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íå íàêëàäûâàåòñÿ,  
è îí íå îáÿçàí áûòü ëîêàëèçîâàí â ïðîòèâîïîëîæ-
íîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ àðãóìåíòà (| ω | ≥ ωM), êàê 
ýòî ïåðâîíà÷àëüíî [1] ïðåäïîëàãàëîñü ïðè îáñóæ-
äåíèè óñëîâèé îñðåäíåíèÿ Ðåéíîëüäñà. Êàê ìû 
óâèäèì íèæå, õàðàêòåðíûì ïåðèîäîì ïóëüñàöèé 
u′(t) ñëóæèò âðåìÿ êîððåëÿöèè τÊ ñëó÷àéíîé ôóíê-
öèè u(t). Ñîîòâåòñòâóþùóþ âðåìåíè τÊ ÷àñòîòó ωÊ 
(ωÊ = 2π/τÊ) ìîæíî íàçâàòü ÷àñòîòîé êîððåëÿöèè. 
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  Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ãèïîòåçó 
ýðãîäè÷íîñòè Ðåéíîëüäñà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ïðî-
öåññîâ (íåîáõîäèìî, ÷òîáû èíòåðâàë âðåìåííîãî 
îñðåäíåíèÿ áûë âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåð- 
íûìè ïåðèîäàìè ïóëüñàöèîííîãî ïîëÿ, íî ìàë ïî 

ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäàìè îñðåäíåííîãî ïîëÿ) òåïåðü 

ìîæíî çàïèñàòü â âèäå íåðàâåíñòâ TM p T p τÊ.  
Â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ýòè íåðàâåíñòâà âûãëÿäÿò êàê 
ωM ` ωT ` ωÊ. 

Ðàññìîòðèì ïîêà òîëüêî ïåðâîå íåðàâåíñòâî  
â ÷àñòîòíîé îáëàñòè ωM ` ωT è âåðíåìñÿ ê âûðà-
æåíèþ (11). Èç ïðåäñòàâëåíèé Ðåéíîëüäñà ñëåäóåò, 
÷òî ñïåêòð ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ w(ω) ëîêàëèçîâàí  

â îáëàñòè |
 ω 

| ≤ ωM, à ôóíêöèÿ ôèëüòðà FT(ω) –  
â îáëàñòè |

 ω 
| ≤ ωT. Ïîýòîìó, åñëè âûïîëíÿåòñÿ  

èíòåðåñóþùåå íàñ íåðàâåíñòâî ωT p ωM, òî â ïðå-
äåëàõ ìåíüøåãî äèàïàçîíà |

 ω 
| ≤ ωM âåëè÷èíà  

FT(ω) áóäåò áëèçêà ê åäèíèöå (FT(ω) ≈ 1). Ñëåäî- 
âàòåëüíî, w(ω) FT(ω) ≈ w(ω) è â âûðàæåíèè (11) 
w(ω) [FT(ω) − 1] ≈ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ωT p ωM, òî, êàê âèäíî èç (11), 
ÀT(t) ≈ 0. Ïðè÷åì ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî ÀT(t) ≈ 0 
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ çíà÷åíèé âðåìåíè t. ßñíî, 
÷òî òàê è äîëæíî áûòü ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåíèÿì 
Ðåéíîëüäñà, êîãäà ωT p ωM (èëè T ` TM). Îäíàêî 
æåëàòåëüíî óñòàíîâèòü âèä ãëàâíîãî ÷ëåíà ðàçëî-
æåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ωM/ωT. 

Áîëåå òî÷íûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ê íó-
ëþ âåëè÷èíû ÀT(t) ïðè ωT p ωM ìîæíî äàòü, åñëè 
â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèÿìè Ðåéíîëüäñà âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ãàóññîâîé àïïðîêñèìàöèåé ñïåêòðà 
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ: 

 ( )2 2( ) (0) exp / .Mw wω = −ω ω  (12) 

Êàê ïîêàçûâàþò äàííûå ìíîãî÷èñëåííûõ ýêñ-
ïåðèìåíòîâ, ïðîâåäåííûõ â ïðèðîäíûõ ñëó÷àéíî 

íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ [1, 5, 6], ñïåêòðû ñðåäíèõ 
çíà÷åíèé 〈u(t)〉 ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ u(t) íåïëîõî  

(â ñðåäíåì áåç ìåëêèõ äåòàëåé) îïèñûâàþòñÿ âûðà-
æåíèåì (12). Ýòî ïîäòâåðæäàåòñÿ òàêæå äàííûìè 
ìíîãîëåòíèõ èçìåðåíèé â àòìîñôåðå, âûïîëíåííûõ 
àâòîðàìè íàñòîÿùåé ñòàòüè. Â òî æå âðåìÿ ñïåêòð 
(ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå) ñàìèõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-
ñîâ u(t), êàê ïðàâèëî, íå èìååò òàêîãî âûðàæåííîãî 
óáûâàíèÿ íà áîëüøèõ ÷àñòîòàõ, êàê â (12), è óáû-
âàíèå ñïåêòðîâ u(t) ñ ðîñòîì ÷àñòîòû ïðîèñõîäèò 
áîëåå ìåäëåííî (÷àùå ñòåïåííûì îáðàçîì). 

Ñïåêòð ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ (12) ñîîòâåòñòâóåò 
íåñòàöèîíàðíîìó ñëó÷àéíîìó ïðîöåññó. Èç íåãî, êàê 
÷àñòíûé ñëó÷àé, äîëæåí âûòåêàòü ñïåêòð ñðåäíåãî 
çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà. Òàêèì ñïåêòðîì, 
êàê èçâåñòíî è âèäíî èç (8), ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ 
c ⋅ δ(ω), ãäå c – ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà (c = 〈u(0)〉 = 
= 〈u〉 = const), à δ(ω) – äåëüòà-ôóíêöèÿ. Óêàçàí-
íûé ñïåêòð ïîëó÷àåòñÿ èç (12) ïðè ωM → 0, åñëè  
â (12) ïîñòîÿííóþ w(0) ñ÷èòàòü ðàâíîé âåëè÷èíå 
/( ),Mc πω  êîòîðàÿ äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî çíà-

÷åíèÿ ωM òîæå ïîñòîÿííà. 
Ïðèìåì òàêæå ãàóññîâó àïïðîêñèìàöèþ ôèëüò-

ðà FT(ω). Â ñîîòâåòñòâèè ñ äàííûìè ðèñ. 1 

 
2

2

1

( ) exp ,TF
⎛ ⎞ωω = −⎜ ⎟

ω⎝ ⎠
 1

6 6
2 0,78 ,T T
T

ω = = ω = ω
π

 (13) 

ãäå, êàê è âûøå, ωT = 2π/T – ÷àñòîòà îñðåäíåíèÿ. 
 

Ïîäñòàâèì àïïðîêñèìàöèè (12) è (13) â âûðà-
æåíèÿ (8) è (9) è ïðîèíòåãðèðóåì. Òîãäà 

 ( ) ( ) ( )TA t u t u t= − =· Ò · Ò  

 ( ) ( )*
1/ 1 exp /(1 ) exp( ) ,c x x⎡ ⎤= + −α + − −α

⎣ ⎦
 (14) 

ãäå äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ 2 2 /4,Mtα = ω  
2 2

1/ ,Mx = ω ω  
*

(0) .Mc w c= πω =  Êàê âèäíî èç (14), 
äëÿ ïðèíÿòûõ àïïðîêñèìàöèé 〈u(t)〉 òàêæå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ãàóññîèäîé 

 ( )2 2

*( ) exp( ) (0) exp /4 .Mu t c u t= −α = − ω· Ò · Ò  (15) 

Òàê êàê ÷àñòîòà ω1 îòëè÷àåòñÿ îò ωT òîëüêî ïîñòî-
ÿííûì ìíîæèòåëåì ïîðÿäêà åäèíèöû (ñì. (13)), òî 
äëÿ íàñ â ðàâåíñòâå (14) ñóùåñòâåííû òîëüêî ìàëûå 
çíà÷åíèÿ âåëè÷èíû x, îòâå÷àþùèå èíòåðåñóþùå- 
ìó íàñ (è âûïîëíÿþùåìóñÿ íà ïðàêòèêå) óñëîâèþ 
ωM/ωT ` 1 (èëè T ` TM). 

Ðàñêëàäûâàÿ âûðàæåíèå (14) â ñòåïåííîé ðÿä 
ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó x, ïîëó÷àåì 

 
*

( ) exp( )TA t c= −α ×  

   2 2( 1/2 ) (1/2) (3/4 3 ) .x x⎡ ⎤× − + α + − α + α +⎣ ⎦K  (16) 

Äëÿ òîãî ÷òîáû â (16) ìîæíî áûëî îãðàíè÷èòüñÿ 
ïåðâûì ÷ëåíîì ðàçëîæåíèÿ, íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðè 
α d 1 âûïîëíÿëîñü óñëîâèå x ` 1, à ïðè α p 1 – 
óñëîâèå xα ` 1. 

Óñëîâèå α p 1 (t p TM/π) íå ïðåäñòàâëÿåò áîëü- 
øîãî èíòåðåñà, òàê êàê ñîîòâåòñòâóåò î÷åíü áûñòðî-
ìó (ýêñïîíåíöèàëüíîìó) óáûâàíèþ ôóíêöèè ÀT(t) 
äî íóëÿ ñ ðîñòîì âðåìåíè t (ñì. âûðàæåíèÿ (14), 
(16)). Êðîìå òîãî, êàê âèäíî èç (15), ïðè áåçãðà-
íè÷íîì óâåëè÷åíèè âðåìåíè, íà êîòîðîì ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ, èçìåíÿåòñÿ è ñàìî 
ïîíÿòèå ñðåäíåãî (〈u(t)〉 = 0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 
íåîãðàíè÷åííûé ðîñò âðåìåíè ñãëàæèâàåò (âûðàâ-
íèâàåò) âñå íåîäíîðîäíîñòè ïðîöåññà (êàê ñëó÷àé-
íûå, òàê è ñðåäíèå). 

Îäíàêî ÿñíî, ÷òî íåîãðàíè÷åííûé ðîñò âðåìå-
íè, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àéíûé ïðîöåññ 
(íàïðèìåð, óñëîâèå t 

p TM), íà ïðàêòèêå íå âû-
ïîëíÿåòñÿ. Âðåìÿ t êàê àðãóìåíò ñëó÷àéíîé ôóíê-
öèè u(t), óñëîâíî ãîâîðÿ, çàäàåò «äëèíó» ôóíêöèè 
u(t). Åñëè ôèêñèðîâàòü íà÷àëî îñè âðåìåíè t = 0  
è íåêîòîðûé ïîëîæèòåëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = tR 
è íå èíòåðåñîâàòüñÿ âðåìåíàìè áîëüøèìè, ÷åì tR, 
òî èíòåðâàë (0, tR) íàçûâàåòñÿ äëèíîé ñëó÷àéíîé 
âûáîðêè. Ýòîò èíòåðâàë (à ÷àùå ïðîñòî çíà÷åíèå tR) 
íàçûâàåòñÿ òàêæå äëèíîé ðåàëèçàöèè. Äëèíà ðåàëè-
çàöèè îáû÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäà÷àìè è òåõíè÷åñêè-
ìè âîçìîæíîñòÿìè ýêñïåðèìåíòàòîðà. Â ñóùåñòâóþ-
ùåé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðàêòèêå äëèíà ðåàëèçàöèè 
íå áûâàåò ÷ðåçìåðíî áîëüøîé. Ñàìà ïðîöåäóðà ïðî-
âåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà îáû÷íî îïèðàåòñÿ íà èìåþ-
ùèåñÿ òåîðåòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ îá èçó÷àåìîì 
ôèçè÷åñêîì ïðîöåññå [1, 5–7]. Òàêèå ïðåäñòàâëå-
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íèÿ ïîçâîëÿþò óñëîâíî ðàçäåëèòü èçó÷àåìûé ïðî-
öåññ íà ðåãóëÿðíóþ «ñðåäíþþ» (ìåäëåííóþ) è «ñëó-
÷àéíóþ» (áûñòðóþ) ñîñòàâëÿþùèå. Ãðàíèöà ìåæäó 
ýòèìè ñîñòàâëÿþùèìè è äàåò îöåíêó âåëè÷èíû TM. 
Ïîñëå ïðîäîëæèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé çíà÷åíèå TM óòî÷íÿåòñÿ. Äëÿ ýòîãî ïðèõî-
äèòñÿ îáðàùàòüñÿ òàêæå ê äàííûì î íèçêî÷àñòîòíûõ 
ñïåêòðàõ ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ (ñì., íà-
ïðèìåð, ñïåêòð âàí äåð Õîâåíà, 1957 ã. [1]). Â íà-
ñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ çàìåòíî íåñòàöèîíàðíûõ ñèòóà-
öèé [1, 5–7] â òåîðèè àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíî- 
ñòè âåëè÷èíà TM îöåíèâàåòñÿ â íåñêîëüêî ìèíóò 
(îáû÷íî 3–5), à â ìåòåîðîëîãèè – â äåñÿòêè ìèíóò 
(îáû÷íî 20). Â ñèòóàöèÿõ, áëèçêèõ ê ñòàöèîíàð-
íûì, óêàçàííûå çíà÷åíèÿ TM ìîãóò çíà÷èòåëüíî 
óâåëè÷èòüñÿ. Ïðè ýòîì òèïè÷íûå ýêñïåðèìåíòû ïðî-
âîäÿòñÿ íà äëèíå «ñëó÷àéíîé» ñîñòàâëÿþùåé, âðå-
ìåííûå ïåðèîäû êîòîðîé ìåíüøå, ÷åì TM. Ñëåäî-
âàòåëüíî, â òèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ äëèíà ñëó÷àéíîé âû-
áîðêè (äëèíà ðåàëèçàöèè) tR íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèÿ 

TM (ò.å. tR d TM). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî t d TM è α d 1. 
  Âûñêàçàííûå ñîîáðàæåíèÿ î ðåàëüíîé äëèíå 
ðåàëèçàöèè ïîäòâåðæäàþò ïðèíÿòûå â ñîâðåìåííîé 
òåîðèè òóðáóëåíòíîñòè âçãëÿäû íà íåñòàöèîíàðíûå 
ñëó÷àéíûå ïðîöåññû êàê ëîêàëüíî ñòàöèîíàðíûå 

(äëÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ ñëó÷àéíûõ ïîëåé – êàê 
ëîêàëüíî îäíîðîäíûå). Åñëè âðåìÿ âíóòðè îäíîé 
ðåàëèçàöèè t íå ïðåâûøàåò ìèíèìàëüíûé ïåðèîä 
ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðåäíåãî TM (òî÷íåå, t < TM/π), òî, 
êàê âèäíî èç (15), 〈u(t)〉 ≈ 〈u〉 = const. Ýòî è îçíà-
÷àåò, ÷òî âíóòðè òàêîé ðåàëèçàöèè ïðèáëèæåííî 
íàáëþäàåòñÿ ðåæèì ñòàöèîíàðíîãî ñëó÷àéíîãî ïðî-
öåññà. Ñëåäîâàòåëüíî, íåñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå 
ïðîöåññû ìîæíî ñ÷èòàòü ëîêàëüíî ñòàöèîíàðíûìè, 
åñëè ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñëó÷àéíûå âûáîðêè èìåþò 
óìåðåííóþ äëèíó (tR < TM/π). 

Ìîæíî îòìåòèòü òàêæå, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè 
óñëîâèÿ t d TM ïðèáëèæåííûé ðåæèì ñòàöèîíàðíî-
ãî ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà áóäåò íàáëþäàòüñÿ äàæå 
äëÿ áîëüøèõ âðåìåí t. Äëÿ ýòîãî, åñòåñòâåííî, íå-
îáõîäèìî óâåëè÷èòü âåëè÷èíó ïåðèîäà TM (ñëåäî-
âàòåëüíî, óìåíüøèòü ÷àñòîòó ωM). Äëèíà èíòåðâàëà 
ëîêàëèçàöèè (| ω | ≤ ωM)

 

ñïåêòðà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ 

w(ω) óìåíüøèòñÿ. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè 
âðåìåíè t èíòåðâàë ëîêàëèçàöèè ñïåêòðà ñòÿãèâàåò-
ñÿ â îäíó òî÷êó ω = 0, è òîãäà w(ω) = cδ(ω). 

Òàêèì îáðàçîì, â âûðàæåíèè (16) ìîæíî ñ÷è-
òàòü α d 1 (è t d TM) è îãðàíè÷èòüñÿ ïåðâûì ÷ëå-
íîì ðàçëîæåíèÿ ïðè óñëîâèè x ` 1 (÷òî ñîîòâåòñò-
âóåò óñëîâèþ T ` TM). Òîãäà  

 
*

( ) exp( ) ( 1/2 ) .TA t c x= −α − + α  (17) 

Ïîäñòàâëÿÿ â (17) îáîçíà÷åíèÿ èç âûðàæåíèÿ (14), 
ìîæíî ÀT(t) òàêæå çàïèñàòü â âèäå 

 2 2 2 2 2( ) ( ) ( /6) ( 1/2 /4) ( / )T M M TA t u t t= π − + ω ω ω =· Ò  

 2 2 2 2( ) ( /6) ( 1/2 /4) ( / ) .M Mu t t T T= π − + ω· Ò  (17a) 

Êàê âèäíî, ÀT(t) êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè t ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì âûðàæåíèåì, ÷òî 
íå î÷åíü óäîáíî äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ öåëåé. Â òî æå 
âðåìÿ âåëè÷èíà 2 ( )TA t  ÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìûì â èíòå-

ðåñóþùåì íàñ ïðåäñòàâëåíèè äëÿ äèñïåðñèè 
2

u
σ  

(âûðàæåíèå (3b)). Åñëè ìû óêàæåì âåðõíþþ îöåí-
êó ôóíêöèè ÀT(t) ïî âðåìåíè ÀT max (| ÀT(t) | ≤ ÀT max), 
òî èç ñõîäèìîñòè ê íóëþ ýòîé âåðõíåé îöåíêè áóäåò 
ñëåäîâàòü ñõîäèìîñòü ê íóëþ ñàìîé ôóíêöèè ÀT(t) 
è åå êâàäðàòà. Òàêóþ ìàêñèìàëüíóþ îöåíêó ìîæíî 
ïîëó÷èòü, âàðüèðóÿ â (17) ïàðàìåòð α â äèàïàçîíå 

0 ≤ α ≤ 1. Òîãäà ÀT max = (c*/2)x è â îáîçíà÷åíèÿõ, 
ïðèíÿòûõ â (14), èìååì 

 2 2

max( ) (0) ( /12) ( / )T MA t u T T= π =· Ò  

 20,82 (0) ( / ) .Mu T T= · Ò  (18) 

Îòñþäà 

 2 2 4

max( ) 0,67 (0) ( / ) .T MA t u T T= · Ò  (19) 

Â çàâèñèìîñòè îò ñèñòåìû åäèíèö, â êîòîðûõ èçìå-
ðÿåòñÿ ôóíêöèÿ u(t), îñðåäíåííîå çíà÷åíèå ýòîé 
ôóíêöèè â íóëå 〈u(0)〉 ìîæåò îêàçàòüñÿ îòðèöàòåëü-
íûì, ïîýòîìó çäåñü è äàëåå â îöåíêàõ ìàêñèìàëü-
íûõ âåëè÷èí ïîä ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ôóíê-
öèè â íóëå ïîíèìàåòñÿ åãî ìîäóëü. 

Ïðåäñòàâëåíèÿ (18) è (19) èìåþò ãîðàçäî áîëåå 
ïðîñòîé âèä, ÷åì âûðàæåíèå (17a). Äëÿ îöåíîê 
ñðåäíåå ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà 〈u(0)〉 â (19) ìîæíî 
çàìåíèòü íà ìàêñèìàëüíîå òåîðåòè÷åñêîå 〈u(t)〉 ëèáî 
ýìïèðè÷åñêîå ( )u t· Ò çíà÷åíèå. Êàê âèäíî èç (19),  
ñ óìåíüøåíèåì âðåìåíè îñðåäíåíèÿ T âåëè÷èíà 

2

maxTA  ñóùåñòâåííî óáûâàåò. Íàïðèìåð, ïî ñðàâíå-
íèþ ñî ñëó÷àåì T/TM = 1 ïðè T/TM = 1/2 îíà 
óáûâàåò â 16 ðàç, ïðè T/TM = 1/3 – â 81 ðàç è ò.ä. 

Èññëåäóåì òåïåðü âòîðîå ñëàãàåìîå 2[ ( )]u t′· Ò  
â âûðàæåíèè (3b). Ýòî ñëàãàåìîå äîëæíî ñîîòâåò-
ñòâîâàòü âòîðîìó íåðàâåíñòâó Ðåéíîëüäñà â ÷àñòîò-
íîé îáëàñòè (ωT ` ωÊ), èç êîòîðîãî ñëåäóåò τÊ ` T. 
Îöåíêè âðåìåíè êîððåëÿöèè τÊ íà ïðàêòèêå îáû÷íî 
íå âûçûâàþò çàòðóäíåíèé. Äëÿ àòìîñôåðû (òåìïå-
ðàòóðà è ïðîäîëüíàÿ ñêîðîñòü) îíè ïðèâåäåíû  
â íåñêîëüêèõ îïóáëèêîâàííûõ ðàáîòàõ àâòîðîâ  
íàñòîÿùåé ñòàòüè (ñì. [9]). Òàê, íàïðèìåð, â òè-
ïè÷íûõ óñëîâèÿõ (áåçðàçëè÷íàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ) 
τÊ ≤ 10–15 ñ. Â îòäåëüíûõ ðåäêèõ ñëó÷àÿõ (ñèëüíî 
íåóñòîé÷èâàÿ èëè ñèëüíî óñòîé÷èâàÿ ñòðàòèôèêà-
öèè) îíî áîëüøå, íî íå ïðåâûøàåò 45–60 ñ. Ïîýòî-
ìó äàæå îáû÷íîå äëÿ àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè 
äâóõìèíóòíîå îñðåäíåíèå (ïðè òàêîé æå èëè áîëü-
øåé äëèíå ðåàëèçàöèè), êàê ïðàâèëî, ïîçâîëÿåò 
ñ÷èòàòü íåðàâåíñòâî τÊ ` T âûïîëíåííûì. 

Êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ íåñòàöèîíàðíîãî äåé-
ñòâèòåëüíîãî ïðîöåññà u(t) çàâèñèò íå òîëüêî îò ðàç-
íîñòè òî÷åê t1, t2, íî è îò êàæäîé òî÷êè îòäåëüíî: 
 

 1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
u

B t t u t u t u t u t= − − =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦· Ò · Ò  

 1 2( ) ( ) .u t u t′ ′= · Ò  (20) 

Ïî èçâåñòíîé êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè Bu ñòàí-
äàðòíûì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò êîð-
ðåëÿöèè bu ñëó÷àéíîé ôóíêöèè u(t): 

  1 2

1 2 1/2 1/2
1 1 2 2

( )
( , )

( ) ( )

u

u

u u

B t , t
b t t

B t , t B t , t
= . (21) 
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Òàê êàê êîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Bu(t1, t1) â ñîâ-
ïàäàþùèõ òî÷êàõ (t2 = t1) ðàâíà äèñïåðñèè 2

1( )
u
tσ  

ôóíêöèè u(t), òî 

 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ).
u u u u

B t , t t t b t , t= σ σ  (22) 

Îòñþäà âèäíî, ÷òî êàê Bu(t1, t2), òàê è bu(t1, t2) îò 
ïåðåñòàíîâêè ìåñòàìè àðãóìåíòîâ íå èçìåíÿþòñÿ, 
ò.å. Bu(t1, t2) = Bu(t2, t1), bu(t1, t2) = bu(t2, t1). 

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ u′(t) è ó÷èòûâàÿ 
îïðåäåëåíèÿ (2) è (20), ïîëó÷èì 

 2

1 2 1 22

0 0

1
[ ( )] ( , ).

T T

uu t dt dt B t t t t
T

′ = − −∫ ∫· Ò  (23) 

Âûïîëíèì â (23) çàìåíó ïåðåìåííûõ τ′ = t1 − t2, 
t′ = (t1 + t2)/2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò t1 = t′ + τ′/2, 
t2 = t′ − τ′/2. Ïðè ýòîì èçìåíèòñÿ îáëàñòü èíòåãðè-
ðîâàíèÿ (êâàäðàò â ïåðåìåííûõ t1, t2 ïåðåõîäèò  
â ðîìá â ïåðåìåííûõ t′, τ′). Ââåäÿ äëÿ êðàòêîñòè 
ôóíêöèþ f(t1, t2), èìååì 

 1 2 1 2( ) ( , ),
u

f t , t B t t t t= − −  1 2 2 1( ) ( ),f t , t f t , t=  

 1 2 1 22

0 0

1
( )

T T

dt dt f t , t
T

=∫ ∫  

 

/2 /20

2

0 /2 /2

1
T TT

T

d dt d dt
T

′ ′− τ + τ

′ ′τ − −τ

⎡ ⎤
⎢ ⎥′ ′ ′ ′= τ + τ ×
⎢ ⎥
⎣ ⎦
∫ ∫ ∫ ∫  

 ( /2, /2).f t t′ ′ ′ ′× + τ − τ  

Çàìåíîé τ′ íà −τ′ âòîðîé èíòåãðàë çäåñü ñâîäèòñÿ  
ê ïåðâîìó îò ôóíêöèè f(t′ − τ′/2, t′ + τ′/2), êîòî-
ðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òó æå ñàìóþ ôóíêöèþ f 
(÷òî è â ïåðâîì èíòåãðàëå), íî ñ ïåðåñòàâëåííûìè 
ìåñòàìè àðãóìåíòàìè. Òàê êàê f(t1, t2) = f(t2, t1), 
òî ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ðàâíà óä-
âîåííîìó ïåðâîìó ñëàãàåìîìó. Ñëåäîâàòåëüíî, 

 ( /2, /2) ( /2, /2)
u

f t t B t t t t′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ τ − τ = − − τ − + τ =  

 ( /2, /2)
u

B t t t t′ ′ ′ ′= − + τ − − τ  

è âûðàæåíèå (23) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 

 

/2

2
* *2

0 /2

2
[ ( )] ( /2, /2),

TT

uu t d dt B t t
T

′− τ

′τ

′ ′ ′ ′′ = τ + τ − τ∫ ∫· Ò  

 
*

.t t t′= −  (24) 

Â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå [7] îáû÷íî èñïîëü-
çóþòñÿ êðàòêèå îáîçíà÷åíèÿ 

 ( , ) ( /2, /2),
u

B t B t tτ = + τ − τ  

 ( , ) ( /2, /2),
u

b t b t tτ = + τ − τ  

âûäåëÿþùèå â âèäå ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ çà-
âèñèìîñòè îò ñóììàðíîé «ìåäëåííîé» t è ðàçíîñòíîé 
«áûñòðîé» τ ïåðåìåííûõ. Òàêèå îáîçíà÷åíèÿ âàæíû 

äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ. Ïóñòü, íàïðèìåð, 
B(t, τ) ìåíÿåòñÿ ñ èçìåíåíèåì ïåðåìåííîé t ãîðàç-
äî ìåäëåííåå, ÷åì ñ èçìåíåíèåì ñäâèãîâîé ïåðå-
ìåííîé τ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî õàðàêòåðíûå âðåìåíà 

èçìåíåíèÿ ïî t è τ ñóùåñòâåííî ðàçíûå. Åñëè TÊ – 
íàèáîëüøèé ìàñøòàá ïî τ, à tÊ – íàèìåíüøèé ïî t, 
òî tÊ p TÊ. Â ýòîì ñëó÷àå, êàê ïîêàçàíî â [7], àì-
ïëèòóäà äâóìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíê-
öèè B(t, τ) ëîêàëèçîâàíà â ïëîñêîñòè ÷àñòîòíûõ êî-
îðäèíàò â âèäå âûòÿíóòîé ïîëîñû äëèíîé 1/TÊ 

âäîëü 
÷àñòîòíîé îñè, ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé τ  
â ôóíêöèè B(t, τ). Øèðèíà ýòîé ïîëîñû ñîñòàâëÿ- 
åò 1/tÊ. Îíà îòñ÷èòûâàåòñÿ â ïîïåðå÷íîì íàïðàâ-
ëåíèè, ñîîòâåòñòâóþùåì ïåðåìåííîé t â ôóíêöèè 
B(t, τ), ïîýòîìó óêàçàííóþ øèðèíó ïîëîñû ìîæíî 
ñâÿçàòü ñ øèðèíîé ωM (ωM = 2π/TM) îäíîìåðíîãî 
ñïåêòðà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, ââåäåííîãî íà îñíîâå 
ïðåäñòàâëåíèé Ðåéíîëüäñà (ñì. ôîðìóëó (12)), ò.å. 
ωM = 2π/TM ∼ 1/tÊ. Êàê ñëåäóåò èç [7], B(t, 0) 
òîæå äîëæíà áûòü ìåäëåííîé ôóíêöèåé îò t, ò.å. 
ìàëî ìåíÿòüñÿ íà èíòåðâàëàõ t ïîðÿäêà TÊ. 

Â ðàáîòå [7] òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî â ýòîì ñëó-
÷àå äâóìåðíàÿ è îäíîìåðíàÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíî-
ñòåé ñëó÷àéíîãî ïðîöåññà u(t) ÿâëÿþòñÿ ìåäëåí- 
íûìè ôóíêöèÿìè. Ìåäëåííîé ôóíêöèåé áóäåò  

è ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈u(t)〉. Ñàì ñëó÷àéíûé ïðîöåññ  

ñ ïåðâûìè è âòîðûìè ìîìåíòàìè (〈u(t)〉, 〈u2(t)〉, 
B(t, τ) è äð.), ìàëî ìåíÿþùèìèñÿ ïî t íà íàè-
áîëüøåì õàðàêòåðíîì èíòåðâàëå ôëóêòóàöèé TÊ, 
íàçûâàåòñÿ êâàçèñòàöèîíàðíûì [7]. Òàêîå îïðåäå-
ëåíèå ïîçâîëÿåò ðàñïðîñòðàíèòü ñâîéñòâà ïåðâîãî 
ìîìåíòà, âûÿâëåííûå íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèé 
Ðåéíîëüäñà (〈u(t)〉 (15)), íà âòîðûå ìîìåíòû ïðî-
öåññà. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò ïðèðàâíÿòü õàðàêòåðíûå 
âðåìåíà èçìåíåíèÿ: tÊ = TM, TÊ = τÊ. Òîãäà àíà- 
ëîãè÷íûìè (15) ôîðìóëàìè áóäóò îïèñûâàòüñÿ  
íå òîëüêî 〈u(t)〉, íî è âòîðûå ìîìåíòû (íàïðèìåð, 

2( )
u
tσ  = B (t, 0) è äð.), ðàññìàòðèâàåìûå êàê ìåä-

ëåííûå ôóíêöèè îò t. 
Â óêàçàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, ñîãëàñíî (22), 

 ( , ) ( /2) ( /2) ( , ).
u u

B t t t b tτ = σ + τ σ − τ τ  (25) 

Ó÷èòûâàÿ (25), ñîîòíîøåíèå (24) ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå (ãäå ïî-ïðåæíåìó t* = t − t′) 

 2[ ( )]u t′ =· Ò  
/2

* * *2

0 /2

2
( /2) ( /2) ( , ).

TT

u ud dt t t b t
T

′− τ

′τ

′ ′ ′ ′ ′= τ σ + τ σ − τ τ∫ ∫ (26) 

Ðàçëîæèì òåïåðü âíóòðåííèé èíòåãðàë â (26)  
â ñòåïåííîé ðÿä ïî áûñòðîé ïåðåìåííîé τ′ (êðîìå 
ôóíêöèè b(t*, τ′)). Äëÿ ýòîãî ââåäåì âðåìÿ êîððå-
ëÿöèè τÊ(t) (îáîáùåííîå óñëîâèå Òåéëîðà): 

 Ê

0

( ) ( , ) .t d b t

∞

τ = τ τ < ∞∫  

Ïðè èíòåðåñóþùåì íàñ óñëîâèè ìàëîñòè âðåìåíè 
êîððåëÿöèè τÊ(t), ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì îñ-
ðåäíåíèÿ T (τÊ(t) ` T), ïîÿâëÿþùèåñÿ â âûðàæå- 
íèè (26) èíòåãðàëû ïî ïåðåìåííîé τ′ îò êîýôôèöè-
åíòà êîððåëÿöèè íà îòðåçêå (0, T) ìîæíî çàìåíèòü 
íà èíòåãðàëû íà èíòåðâàëå (0, ∞). Îòíîñèòåëüíàÿ 
ïîãðåøíîñòü òàêîé çàìåíû (íàïðèìåð, äëÿ îäíî-
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ìàñøòàáíîãî êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè) ñîñòàâëÿåò 
î÷åíü ìàëóþ âåëè÷èíó: exp[−(T/τÊ)2] (τÊ/T) ` 1, 
ïîýòîìó 

 
1

Ê

0

( ) ( , ) ( ) ,
n

n

n
d b t t

∞
+′ ′ ′τ τ τ = β τ⎡ ⎤⎣ ⎦∫  

 n = 0, 1, …; βn = const, β0 = 1. 

Èíòåãðèðîâàíèå ïî t′ âî âíóòðåííåì èíòåãðàëå â (26) 
ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âñþ îñü t′, åñëè ââåñòè  
â ðàññìîòðåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ p(t′, τ′) 
èíòåðâàëà τ′/2 ≤ t′ ≤ (T − τ′/2): 

 ( )( , ) ( /2) [ /2] ,p t t t T′ ′ ′ ′ ′ ′τ = θ − τ − θ − − τ  

ãäå θ(x) – ôóíêöèÿ-«ñòóïåíüêà» [θ(x) = 1 ïðè x > 0; 
θ(x) = 0 ïðè x < 0]. Ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî ðàç-
ëîæåíèå p(t′, τ′) â ðÿä ïî τ′ ñîäåðæèò îáîáùåííûå 
ôóíêöèè 

 ( , ) ( , 0) ( , 0)p t p t p t′τ′ ′ ′ ′ ′ ′τ = + τ + =K  

 ( ) ( ) (1/2) ( ) ( )t t T t t T′ ′ ′ ′ ′= θ − θ − − δ + δ − τ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦ K . 

Íàì åùå ïîòðåáóþòñÿ îöåíêè ïðîèçâîäíûõ îò 
σu(t) è τÊ(t), ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ìåäëåííûå ôóíê-
öèè îò t. Åñëè äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èòü ëþáóþ 
ìåäëåííóþ ôóíêöèþ áóêâîé q(t), òî, ïðèíèìàÿ  
âî âíèìàíèå ñêàçàííîå âûøå ïðî àíàëîãèþ ýòèõ 
âåëè÷èí ñ ìåäëåííîé ôóíêöèåé 〈u(t)〉 (ñì. ôîðìó- 
ëó (15)), ïîëó÷àåì (îáîçíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ ïðè-
íÿòûìè â (14), (15)) 

 ( )2 2( ) (0)exp( ) (0)exp /4 ,Mq t q q t= −α = − ω  

 max( ) (0),q t q=  

 ( ) ( )2 2 2( ) (0)exp /4 2 /4t M Mq t q t t′ = − ω − ω =  

 1/2 1/2( )( ) (0)( ) exp( ) (2 / ),M Mq t q T= −α ω = −α −α π  

 max( ) (0) (2 / ).t Mq t q T′ = π» »  

Ìàêñèìàëüíûå îöåíêè ïî âðåìåíè çäåñü ïîëó÷åíû 
(àíàëîãè÷íî âûðàæåíèþ (18)) âàðüèðîâàíèåì ïà-
ðàìåòðà α â äèàïàçîíå 0 ≤ α ≤ 1. Äèôôåðåíöèðóÿ 
äàëåå, óáåæäàåìñÿ, ÷òî êàæäîå óâåëè÷åíèå ïîðÿäêà 
ïðîèçâîäíîé q(t) ïðèâîäèò ê äîïîëíèòåëüíîìó ñî-
ìíîæèòåëþ ωM (ωM = 2π/TM), ìàëîìó ïî ñðàâíå-
íèþ ñ äðóãèìè õàðàêòåðíûìè ÷àñòîòàìè. 

Ýðãîäè÷åñêàÿ ãèïîòåçà Ðåéíîëüäñà äëÿ íåñòà-
öèîíàðíûõ ïðîöåññîâ ïðåäïîëàãàåò îäíîâðåìåííîå 
âûïîëíåíèå äâóõ íåðàâåíñòâ: ωM ` ωT ` ωÊ. Ïîòîìó 

óñëîâèå ωM/ωT ` 1 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ. Èç (14), 
(16), (18) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âñÿêèõ ôóíêöèé q(t), 
ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ìåäëåííûå ôóíêöèè îò t, 

 ( )q t |max ( )2 2

max( ) 1 / .M Tq t O⎡ ⎤= + ω ω
⎣ ⎦

 

Ïîýòîìó ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êàê ñàìîé ìåä-
ëåííîé ôóíêöèè q(t), òàê è åå âðåìåííîãî ñðåäíå-
ãî, ìîæíî ñ÷èòàòü ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþùèìè. 

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå óêàçàííûå ñîîáðàæåíèÿ, 
ïîñëå ðàçëîæåíèÿ âíóòðåííåãî èíòåãðàëà â ôîðìó- 
ëå (26) â ñòåïåííîé ðÿä ïî áûñòðîé ïåðåìåííîé τ′, 
ïîëó÷àåì 
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 ( )2( ) (1/4) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .u u t u tR t t t t⎡ ⎤′′ ′= σ σ − σ⎢ ⎥⎣ ⎦
 

Çäåñü, êàê è âûøå, t* = t − t′, ïîýòîìó äàííîå âû-
ðàæåíèå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â áîëåå êðàòêîì âèäå, 
ñîõðàíèâ òîëüêî ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëî-
ìó ïàðàìåòðó τÊ(t)/T (òàê êàê TM p T p τÊ, òî äâà 
ïîñëåäíèõ îòíîøåíèÿ èç òðåõ, âûïèñàííûõ íèæå  
â ïðàâîé ÷àñòè, èìåþò áîëåå âûñîêèé ïîðÿäîê ìà-
ëîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðâûì): 
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u
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T
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Äëÿ ìàêñèìàëüíîé îöåíêè ïî âðåìåíè îòñþäà èìååì 

 
2

[ ( )]u t′· Ò|max 

2

2 Ê Ê

2

(0) (0)
2 (0) .

u
O

T T

⎛ ⎞τ τ= σ + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (27) 

Ñðàâíèâàÿ ýðãîäè÷åñêóþ òåîðåìó Òåéëîðà (âû-
ðàæåíèÿ (3c), (7) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâ 2(0) (0)

u u
B = σ   

è τÊ = τÊ(0)) ñ ýòîé ìàêñèìàëüíîé îöåíêîé, âèäèì, 
÷òî îíè â òî÷íîñòè ñîâïàäàþò. 

Îáúåäèíÿÿ ìàêñèìàëüíûå îöåíêè (19) è (27) 
äëÿ îáîèõ ñëàãàåìûõ â ðàâåíñòâå (3b), èìååì 

 
2

u
σ  ≤ 

2

u
σ |max, (28) 

 
2

u
σ |max

2

maxTA= + 2
[ ( )]u t′· Ò|max = 

 
2 4 2

Ê0,67 (0) ( / ) 2 (0) (0)/ .M uu T T T= + σ τ· Ò  

Ôîðìóëà (28) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîäåðæàíèå 
ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àé-
íûõ ïðîöåññîâ. Îíà äàåò îöåíêó ñêîðîñòè ñõîäèìî-
ñòè ñðåäíèõ ïî âðåìåíè ê ñðåäíåìó ïî àíñàìáëþ. 
Èç ñõîäèìîñòè äèñïåðñèè 

2

u
σ  ê íóëþ ïðè 

2

u
σ |max → 0 

ñëåäóåò ñõîäèìîñòü â ñðåäíåêâàäðàòè÷íîì, èç êîòî-
ðîé âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè [1]. Âû-
áðàâ æåëàòåëüíóþ íàì ñòåïåíü òî÷íîñòè, ò.å. íàè-
áîëüøóþ îøèáêó 

2

u
σ |max, êîòîðóþ åùå ìîæíî ñ÷è-

òàòü äîïóñòèìîé ïðè çàìåíå 〈u(t)〉 íà ( )u t , ìû 
ìîæåì îïðåäåëèòü ïî ôîðìóëå (28) è òðåáóåìûé 
ïåðèîä îñðåäíåíèÿ T. Êàê âèäíî èç ôîðìóëû (28), 
èíòåðâàë îñðåäíåíèÿ T ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû 
óñëîâèå ìàëîñòè âåëè÷èíû 

2

u
σ |max ïðèáëèæåííî âû-

ïîëíÿëîñü ñî ñðàâíèòåëüíî áîëüøîé ñòåïåíüþ òî÷-
íîñòè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû èíòåðâàë âðå-
ìåííîãî îñðåäíåíèÿ áûë âåëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ õà-
ðàêòåðíûì ïåðèîäîì ïóëüñàöèîííîãî ïîëÿ (T p τÊ), 
íî ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì 
ñòàòèñòè÷åñêîãî ñðåäíåãî (TM p T). Èìåííî òàêèå 
óñëîâèÿ (TM p T p τÊ) è áûëè ïðèíÿòû ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ 
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ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (28). ßñíî, ÷òî íàèìåíüøàÿ 
ïîãðåøíîñòü (28) áóäåò íàáëþäàòüñÿ ïðè íàèáîëü-
øåé ðàçíèöå ìåæäó ãðàíèöàìè óêàçàííîãî äèàïàçî-
íà TM è τÊ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåñ-
ñà, êîãäà TM → ∞ è ôîðìóëà (28) ïåðåõîäèò â ýð-
ãîäè÷åñêóþ òåîðåìó Òåéëîðà (7). 

Âûðàæåíèå äëÿ 
2

u
σ |max â (28) êàê ôóíêöèÿ âðå-

ìåíè îñðåäíåíèÿ T èìååò ýêñòðåìóì (ìèíèìóì)  
â òî÷êå T = Textr, ãäå 

 2/5 4/5
extr Ê Ê0,94 ( / ) ,MT T= τ μ τ  

 μ = σu(t)|max/〈u(t)〉|max = σu(0)/〈u(0)〉. (29) 

Âåëè÷èíà μ â ôîðìóëå (29) ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì 
ìàêñèìàëüíîãî âî âðåìåíè ñòàíäàðòíîãî îòêëîíå-
íèÿ σu(t)|max ñëó÷àéíîé ôóíêöèè u(t) ê åå ìàêñè-
ìàëüíîìó ñðåäíåìó çíà÷åíèþ 〈u(t)〉|max. Äèñïåðñèÿ 
æå 

2

u
σ (t)|max ïðîïîðöèîíàëüíà, êàê èçâåñòíî, èíòåí-

ñèâíîñòè òóðáóëåíòíîñòè, ïîýòîìó μ åñòåñòâåííî 
íàçâàòü îòíîñèòåëüíîé ñèëîé òóðáóëåíòíîñòè. Äëÿ 
êðàòêîñòè íàçîâåì âåëè÷èíó µ ïðîñòî ñèëîé òóðáó-
ëåíòíîñòè. 

Ñàìà æå âåëè÷èíà 
2

u
σ |max â ôîðìóëå (28) â ýêñ-

òðåìàëüíîé òî÷êå T = Textr íå ðàâíà íóëþ, íî ìèíè-
ìàëüíà è ñòàòèñòè÷åñêèì îáðàçîì çàäàåò ìèíèìàëü-
íûé óðîâåíü îòêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî âðåìåííîãî 
ñðåäíåãî ( )u t  îò òåîðåòè÷åñêîãî ñòàòèñòè÷åñêîãî 
ñðåäíåãî 〈u(t)〉 (êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ïåð-
âûì ìîìåíòîì îò ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîãî 
ïðîöåññà u(t) è îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèì 
îæèäàíèåì). Èìåííî îòêëîíåíèÿ ýìïèðè÷åñêîãî ñðåä- 
íåãî îò òåîðåòè÷åñêîãî ñðåäíåãî, êîòîðûå ïðîÿâëÿ-
þòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ è çàâèñÿò îò âðåìåíè îñðåä-
íåíèÿ T, ïðèâîäÿò ê ÿâëåíèþ «ýâîëþöèè óðîâíÿ». 
Êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ýòî ÿâëåíèå áûëî îáíàðó-
æåíî â ýêñïåðèìåíòàõ åùå â ñåðåäèíå ÕÕ â. [1, 5, 6]. 
Ïðèåìëåìûõ îáúÿñíåíèé åìó íå áûëî. Òåïåðü ìû 
âèäèì, ÷òî ïðè÷èíîé ýâîëþöèè óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ 
îáû÷íàÿ íåñòàöèîíàðíîñòü ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ 
(íåîäíîðîäíîñòü ñëó÷àéíûõ ïîëåé). 

Âåëè÷èíà 
2

u
σ |max â ýêñòðåìàëüíîé òî÷êå T = Textr 

ìîæåò ñëóæèòü ïðèáëèæåííîé ìåðîé, ôèêñèðóþùåé 

ìèíèìàëüíîå îòêëîíåíèå ýìïèðè÷åñêîãî ñðåäíåãî 
îò òåîðåòè÷åñêîãî. Óäîáíî â êà÷åñòâå òàêîé îòíîñè-
òåëüíîé ìåðû Å ïðèíÿòü êîðåíü èç óêàçàííîé âå-
ëè÷èíû, íîðìèðîâàííûé íà ñðåäíåå çíà÷åíèå: 

 Å = {[
2

u
σ |max]|T = Textr

}1/2/〈u(t)〉|max = 

 = [
2

u
σ |max]

1/2
 |T = Textr 

/〈u(0)〉.  (30) 

Ïîäñòàâèâ â âûðàæåíèå äëÿ 
2

u
σ |max â (28) â êà÷åñòâå 

âðåìåíè îñðåäíåíèÿ T âåëè÷èíó Textr (29) è èñïîëü-
çóÿ îïðåäåëåíèå (30), ïîëó÷àåì 

 
2/5

4/5 Ê1,63 .
M

E
T

⎛ ⎞τ= μ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (30a) 

Ìåðó Å ìîæíî íàçâàòü êðèòåðèåì ýâîëþöèè óðîâíÿ. 
Îí ïðèáëèæåííî ïîêàçûâàåò, íàñêîëüêî (â äîëÿõ 
〈u(t)〉|max) â ýêñïåðèìåíòàõ ìèíèìàëüíî îòêëîíÿåòñÿ 
ýìïèðè÷åñêîå ñðåäíåå îò òåîðåòè÷åñêîãî ñðåäíåãî. 

Òàê êàê ìèíèìóì âåëè÷èíû 
2

u
σ |max íàáëþäàåòñÿ 

òîëüêî â ýêñòðåìàëüíîé òî÷êå T = Textr, òî äëÿ äðó-
ãèõ âðåìåí îñðåäíåíèÿ T, îòëè÷àþùèõñÿ îò Textr 

(T ≠ Textr), àíàëîãè÷íûå îòíîñèòåëüíûå îòêëîíåíèÿ 
ýìïèðè÷åñêèõ ñðåäíèõ îò òåîðåòè÷åñêèõ áóäóò áîëü-
øå, ÷åì Å. Äëÿ óìåíüøåíèÿ ýòîãî ýôôåêòà â ýêñïå-
ðèìåíòàõ âðåìåíà îñðåäíåíèÿ T ñëåäóåò âûáèðàòü 
áëèçêèìè ê Textr, äëÿ ÷åãî, ñîãëàñíî (29), íåîáõî-
äèìî êàê ìîæíî òî÷íåå îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ âðå-
ìåí τÊ è TM (è èìåòü îöåíêè âåëè÷èí σu(0), 〈u(0)〉, 
çàäàþùèõ ïàðàìåòð μ). Íåñìîòðÿ íà âåðîÿòíîñòíûé 
õàðàêòåð ýêñòðåìàëüíîãî âðåìåíè îñðåäíåíèÿ Textr, 
îíî ìîæåò ñëóæèòü ïðàêòè÷åñêèì îðèåíòèðîì ïðè 
ïðîâåäåíèè ýêñïåðèìåíòîâ. 

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ôîðìó-
ëàì (29) è (30a) ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå âðåìåíè 
îñðåäíåíèÿ Textr è êðèòåðèé ýâîëþöèè óðîâíÿ E  
â àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè (TM = 5 ìèí) â çà-
âèñèìîñòè îò ñèëû òóðáóëåíòíîñòè μ. 

 

 
Ðèñ. 2. Ýêñòðåìàëüíîå çíà÷åíèå âðåìåíè îñðåäíåíèÿ  

Textr (a) è êðèòåðèé ýâîëþöèè óðîâíÿ E (á) â àòìîñôåðíîé 
òóðáóëåíòíîñòè (TM = 5 ìèí) â çàâèñèìîñòè îò ñèëû 
  òóðáóëåíòíîñòè μ ïðè τÊ = 15 ñ (1) è 60 ñ (2) 

 
Êàê âèäíî èç ðèñ. 2, äëÿ òèïè÷íûõ àòìîñôåð-

íûõ óñëîâèé (îáû÷íî áåçðàçëè÷íàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ 
è ìàëûå âðåìåíà êîððåëÿöèè τÊ) Textr íàõîäèòñÿ  
â èíòåðåñóþùåì íàñ äèàïàçîíå TM > Textr > τÊ (êðè-
âàÿ 1 íà ðèñ. 2, a)), à êðèòåðèé ýâîëþöèè óðîâíÿ E 
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íå ïðåâûøàåò åäèíèöû (êðèâàÿ 1 íà ðèñ. 2, á)).  
Â ðåäêèõ íåòèïè÷íûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð, ñèëüíî 
óñòîé÷èâàÿ ñòðàòèôèêàöèÿ è áîëüøèå âðåìåíà êîð-
ðåëÿöèè τÊ), êîãäà çíà÷åíèÿ μ ñòàíîâÿòñÿ áîëüøå 
åäèíèöû (â îñíîâíîì çà ñ÷åò ìàëîñòè 〈u(0)〉,  
ñì. (29)), Textr ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìûì ñ TM (êðè-
âàÿ 2 íà ðèñ. 2, a)), à êðèòåðèé ýâîëþöèè óðîâíÿ 
E ïðåâûøàåò åäèíèöó (êðèâàÿ 2 íà ðèñ. 2, á)). Êàê 
îòìå÷àëîñü â [1], â óêàçàííîì ñëó÷àå íåäîñòàòî÷íî 
îáû÷íîãî âðåìåíè îñðåäíåíèÿ è íóæíî óâåëè÷èâàòü 
äëèíó ðåàëèçàöèè (è ñîîòâåòñòâåííî âðåìÿ TM). 

 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíà ýðãîäè÷åñêàÿ òåî-
ðåìà äëÿ íåñòàöèîíàðíûõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. 
Ýòîò ðåçóëüòàò âàæåí äëÿ èññëåäîâàíèé òóðáóëåíò-
íîñòè â àòìîñôåðå, â êîòîðîé âñå ãèäðîäèíàìè÷å-
ñêèå ýëåìåíòû íåñòàöèîíàðíû è èìåþò âûðàæåííûé 
ñóòî÷íûé è ãîäîâîé õîä. Äîêàçàòåëüñòâî ïîäòâåð-
æäàåò ïðåäñòàâëåíèÿ Ðåéíîëüäñà, ñîãëàñíî êîòîðûì 
èíòåðâàë âðåìåííîãî îñðåäíåíèÿ äîëæåí áûòü âå-
ëèê ïî ñðàâíåíèþ ñ õàðàêòåðíûìè ïåðèîäàìè ïóëü-
ñàöèîííîãî ïîëÿ, íî ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäàìè 
îñðåäíåííîãî ïîëÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ óìåðåííûõ 

äëèí ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âûáîðîê â íå-
ñòàöèîíàðíîé òóðáóëåíòíîñòè ïðèáëèæåííî ðåàëè-
çóþòñÿ ëîêàëüíî ñòàöèîíàðíûå ñëó÷àéíûå ïðîöåñ-
ñû (ëîêàëüíî îäíîðîäíûå ñëó÷àéíûå ïîëÿ). 

Óñòàíîâëåíà ïðè÷èíà «ýâîëþöèè óðîâíÿ» – 
îáíàðóæåííîãî â ýêñïåðèìåíòàõ ÿâëåíèÿ äðåéôà, 
èëè óõîäà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Ýòî ÿâëåíèå çíà÷è-
òåëüíî çàòðóäíÿåò îïðåäåëåíèå ñðåäíèõ çíà÷åíèé 
ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì çàïèñÿì ñëó÷àéíûõ ðåàëè-
çàöèé, òàê êàê âûÿñíèëîñü, ÷òî ðåçóëüòàò óñðåäíå-
íèÿ ñèëüíî çàâèñèò îò äëèòåëüíîñòè èñïîëüçóåìûõ 

ðåàëèçàöèé è äëèíû èíòåðâàëà îñðåäíåíèÿ. ßâëå-
íèå ýâîëþöèè óðîâíÿ áûëî îáíàðóæåíî â ýêñïåðè-
ìåíòàõ åùå â ñåðåäèíå ÕÕ â. Ïðèåìëåìûõ îáúÿñ-
íåíèé ýòîìó ÿâëåíèþ íå áûëî. Äîêàçàííàÿ íàìè 
ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðåìà ïîçâîëèëà óñòàíîâèòü, ÷òî 
ïðè÷èíîé ýâîëþöèè óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàð- 
 

íîñòü ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ (íåîäíîðîäíîñòü ñëó-
÷àéíûõ ïîëåé). Óêàçàíà ïðèáëèæåííàÿ ìåðà äëÿ 
êîëè÷åñòâåííûõ îöåíîê ÿâëåíèÿ ýâîëþöèè óðîâíÿ. 
Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå âðåìÿ îñðåäíåíèÿ T 
(íàçâàííîå íàìè ýêñòðåìàëüíûì Textr), ïðè êîòîðîì 
ýôôåêò ýâîëþöèè óðîâíÿ ìèíèìàëåí. Ïîýòîìó â ýêñ-
ïåðèìåíòàõ âðåìåíà îñðåäíåíèÿ T ñëåäóåò âûáèðàòü 
áëèçêèìè ê Textr. 

 

Ôèíàíñèðîâàíèå. Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî  

â ðàìêàõ íàó÷íîé ïðîãðàììû Íàöèîíàëüíîãî öåí-
òðà ôèçèêè è ìàòåìàòèêè (ïðîåêò «Ôèçèêà âûñî-
êèõ ïëîòíîñòåé ýíåðãèè. Ýòàï 2023–2025»). Ðàçðà-
áîòêà ìåòîäîëîãèè èçìåðåíèé, àíàëèçà è ðàñ÷åòîâ  
ñ èñïîëüçîâàíèåì èíôðàñòðóêòóðû ÈÎÀ ÑÎ ÐÀÍ 
âûïîëíåíà â ðàìêàõ ãîñçàäàíèÿ ÈÎÀ ÑÎ ÐÀÍ. 
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V.V. Nosov, V.P. Lukin, E.V. Nosov, A.V. Torgaev. Ergodicity of random processes. 
Ergodic theorems are important when comparing measurement results with theoretical conclusions. Compi-

lation of a “statistical ensemble" requires numerous experiments under similar conditions, which is practically 
impossible. Therefore, average values are necessarily derived from the measurement data of a single experiment 
by averaging the empirical data over a certain time range or spatial region. The question of how close such em-
pirical averages are to probability averages is answered by so-called ergodic theorems. An ergodic theorem  
for stationary processes was proved by G. Taylor in 1922. In this work, we have proved an ergodic theorem for 
the case of non-stationary random processes. The proof confirms the ideas of O. Reynolds (1894), according  
to which the time averaging interval should be large compared to the characteristic periods of a pulsation field, 
but small compared to the periods of the averaged field. The cause of the drift of the mean value, which con-
sists in the dependence of the average values of hydrodynamic fields on averaging interval length and signifi-
cantly complicates the determination of empirical average values, is found. An approximate measure for quanti-
tative assessments of this phenomenon is suggested; the existence of an averaging time at which the influence  
of this phenomenon is minimal is shown. The results are important for studies of atmospheric turbulence, where 
all hydrodynamic elements are non-stationary and show pronounced daily and annual variations. 
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