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Ðàññìîòðåí ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿùèõñÿ ðÿäîâ, èçâåñòíûé êàê «îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ýé-

ëåðà», è ïðèìåíåí äëÿ ïðîñòåéøåãî ñëó÷àÿ — âû÷èñëåíèå ñóììû ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ äâóõàòîìíîé 
ìîëåêóëû H2. Ïðè âû÷èñëåíèÿõ áûëè èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå âèäû àïïðîêñèìàíòîâ: ôîðìóëà äëÿ óðîâíåé 
ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà Êðàòöåðà; ïðîñòåéøèå àïïðîêñèìàíòû Ïàäå, Ïàäå – Áîðåëÿ è Ïàäå – Ýðìèòà; ýôôåê-
òèâíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû. Ðàñ÷åòû ïðîäåëàíû äëÿ îñíîâíîãî êîëåáàòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðîâå-
äåíû ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ äàííîé òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè çíà÷åíèé óðîâíåé ýíåðãèè ñî çíà÷åíèÿìè 

óðîâíåé â ïîäãîíêå. Òàêæå ñäåëàíû ïðåäñêàçàíèÿ äëÿ óðîâíåé, íå èñïîëüçîâàííûõ â ïîäãîíêå ïàðàìåòðîâ 
òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðàñõîäÿùèåñÿ ðÿäû, ìåòîäû ñóììèðîâàíèÿ, ïðåîáðàçîâàíèå Ýéëåðà, òåîðèÿ âîçìóùå-
íèé, ìîëåêóëà Í2. 

 

Ââåäåíèå 
 
Äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ çàäà÷ ñïåêòðîñêîïèè àòìî-

ñôåðû, àñòðîôèçèêè, ôèçèêè ïëàìåíè íåîáõîäèìî 

îïðåäåëåíèå óðîâíåé ýíåðãèè è âîëíîâûõ ôóíêöèé 
âûñîêîâîçáóæäåííûõ êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ (ÊÂ) 
ñîñòîÿíèé ìîëåêóë. Òî÷íûå âàðèàöèîííûå ðàñ÷åòû 
äëÿ âûñîêîâîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé ìíîãîàòîìíûõ 
ìîëåêóë â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåâîçìîæíû âñëåäñòâèå 
çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ òðóäíîñòåé. Â ñâîþ 
î÷åðåäü, â ìåòîäå ýôôåêòèâíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ èñ-
ïîëüçóþòñÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû, è ýòè ðÿäû ðàñõî-
äÿòñÿ ïðè äîñòàòî÷íîé ñòåïåíè êîëåáàòåëüíîãî èëè 
âðàùàòåëüíîãî âîçáóæäåíèÿ, ïîýòîìó íåîáõîäèìî 

ïðèìåíåíèå ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ [1]. 
  Â íàñòîÿùåå âðåìÿ óæå èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëè-
òåðàòóðà, ïîñâÿùåííàÿ ðàçðàáîòêå è ïðèìåíåíèþ ìå-
òîäîâ ñóììèðîâàíèÿ äëÿ ðàñ÷åòîâ ÊÂ-ñïåêòðîâ ìî-
ëåêóë (ñì., íàïðèìåð, [2–4]). 

Â äàííîé ñòàòüå ìåòîä ñóììèðîâàíèÿ ðàñõîäÿ-
ùèõñÿ ðÿäîâ, èçâåñòíûé êàê «îáîáùåííîå ïðåîáðà-
çîâàíèå Ýéëåðà», GET [1], ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïðî-
ñòåéøåãî ñëó÷àÿ – âû÷èñëåíèÿ ñóììû ðÿäà òåîðèè 
âîçìóùåíèé (ÒÂ) äâóõàòîìíîé ìîëåêóëû Í2. Ìåòîä 
GET â îòëè÷èå îò äðóãèõ ñïîñîáîâ ñóììèðîâàíèÿ 

ïîçâîëÿåò ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî ïðèâëå÷ü äîïîëíè-
òåëüíóþ èíôîðìàöèþ î ÊÂ-ñîñòîÿíèÿõ, ñîäåðæà-
ùóþñÿ â ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà, ÷òî óëó÷øàåò ñõîäèìîñòü ðÿäîâ. Âñëåäñòâèå 
ýòîãî ìåòîä GET ìîæåò áûòü âåñüìà ýôôåêòèâíûì 
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ñðåäñòâîì âû÷èñëåíèÿ óðîâíåé ýíåðãèè âûñîêîâîç-
áóæäåííûõ ÊÂ-ñîñòîÿíèé ìîëåêóë. 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ìîëåêóëû âîäîðîäà  
èìååòñÿ èñ÷åðïûâàþùèé íàáîð äàííûõ (ÊÂ-óðîâíè 

ýíåðãèè äëÿ âñåõ ñâÿçàííûõ ñîñòîÿíèé è ÷àñòè ðå-
çîíàíñîâ), ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå âûñîêîòî÷íîãî 
ab initio ðàñ÷åòà [5]. Ýòè äàííûå ïðåäñòàâëÿþò 
óíèêàëüíóþ èíôîðìàöèþ îá ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâ-
íÿõ, óäîáíóþ äëÿ ðàçðàáîòêè è òåñòèðîâàíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ. 

Íåîáõîäèìî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äëÿ ìîëåêóëû 

Í2 õàðàêòåðíûìè ÿâëÿþòñÿ ñèëüíîå öåíòðîáåæíîå 
èñêàæåíèå è áîëüøàÿ ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ (âðàùàòåëü-
íàÿ ïîñòîÿííàÿ B ∼ 60 ñì–1, öåíòðîáåæíàÿ ïîñòîÿííàÿ 

D ∼ –0,05 ñì–1). Âîçáóæäåíèå 6–7 âðàùàòåëüíûõ 

êâàíòîâ äàåò ýíåðãèþ, ñðàâíèìóþ ñ ýíåðãèåé êîëå-
áàíèé. Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà ðàäèóñà ñõîäèìîñòè 
ðÿäà ÒÂ, ïðîâåäåííàÿ â [13], äàåò çíà÷åíèå J ∼ 25 
äëÿ îñíîâíîãî êîëåáàòåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ âîç-
áóæäåííûõ êîëåáàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé ðàäèóñ ñõî-
äèìîñòè óìåíüøàåòñÿ.  

Öåëü íàøåé ðàáîòû çàêëþ÷àëàñü â òåñòèðîâàíèè 
ìåòîäà GET íà ïðèìåðå ðàñ÷åòà óðîâíåé ýíåðãèè ìî-
ëåêóëû Í2. Ãëàâíûì ìîìåíòîì â ïðèìåíåíèè ýòîãî 
ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ âûáîð àïïðîêñèìàíòà – íåêîòîðîãî 
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé, îïèñû-
âàþùåãî èõ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà âîçìóùåíèÿ. 
Ïðè óäà÷íîì âûáîðå àïïðîêñèìàíòà ïðåîáðàçîâàí-
íûé ïî ìåòîäó GET ðÿä ñõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî. 
Ïîñêîëüêó óíèâåðñàëüíîãî ðåöåïòà äëÿ îïðåäåëåíèÿ 
àïïðîêñèìàíòà íåò, òî ìû èñïîëüçîâàëè ðàçëè÷íûå 
ñïîñîáû àïïðîêñèìàöèè, â ÷àñòíîñòè ôîðìóëó äëÿ 
óðîâíåé ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà Êðàòöåðà – òî÷íî ðå-
øàåìóþ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêóþ çàäà÷ó [7], ïðîñòåéøèå 
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àïïðîêñèìàíòû Ïàäå, Ïàäå – Áîðåëÿ è Ïàäå – Ýðìèòà, 
ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû. Çàäà÷à 
ðåøàåòñÿ â òèïè÷íîé äëÿ ÊÂ-ñïåêòðîñêîïèè ïîñòà-
íîâêå, êîãäà èìååòñÿ îãðàíè÷åííûé íàáîð óðîâíåé 
ýíåðãèè, èç êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ïàðàìåòðû òåîðå-
òè÷åñêîé ìîäåëè. Äðóãèå óðîâíè, íå âõîäÿùèå â ýòîò 
íàáîð, ïðåäñêàçûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîé ìî-
äåëè. Íàøà çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â âûáîðå àïïðîêñè-
ìàíòà, äàþùåãî óäîâëåòâîðèòåëüíîå îïèñàíèå óðîâ-
íåé â ïîäãîíêå, à òàêæå íàèáîëåå òî÷íîå ïðåäñêàçà-
íèå äëÿ áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé ýíåðãèè.  

Â ñòàòüå ðàññìîòðåíî îñíîâíîå êîëåáàòåëüíîå ñî-
ñòîÿíèå è ïîêàçàíî, ÷òî íàèáîëåå ïîäõîäÿùèì àï-
ïðîêñèìàíòîì, ïîçâîëÿþùèì ïðàâèëüíî âîñïðîèç-
âåñòè âðàùàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè ìîëåêóëû Í2, 
ÿâëÿþòñÿ àïïðîêñèìàíòû Êðàòöåðà è Ïàäå – Áîðåëÿ. 
Âîçáóæäåííûå êîëåáàòåëüíûå ñîñòîÿíèÿ áóäóò ðàñ-
ñìîòðåíû â ïîñëåäóþùèõ ñòàòüÿõ.  

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ðÿäû Ýéëåðà – ÷àñò-
íîãî ñëó÷àÿ GET – èñïîëüçîâàëèñü ðàíåå äëÿ ðåøå-
íèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Â [8–10] 
ðÿäû Ýéëåðà ïðèìåíÿëèñü äëÿ âû÷èñëåíèÿ óðîâíåé 
ýíåðãèè ìîëåêóë Í2Î, HDO, D2O è CH2. 

 

Îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ýéëåðà 
 

Ïðèìåíåíèå òåîðèè âîçìóùåíèé äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
êîëåáàòåëüíî-âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè äâóõ-
àòîìíûõ ìîëåêóë ïðèâîäèò ê ðÿäàì âèäà 
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Çäåñü äëÿ êðàòêîñòè ââåäåíà ïåðåìåííàÿ 
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Åñëè êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (1) èçâåñòíû, òî 

âåëè÷èíû em(v), ïðåäñòàâëåííûå â (3) ðÿäàìè, ìîæ-
íî îïðåäåëèòü, èñïîëüçóÿ ïîäõîäÿùèå ìåòîäû. 

Îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ýéëåðà ïîçâîëÿåò 
ïðåäñòàâèòü ðÿä (2) â âèäå 
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ãäå g(x, v) – àïïðîêñèìàíò, èìåþùèé ðàçëîæåíèå   
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Êîýôôèöèåíòû pn(v) â (5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê 
ïîäãîíî÷íûå ïàðàìåòðû. 

Ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä (5) â îòëè÷èå îò èñõîä-
íîãî ðÿäà (2) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûì, ò.å. GET 
ýêâèâàëåíòíî ÷àñòè÷íîìó ñóììèðîâàíèþ èñõîäíîãî 
ðÿäà. Ñõîäèìîñòü ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà çàâèñèò 
îò òîãî, íàñêîëüêî õîðîøî àïïðîêñèìàíò îïèñûâàåò 
E(x, v). Â [11] áûëè ïðåäëîæåíû íåêîòîðûå óñëî-
âèÿ ñõîäèìîñòè ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà è áûëî ïî-
êàçàíî, ÷òî ïðè óäà÷íîì âûáîðå àïïðîêñèìàíòà ïðå-
îáðàçîâàííûé ðÿä ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí äàæå  
â âèäå êîíå÷íîãî âûðàæåíèÿ. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå GET çàâèñèò îò 
ñâîéñòâ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè. Â ÷àñòíîñòè, 
â êà÷åñòâå àïïðîêñèìàíòà ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðå-
çóëüòàòû ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ñóììèðîâàíèÿ: Ïàäå, 
Ïàäå – Áîðåëÿ è äð. Ïðè ýòîì íåñêîëüêî ïåðâûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ ðÿäà ÒÂ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ 

àïïðîêñèìàíòà (èìåþòñÿ â âèäó ïðîñòåéøèå àïïðîê- 
ñèìàíòû íèçêîãî ïîðÿäêà, íàïðèìåð Ïàäå [0,1] èëè 
[1,1]), êîòîðûé äàåò íåêîòîðîå ïðèáëèæåíèå äëÿ 
ýíåðãèè. Ýòî âûðàæåíèå äàëåå èñïîëüçóåòñÿ â ìå-
òîäå GET äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ðÿäà ÒÂ ñîãëàñíî (5). 
  Çäåñü ïîëåçíî îòìåòèòü, ÷òî ïðè âû÷èñëåíèè 
ÊÂ-óðîâíåé ýíåðãèè òðàäèöèîííî èñïîëüçóåòñÿ ïî-
ëóýìïèðè÷åñêèé ïîäõîä, â êîòîðîì ïàðàìåòðû òåî-
ðåòè÷åñêîé ìîäåëè – êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèé (1) 
èëè (2), îïðåäåëÿþòñÿ ïîäãîíêîé ïî ìåòîäó íàè-
ìåíüøèõ êâàäðàòîâ ê ýêñïåðèìåíòàëüíûì óðîâíÿì 
ýíåðãèè. Ýòî îáåñïå÷èâàåò íàèáîëåå òî÷íûå ðàñ÷åò-
íûå çíà÷åíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé, îáû÷íî íà 
óðîâíå ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé ïðè ìàëîì êîëè÷å-
ñòâå ïîäãîíÿåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðîáëåìà ïîëóýìïè-
ðè÷åñêîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òî÷íîñòè ïðåäñêà-
çàòåëüíîãî ðàñ÷åòà; êàê ïðàâèëî, îíà áûñòðî òåðÿåò-
ñÿ ïðè ïåðåõîäå ê âûñîêîâîçáóæäåííûì óðîâíÿì 
ýíåðãèè, íå âêëþ÷åííûì â ïîäãîíêó.  

Îäíîé èç ïðè÷èí ïëîõîé ïðåäñêàçàòåëüíîé ñïî-
ñîáíîñòè ïîëóýìïèðè÷åñêîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ðàñ-
õîäèìîñòü ðÿäîâ. Â ñëó÷àå, êîãäà óäàåòñÿ «ïðàâèëü-
íî» ïðîñóììèðîâàòü ðÿäû (1) èëè (2), ïðåäñêàçà-
òåëüíûå ðàñ÷åòû óðîâíåé çíà÷èòåëüíî óëó÷øàþòñÿ. 
  Â ìåòîäå GET ïðåäñòàâëåíèå ðÿäîâ â âèäå (5) 
îêàçûâàåòñÿ âåñüìà ïîëåçíûì. Âî-ïåðâûõ, â ýòîì 
ñëó÷àå óðîâíè ýíåðãèè ëèíåéíî çàâèñÿò îò ïîäãîíÿå-
ìûõ ïàðàìåòðîâ pn(v). Âî-âòîðûõ, ïðè èñïîëüçîâà-
íèè àïïðîêñèìàíòîâ Ïàäå, Ïàäå – Áîðåëÿ èëè äðó-
ãèõ íå òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèé â âûñîêèõ ïîðÿäêàõ 
ÒÂ, äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ íåñêîëüêèìè ïåðâûìè 
êîýôôèöèåíòàìè. 
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Â êà÷åñòâå àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè â äàííîé 

ñòàòüå èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå âûðàæåíèÿ. 
1. Ìîäåëü Êðàòöåðà [6] îïèñûâàåò êîëåáàòåëüíî-

âðàùàòåëüíûå óðîâíè ýíåðãèè äâóõàòîìíîé ìîëå-
êóëû ñ ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé 

 = −

1 2

2
( ) .

A A
V r

rr
 (6) 

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà ñ ýòèì ïîòåíöèàëîì èìååò 
òî÷íîå ðåøåíèå, è óðîâíè ýíåðãèè ïðåäñòàâëÿþòñÿ 
ôóíêöèåé Êðàòöåðà: 
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−

−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + + + + + =⎣ ⎦⎣ ⎦

2 2

, 1 2 ( 1) 1 2K x v a v J J b a b  
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1 2 1 2 ;a v x b a b  (7) 
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2
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Çäåñü μ – ïðèâåäåííàÿ ìàññà, è ýíåðãèÿ îòñ÷èòûâà-
åòñÿ îò íóëåâîãî óðîâíÿ v = 0, J = 0. Êîíñòàíòû a 
è b â (7) ìîæíî òàêæå âûðàçèòü ÷åðåç ïðèâåäåííóþ 
ìàññó μ, ýíåðãèþ äèññîöèàöèè Ed è ðàâíîâåñíîå 
ðàññòîÿíèå re: 

 = µ �
2 2 22 / ,eda E r  = + µ �

2 21 4 2 / .edb E r   (8) 

Ôîðìóëó (7) ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðåîáðà-
çîâàíèÿ ðÿäà (2). Î÷åâèäíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàííûé 
ðÿä áóäåò èìåòü ïðàâèëüíóþ àñèìïòîòèêó ïðè áîëü-
øèõ çíà÷åíèÿõ v è J, à èìåííî: âñå óðîâíè ýíåðãèè 
ñîñðåäîòî÷åíû â èíòåðâàëå, îïðåäåëÿåìîì ãëóáèíîé 
ïîòåíöèàëüíîé ÿìû. Â òî æå âðåìÿ èñõîäíûé ðÿä 
(2) ïðè v, J → ∞ èìååò àñèìïòîòèêó E(x, v) → ± ∞  
â çàâèñèìîñòè îò çíàêà ñòàðøåãî ÷ëåíà. 

Ðàíåå ïðåîáðàçîâàíèå Ýéëåðà ðÿäà (2) ñ àïïðîê-
ñèìàíòîì (7) áûëî ïðîâåäåíî â îáùåì âèäå [1]. Áûëî 
ïîêàçàíî, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèè Êðàòöåðà ïî-
çâîëÿåò ââåñòè íîâûå ïåðåìåííûå 

 = +1( ) /( )Z x x x b  

 è = + + + +2( , ) /( 1 2 )Z x v x b v x b , 

êîòîðûå ìåíüøå 1 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé êîëåáàòåëü-
íîãî v è âðàùàòåëüíîãî x = J(J + 1) êâàíòîâûõ ÷è-
ñåë. Ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííûì ðÿ-
äîì ïî ýòèì ïåðåìåííûì:  

 ( ) ( ) ( ) ( )
=

= + ∑ 1 2

, 1

, , ,

i j
ij

i j

E x v K x v p Z x Z x v . 

Ïåðåõîä ê íîâûì ïåðåìåííûì îáåñïå÷èâàåò óëó÷- 
øåíèå ñõîäèìîñòè. Ðàçëîæåíèå ïðåîáðàçîâàííîãî 

âûðàæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà âîçâðàùàåò â êà÷åñòâå ðå-
çóëüòàòà îáû÷íîå ñòåïåííîå âûðàæåíèå. Ïðè ýòîì 
âûñîêèå öåíòðîáåæíûå ïîïðàâêè, îáû÷íî íå îïðåäå-
ëÿåìûå ïðè ïîäãîíêå, «èìèòèðóþòñÿ» ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè ÷ëåíàìè ðàçëîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïðåîáðà-

çîâàíèå Ýéëåðà ïîçâîëÿåò «âñòðîèòü» â ðÿä ÒÂ äî-
ïîëíèòåëüíóþ èíôîðìàöèþ è, êàê ðåçóëüòàò, ïîëó- 
÷èòü ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííîå âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè. 
  2. Â [8–10] äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÊÂ-óðîâíåé ýíåðãèè 
ìîëåêóë Í2Î, HDO, D2O è CH2 èñïîëüçîâàëñÿ ìå-
òîä Ýéëåðà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì GET. 
Ýòîò ìåòîä ñîîòâåòñòâóåò èñïîëüçîâàíèþ â êà÷åñòâå 
àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè g(x, v) ïðîñòåéøåãî 
àïïðîêñèìàíòà Ïàäå [0,1]: 

 ≡ =

−

[0,1] 0

1 0

( )
( , ) ( , ) .

1 ( ) ( )

e v
g x v P x v

xe v e v
  (9) 

Ïðåîáðàçîâàíèå Ýéëåðà â ýòîì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê ñòå-
ïåííîìó ðÿäó, çàâèñÿùåìó îò íîâîé ïåðåìåííîé X: 
 

 

[ ]
= + + +

= α = −

+ α

0,1 2 3
2 3

1 0

( , ) ( , ) ...;

,   ( ) ( ).
1

E x v P x v p X p X

x
X e v e v
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 (10) 

Íîâàÿ ïåðåìåííàÿ îãðàíè÷åíà ïî âåëè÷èíå ïðè 
âñåõ çíà÷åíèÿõ âðàùàòåëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà, ÷òî 
óëó÷øàåò ñõîäèìîñòü ðÿäà. Èñïîëüçîâàíèå àïïðîê-
ñèìàíòà òèïà (9) ïîçâîëÿåò ó÷åñòü, ÷òî èñõîäíûé 
ðÿä (2) ÿâëÿåòñÿ çíàêîïåðåìåííûì è öåíòðîáåæíûå 
ïîïðàâêè â (2) ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðåäñòàâèòü êàê 
ñòåïåííûå âûðàæåíèÿ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ àïïðîêñè-
ìàíòà äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî äâà ñëàãàåìûõ ðÿäà 
ÒÂ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè (9) GET äàåò 
p0(v = 0) ≡ 1 è p1(v = 0) ≡ 0, ýòè ïàðàìåòðû áûëè 
ôèêñèðîâàíû ïðè ïîäãîíêå. 

Äëÿ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäà â äàííîé ñòàòüå èñïîëü-
çîâàëèñü òàêæå àïïðîêñèìàöèè Ïàäå. Õîðîøî èçâåñò-
íî, ÷òî àïïðîêñèìàíòû Ïàäå P[n,

 

m](x) ïðåäñòàâëÿþò 
ñîáîé îòíîøåíèå äâóõ ïîëèíîìîâ, êîýôôèöèåíòû 

êîòîðûõ ïîäáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû òî÷íî âîñïðîèçâî-
äèòü n + m + 1 êîýôôèöèåíòîâ èñõîäíîãî ðÿäà. Â ýòîì 
ñëó÷àå òàêæå p0(v = 0) ≡ 1 è ïîñëåäóþùèå n + m 

êîýôôèöèåíòîâ ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà (5) ðàâíû íó-
ëþ. Ðÿä âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 [ ]
+ + + +

= + χ +
,

1 1( , ) ( , ) ( , )n m

n m n m
E x v P x v p x v … . (11) 

3. Äðóãèå àïïðîêñèìèðóþùèå ôóíêöèè, èñïîëü-
çîâàííûå â äàííîé ñòàòüå, – êâàäðàòè÷íûå àïïðîê-
ñèìàíòû Ïàäå – Ýðìèòà [7]. Â îáùåì ñëó÷àå îíè ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ â âèäå 

 =

[ , , ]( , )r p q
PH x v  

   { }= − ± −
2( ) ( ) 4 ( ) ( ) 2 ( ),q q p r pQ x Q x P x R x P x  (12) 

 =(0) 1pP , 

ãäå Pp(x), Qq(x), Rr(x) – ïîëèíîìû ñòåïåíè p, q, r 
ñîîòâåòñòâåííî, çàâèñÿùèå îò êîýôôèöèåíòîâ ñóììè-
ðóåìîãî ðÿäà. Èç (12) ñëåäóåò, ÷òî ýòîò ñïîñîá àï-
ïðîêñèìàöèè ïîçâîëÿåò ó÷åñòü è ïîëþñà, è òî÷êè 
âåòâëåíèÿ ôóíêöèè E(x, v), àïïðîêñèìàíòû îïðåäå-
ëÿþòñÿ r + p + q + 2 ïåðâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Èñ-
ïîëüçîâàíèå àïïðîêñèìàíòà PH[0,0,1](x, v) (îí ýêâèâà-
ëåíòåí ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ðàáîòû [4]) â ìåòîäå 
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GET òàêæå ïîçâîëÿåò ââåñòè íîâóþ ïåðåìåííóþ, 
îãðàíè÷åííóþ ïî âåëè÷èíå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé âðà-
ùàòåëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà. Êîýôôèöèåíòû ïðå-
îáðàçîâàííîãî ðÿäà (5): p0(v = 0) ≡ 1 è pn(v = 0) ≡ 0, 
n = 1…r + p + q + 1. Ðÿä (5) èìååò ñëåäóþùèé âèä: 
 

( ) ( ) ( )+ + + + + +
= + χ +

[ , , ]
2 2, , ,

r p q

r p q r p qE x v PH x v p x v … . (13) 

4. Ìû òàêæå èñïîëüçîâàëè â êà÷åñòâå àïïðîêñè-
ìèðóþùåé ôóíêöèè ýôôåêòèâíûé õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé ïîëèíîì Π2(x, v) (ñì. [12]): 
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Âûðàæåíèå (14) ó÷èòûâàåò, ÷òî èñõîäíûé ðÿä (2) 
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðîâíè ýíåðãèè, ÿâëÿþùèåñÿ 

êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà, è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, èìååò êàê òî÷êè âåòâëåíèÿ, òàê è ïîëþñà. 
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ àïïðîêñèìàíòà Π2(x, v) íåîáõîäè-
ìû ïåðâûå 5 êîýôôèöèåíòîâ èñõîäíîãî ðÿäà. Â ýòîì 
ñëó÷àå ìåòîä GET äàåò p0(v = 0) ≡ 1 è pn(v = 0) ≡ 0, 
n = 1…4, îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïðåîáðàçîâàí-
íîãî ðÿäà (5) ïîëó÷àþòñÿ ïîäãîíêîé. Ðÿä ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ â âèäå 

 = Π + χ +2 5 5( , ) ( , ) ( , )E x v x v p x v … .  (15) 

5. Ïðèìåíÿåìûå íàìè àïïðîêñèìàíòû Ïàäå – 
Áîðåëÿ â îáùåì ñëó÷àå èìåëè ñëåäóþùèé âèä: 

 [ ] [ ]
∞

−

= ∫
, ,

0

( , ) e ( ) .n m n mt
PB x v P xt dt   (16) 

Çäåñü P[n,
 

m](x) – àïïðîêñèìàíòû Ïàäå ïîðÿäêà n,m 
äëÿ áîðåëåâà îáðàçà èñõîäíîãî ðÿäà (2), îíè îïðå-
äåëÿþòñÿ åãî n + m + 1 ïåðâûìè êîýôôèöèåíòàìè. 
Â ýòîì ñëó÷àå òàêæå p0(v = 0) ≡ 1 è pn(v = 0) ≡ 0, 
n = 1…n + m è ïðåîáðàçîâàííûé ðÿä ïðåäñòàâëÿåòñÿ 
â âèäå 

 
+ + + +

= + χ +
[ , ]

1 1( , ) ( , ) ( , )n m

n m n m
E x v PB x v p x v … . (17) 

Âû÷èñëåíèå êîëåáàòåëüíî-
âðàùàòåëüíûõ óðîâíåé ýíåðãèè  

ìîëåêóëû H2  
 
Äëÿ ïðîâåðêè ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà GET è åãî 

ïðåäñêàçàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû 
âðàùàòåëüíîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñïåêòðà ìîëåêóë Í2 
è ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè âûñîêîòî÷íûõ ab initio 
âû÷èñëåíèé [5], â êîòîðûõ ó÷èòûâàëèñü ðåëÿòèâè-
ñòñêèå è íåaäèàáàòè÷åñêèå ïîïðàâêè. Ïîñêîëüêó â [5] 
ïðåäñòàâëåíû óðîâíè ýíåðãèè äëÿ âñåõ ñâÿçàííûõ 
ñîñòîÿíèé ìîëåêóëû, òî ýòè äàííûå ïðåäîñòàâëÿþò 
óíèêàëüíóþ âîçìîæíîñòü òåñòèðîâàíèÿ ìåòîäà ñóì-
ìèðîâàíèÿ íà ïðèìåðå êàê íèæíèõ, òàê è âûñîêî-
âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé, âïëîòü äî ýíåðãèè äèññî-
öèàöèè ìîëåêóëû. 

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû îöåíêè âêëàäîâ ñëàãàåìûõ 
ðÿäà ÒÂ â ïîëíóþ ýíåðãèþ ìîëåêóëû â îñíîâíîì 
êîëåáàòåëüíîì ñîñòîÿíèè. Âðàùàòåëüíàÿ B è öåí-
òðîáåæíûå ïîñòîÿííûå D, H, L, … áûëè îïðåäåëå-
íû ïîäãîíêîé ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. 
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Ðèñ. 1. Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âêëàäîâ ïîñòîÿííûõ öåí-
òðîáåæíîãî èñêàæåíèÿ â îáùóþ ýíåðãèþ âðàùàòåëüíûõ 
ñîñòîÿíèé Í2. Ãîðèçîíòàëüíîé ëèíèåé îáîçíà÷åíà ýíåðãèÿ 
äèññîöèàöèè, êðèâûå 1–6 ïðåäñòàâëÿþò BJ(J + 1);  
–D[J(J + 1)]2; H[J(J + 1)]3; –L[J(J + 1)]5; P[J(J + 1)]5; 
  –Q[J(J + 1)]6  
 

Äàëåå ýíåðãèÿ âðàùåíèÿ BJ(J + 1) è öåíòðîáåæíûå 
âêëàäû DJ2(J + 1)2, HJ3(J + 1)3

 è ò.ä. â îáùóþ ýíåð-
ãèþ áûëè ðàññ÷èòàíû ñ ýòèìè çíà÷åíèÿìè ñïåêòðî-
ñêîïè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ. Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî ïðè 
çíà÷åíèÿõ âðàùàòåëüíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà îêîëî 
J = 30 öåíòðîáåæíûå ïîïðàâêè ñðàâíèìû ñ ýíåðãèåé 
äèññîöèàöèè ìîëåêóëû. Â äàëüíåéøåì îïðåäåëåííûå 

òàêèì îáðàçîì âðàùàòåëüíûå è öåíòðîáåæíûå ïîñòî-
ÿííûå èñïîëüçîâàëèñü äëÿ îïðåäåëåíèÿ àïïðîêñè-
ìèðóþùèõ ôóíêöèé. 

Êàê óæå óêàçûâàëîñü âûøå, â äàííîé ñòàòüå â êà-
÷åñòâå àïïðîêñèìàíòîâ èñïîëüçîâàëèñü ðàçëè÷íûå ôóíê- 
öèè – ïðîñòåéøèå àïïðîêñèìàíòû Ïàäå P[0,1](x, v) 
(ìîäåëü P[0,1]), Ïàäå – Áîðåëÿ PÂ[1,1](x, v) (ìîäåëü 
PB[1,1]) è Ïàäå – Ýðìèòà PH[0,01](x, v) (ìîäåëü 
PH[0,0,1]), ýôôåêòèâíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïî-
ëèíîì Π2(x, v) (ìîäåëü ECP), à òàêæå ôîðìóëà 
Êðàòöåðà (7). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ïàðàìåòðû a è b 
îïðåäåëÿëèñü äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïî ôîðìóëàì (8), 
èñõîäÿ èç èçâåñòíûõ çíà÷åíèé ðàâíîâåñíîãî ðàñ-
ñòîÿíèÿ è ýíåðãèè äèññîöèàöèè (ìîäåëü Ê-1), è òàê, 
÷òîáû âîñïðîèçâîäèòü âðàùàòåëüíóþ è ïåðâóþ öåí-
òðîáåæíóþ ïîñòîÿííûå (ìîäåëü Ê-2). 

Â êàæäîì èç ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àåâ áûëî ïî-
ëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà (5). 
Äàëåå çàäà÷à ðåøàëàñü òðàäèöèîííûì äëÿ ÊÂ-
ñïåêòðîñêîïèè ñïîñîáîì. Ïàðàìåòðû ïðåîáðàçîâàí-
íîãî ðÿäà (7), pn(v = 0), îïðåäåëÿëèñü ïîäãîíêîé 
ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ê âðàùàòåëüíûì 
óðîâíÿì ýíåðãèè J ≤ 22 îñíîâíîãî êîëåáàòåëüíîãî 



 

 Âû÷èñëåíèå ÊÂ-óðîâíåé ýíåðãèè ìîëåêóëû Í2. Òåñòèðîâàíèå îáîáùåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ýéëåðà (GET) 833 
 

ñîñòîÿíèÿ. Ïðè ýòîì èñõîäíûå äàííûå – ðàñ÷åòíûå 
óðîâíè ýíåðãèè èç [5] – çàøóìëÿëèñü ñî ñëó÷àéíîé 
îøèáêîé, ðàñïðåäåëåííîé ðàâíîìåðíî â èíòåðâàëå 
–0,01–0,01 ñì–1. Äëÿ êàæäîãî àïïðîêñèìàíòà ðå-
øàëàñü îáðàòíàÿ çàäà÷à, ïîäáèðàëñÿ îïòèìàëüíûé 
íàáîð ïàðàìåòðîâ pn(v = 0) ïðåîáðàçîâàííîãî ðÿäà. 
Äëÿ ýòîãî ðàññ÷èòûâàëñÿ 68%-é äîâåðèòåëüíûé èí-
òåðâàë äëÿ êàæäîãî îïðåäåëÿåìîãî ïàðàìåòðà, íà-
õîäèëèñü ñòàíäàðòíîå è ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèÿ 
ðàññ÷èòàííûõ óðîâíåé îò èñõîäíûõ. 

Äëÿ óðîâíåé ýíåðãèè 23 < J ≤ 32 ïðîâîäèëèñü 
ïðåäñêàçàòåëüíûå ðàñ÷åòû è òàêæå îïðåäåëÿëèñü 

ñòàíäàðòíîå è ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèÿ. Àíàëèç ñî-
âîêóïíîñòè ýòèõ âåëè÷èí ïîçâîëÿë âûÿñíèòü, êàêîé 
èç âàðèàíòîâ ðàñ÷åòà (â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ïîä-
ãîíÿåìûõ ïàðàìåòðîâ) äàåò íàèëó÷øèé íàáîð ïàðà-
ìåòðîâ, íàèëó÷øèå ïîäãîíêó è ïðåäñêàçàíèÿ äëÿ 
óðîâíåé ýíåðãèè.  

Âûáîð îïòèìàëüíîé ìîäåëè îñíîâûâàëñÿ íà ñëå-
äóþùåì ïðèíöèïå: åñëè ïðè îïðåäåëåííîì ÷èñëå ïîä-
ãîíÿåìûõ ïàðàìåòðîâ ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè, ìàêñèìàëüíîé îøèáêè  

è ñðåäíåãî ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ íàèáîëåå áëèç-
êè äðóã ê äðóãó, òî äàííàÿ ìîäåëü îïèñûâàåò èñ-
õîäíûé íàáîð äàííûõ íàèëó÷øèì îáðàçîì. Â êà÷å-
ñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû êðèâûå äàííûõ 
âåëè÷èí äëÿ ìîäåëè Ê-2. Êàê âèäíî, íàèáîëåå òî÷-
íûå ðåçóëüòàòû ïî äàííîé ìîäåëè ìîæíî ïîëó÷èòü 
ïðè ÷èñëå ïîäãîíÿåìûõ ïàðàìåòðîâ N = 3. 

Îñíîâíûå äàííûå ðàñ÷åòîâ: ïàðàìåòðû pn(v = 0) 
âìåñòå ñ îöåíêàìè ïîãðåøíîñòè, ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêàÿ îøèáêà è ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå, ïðåäñòàâ-
ëåíû â òàáëèöå. 
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî ñòàíäàðòíîãî îòêëîíåíèÿ ε (1), 
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêè σ (2) è ìàêñèìàëüíîé îøèáêè 
  Δ (3) îò ÷èñëà ïîäãîíÿåìûõ ïàðàìåòðîâ (ìîäåëü Ê-2) 

 
Ïðîâåäåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî âðàùàòåëü-

íûé ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ìîëåêóëû H2 äî J = 22 
îïèñûâàåòñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì (2) äîñòàòî÷íî õî-
ðîøî ïðè èñïîëüçîâàíèè øåñòè ïîäãîíî÷íûõ ïàðà-
ìåòðîâ. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà â ýòîì ñëó÷àå 
ðàâíà 0,019 ñì–1, íàèáîëüøåå îòêëîíåíèå ñîñòàâëÿ-
åò 0,042 ñì–1, è âñå îïðåäåëÿåìûå ïàðàìåòðû ÿâëÿ-
þòñÿ äîñòîâåðíûìè. Â òî æå âðåìÿ ïðåäñêàçàòåëü-
íûé ðàñ÷åò äëÿ áîëåå âûñîêèõ óðîâíåé ýíåðãèè äà-
åò î÷åíü ïëîõîé ðåçóëüòàò: îòêëîíåíèÿ äîñòèãàþò 
809 ñì–1

 ïðè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé îøèáêå 314 ñì–1. 
  Ïðèìåíåíèå ìåòîäà GET c ðàçëè÷íûìè àïïðîê-
ñèìèðóþùèìè ôóíêöèÿìè íå âñåãäà óëó÷øàåò ïîä-
ãîíêó, íî â ëþáîì ñëó÷àå ïðåäñêàçàòåëüíûé ðàñ÷åò 
îêàçûâàåòñÿ íà ïîðÿäîê ëó÷øå. 

 

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ pn(v = 0) â (5), ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà  
è ìàêñèìàëüíàÿ ðàçíîñòü âû÷èñëåííûõ è èñõîäíûõ çíà÷åíèé óðîâíåé 

N  PB[1,1] K-1 K-2 Km P[0,1] PH[0,0,1] ECP 

0 1 2,5843(14) 1 1 1 1 1 

1 0 1,5444(13) 0 0 0 0 0 

2 0 0,9918(17) 0,000971(65) 0  0,3642(24) 0– 0 

3 0,2887(38) 0,58114(82) –0,3793(10) 0,0200(21)  –0,088(21) –0,319(68) 0 

4 0,263(10) 0,4332(54) –0,1714(57) –0,488(40)  –0,170(46) 9,39(58) 0 

5 – – –0,3403(97) 2,98(24)  – –26,1(14) 0,065(58) 

6 – – – –7,29(62) – 30,9(11) 0,71(33) 

7 – – – 8,83(55) – – 1,08(54) 

Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ è íàèáîëüøàÿ îøèáêè 
Ïîäãîíêà äî J = 22 

σ 0,042 0,024 0,012 0,009 0,036 0,074 0,015 

Δ 0,082 0,042 0,026 0,018 0,071 0,137 0,32 

Ïðåäñêàçàòåëüíûé ðàñ÷åò J > 22 

σ 2,3 7,3 9,4 14,0 15,8 63 49 

Δ 6,3 18,8 22,8 33,9 38 139 116 

Ïîäãîíêà êî âñåì óðîâíÿì ýíåðãèè äî J = 30 

Np 5 8 7 7 5 7 5 

σ 0,091 0,32 0,036 0,068 0,024 0,093 1,18 

Δ 0,34 0,57 0,063 0,13 0,056 0,15 4,59 
________________  

Ï ð è ì å ÷ à í è å . N – ïîðÿäîê ñëàãàåìîãî â (5), â ñêîáêàõ ïðèâåäåíà îöåíêà ïîãðåøíîñòè îï-
ðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà â åäèíèöàõ ïîñëåäíèõ çíà÷àùèõ öèôð; σ – ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà; Δ – 
ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà; Np – ÷èñëî ïîäãîíÿåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïàðàìåòðû, ïðèâåäåííûå áåç îöåíêè 
ïîãðåøíîñòè, áûëè ôèêñèðîâàíû. 
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Ñðåäè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âû÷èñëåíèé íàè-
ëó÷øèé ðåçóëüòàò äëÿ óðîâíåé J > 22 ïîëó÷àåòñÿ  
ñ àïïðîêñèìàíòîì PB[1,1] (16). Õîòÿ â ýòîì ñëó÷àå 
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ îøèáêà äëÿ ïîäãîíÿåìûõ 
óðîâíåé â 4 ðàçà ïðåâûøàåò óðîâåíü «çàøóìëåíèÿ» 
è ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà ñîñòàâëÿåò 0,082 ñì–1, à îøèá-
êà â ïðåäñêàçàíèè óðîâíåé ýíåðãèè áîëåå âûñîêèõ 
ñîñòîÿíèé – íàèìåíüøàÿ. Àïïðîêñèìàíò K-1 òàêæå 
äàåò âïîëíå ïðèåìëåìûå çíà÷åíèÿ óðîâíåé âûñîêèõ 
ñîñòîÿíèé, â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû a è b îïðåäå-
ëÿþòñÿ èç ýíåðãèè äèññîöèàöèè è ðàâíîâåñíîé äëè-
íû ñâÿçè. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî àïïðîêñèìàíò Ïàäå – 
Áîðåëÿ, PB[1,1], äàåò íàèëó÷øèå ïðåäñêàçàííûå 

óðîâíè, íî íåñêîëüêî õóäøèé ðåçóëüòàò ïîäãîíêè 
äëÿ óðîâíåé J ≤ 22. Èñïîëüçîâàíèå â ìåòîäå GET 
àïïðîêñèìàíòîâ Ïàäå – Ýðìèòà PH[0,0,1] èëè ýô-
ôåêòèâíîãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ECP äà-
åò íåäîñòàòî÷íî òî÷íûå ïðåäñêàçàòåëüíûå ðàñ÷åòû. 
  Áûëî òàêæå íàéäåíî, ÷òî ìîäåëü Ê-2 ñ òðåìÿ 
ïîäãîíî÷íûìè ïàðàìåòðàìè äàåò âåñüìà õîðîøèé 
ðàñ÷åò äëÿ óðîâíåé ñ J > 22 (σ = 3,35 ñì–1, ìàêñè-
ìàëüíàÿ îøèáêà 2,18 ñì–1). Îäíàêî äëÿ óðîâíåé  
ñ J ≤ 22 ðàñ÷åòíûå óðîâíè âåñüìà ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ 
îò èñõîäíûõ (σ = 0,101 ñì–1, ìàêñèìàëüíàÿ îøèáêà 
0,169 ñì–1). Íàïîìíèì, ÷òî ýòà ìîäåëü ïîëó÷åíà èç 
àïïðîêñèìàíòà Êðàòöåðà (7) ñïåöèàëüíûì âûáîðîì 
ïàðàìåòðîâ a è b. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì 
ìîäèôèöèðîâàòü îïðåäåëåííûì îáðàçîì àïïðîêñè-
ìàíò Êðàòöåðà òàê, ÷òîáû åãî ïàðàìåòðû âîñïðîèç-
âîäèëè áîëüøå ÷ëåíîâ ðÿäà ÒÂ. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ 
ôîðìóëà Êðàòöåðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëå-
äóþùåì âèäå (ìîäåëü Km): 

 ( )
+ + +

=

+ + + + +

2

0 1 2

2

0 1 2

...

1 2 ...
m

a a x a x
K x

V b b x b x

.  (18) 

Â õîäå ðàñ÷åòîâ îáíàðóæåíî, ÷òî ñ ïîìîùüþ 
ïàðàìåòðîâ à0, b0, b1 (14), îïðåäåëåííûõ òàê, ÷òî îíè 
âîñïðîèçâîäÿò âðàùàòåëüíóþ B è öåíòðîáåæíûå D- 
è H-ïîñòîÿííûå, ìîæíî äîñòè÷ü âåñüìà óäîâëåòâî-
ðèòåëüíîãî ðàñ÷åòà óðîâíåé ñ J > 22. 

Ìåòîä GET, ñ ïðåäñòàâëåííûìè âûøå àïïðîê-
ñèìàíòàìè, ïðèìåíÿëñÿ òàêæå äëÿ ïîäãîíêè êî âñåì 
óðîâíÿì ýíåðãèè îñíîâíîãî êîëåáàòåëüíîãî ñîñòîÿ-
íèÿ Í2. Ïðè ýòîì ïîäáèðàëàñü òàêàÿ òåîðåòè÷åñêàÿ 
ìîäåëü, âñå ïàðàìåòðû êîòîðîé ñòàòèñòè÷åñêè äîñòî-
âåðíû. Ïîëèíîìèàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, êàê ñëåäî-
âàëî îæèäàòü, íå äàåò óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðåçóëü-
òàòà – äëÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ óðîâíåé òðåáóåòñÿ ñòîëüêî 
æå ïàðàìåòðîâ, ñêîëüêî èñïîëüçóåòñÿ èñõîäíûõ 
äàííûõ. Â òî æå âðåìÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà Ýéëåðà 
ñ ëþáûì àïïðîêñèìàíòîì äàåò óðîâíè ýíåðãèè, çíà-
÷èòåëüíî ëó÷øå ñîâïàäàþùèå ñ èñõîäíûìè ïðè íå-
áîëüøîì ÷èñëå ïàðàìåòðîâ. Íàèëó÷øàÿ ïîäãîíêà 
ïîëó÷àåòñÿ ïðè èñïîëüçîâàíèè àïïðîêñèìàíòà Êðàò-
öåðà Ê-2 è àïïðîêñèìàíòà Ïàäå P[0,1]. Äëÿ ýòèõ 
ìîäåëåé ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ñîñòàâëÿåò 0,063 
è 0,056 ñì–1 ñîîòâåòñòâåííî, à ñòàíäàðòíîå îòêëî-
íåíèå σ = 0,036 è 0,025 ñì–1 ïðè èñïîëüçîâàíèè 7  
è 5 ïîäãîíî÷íûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ äðóãèõ àïïðîêñè-
ìàíòîâ (äàííûå ïðèâåäåíû â òàáëèöå) ïîäãîíêà îêà-
çûâàåòñÿ õóæå. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðåíà ïðîñòåéøàÿ ñè-
òóàöèÿ – âðàùàòåëüíûé ýíåðãåòè÷åñêèé ñïåêòð ìî-
ëåêóëû Í2, è íà ïðèìåðå ýòîãî ñïåêòðà ïðîâåäåíî 
òåñòèðîâàíèå ìåòîäà GET. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðå-
çóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ðàçëè÷íûõ àïïðîêñèìèðóþùèõ 
ôóíêöèé. Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû òèïè÷íûì äëÿ ÊÂ-
ñïåêòðîñêîïèè ñïîñîáîì – ÷àñòü óðîâíåé èñïîëüçî-
âàíà â ïîäãîíêå ïàðàìåòðîâ òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè, 
êîòîðàÿ ïðèìåíÿëàñü äàëåå äëÿ âû÷èñëåíèÿ áîëåå 
âûñîêèõ âðàùàòåëüíûõ ñîñòîÿíèé, âïëîòü äî ýíåðãèè 
äèññîöèàöèè. Â êà÷åñòâå èñõîäíûõ äàííûõ èñïîëü-
çîâàí ïîëíûé íàáîð óðîâíåé, ïîëó÷åííûé â ðåçóëü-
òàòå âûñîêîòî÷íîãî ab initio ðàñ÷åòà. Ýòè ýíåðãåòè-
÷åñêèå óðîâíè áûëè «çàøóìëåíû» ñ òèïè÷íîé äëÿ 
èçìåðåíèé ñëó÷àéíîé îøèáêîé 0,01 ñì–1. 

 

Çàêëþ÷åíèå 

 
Ïðåäñòàâëåííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäå-

ëàòü äâà âûâîäà. Âî-ïåðâûõ, â ðàìêàõ òðàäèöèîí-
íîãî ïîëóýìïèðè÷åñêîãî ïîäõîäà òåîðèè ÊÂ-ñïåêòðîâ 
ìîëåêóë îáîáùåííîå ïðåîáðàçîâàíèå Ýéëåðà ïîçâî-
ëÿåò èñïîëüçîâàòü â ðàñ÷åòàõ âðàùàòåëüíûõ ýíåðãå-
òè÷åñêèõ óðîâíåé ìîëåêóë ïðîñòåéøèå àïïðîêñèìàíòû, 
äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîòîðûõ íå òðåáóåòñÿ âû÷èñëåíèé  

â âûñîêèõ ïîðÿäêàõ ÒÂ. Âî-âòîðûõ, ïðèìåíåíèå ýòî-
ãî ìåòîäà, ïðè óñëîâèè óäà÷íîãî âûáîðà àïïðîêñè-
ìàíòà, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëü-
íîå ïðåäñêàçàíèå äëÿ óðîâíåé, íå èñïîëüçîâàííûõ  
â ïîäãîíêå ïàðàìåòðîâ òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè. 

Âàæíî òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äèàïàçîí óðîâíåé 
ýíåðãèè, èñïîëüçîâàííûõ â ðàñ÷åòàõ, âåñüìà øèðî-
êèé: îò 0 äî 34000 ñì–1, è âåñü äèàïàçîí ýíåðãèé 
îïèñûâàåòñÿ òîëüêî äâóìÿ ïàðàìåòðàìè (â ñëó÷àå 
àïïðîêñèìàíòà Ïàäå – Áîðåëÿ) ñ íàèáîëüøåé îøèá-
êîé 6,3 ñì–1 äëÿ ñîñòîÿíèÿ J = 31 âáëèçè ýíåðãèè 
äèññîöèàöèè. Òàêàÿ òî÷íîñòü âïîëíå ñðàâíèìà ñ ðå-
çóëüòàòàìè «ãëîáàëüíûõ» âàðèàöèîííûõ ðàñ÷åòîâ. 
Î÷åâèäíî, ÷òî îïðåäåëÿåìûå â ðåçóëüòàòå ïîäãîíêè 
ïàðàìåòðû òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè âêëþ÷àþò áîëü-
øèå ïî âåëè÷èíå àíãàðìîíè÷åñêèå äîáàâêè, öåíòðî-
áåæíîå èñêàæåíèå, à òàêæå áîëåå òîíêèå ýôôåêòû, 
îáóñëîâëåííûå íåàäèàáàòè÷åñêèìè âçàèìîäåéñòâèÿ-
ìè è ðåëÿòèâèñòñêèìè ïîïðàâêàìè.  

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ìîëîäåæíûì ãðàíòîì ÑÎ 

ÐÀÍ ïî ïðèîðèòåòíûì íàïðàâëåíèÿì íàóêè ïî òåìå 
«Ðàçðàáîòêà ñïîñîáîâ ñóììèðîâàíèÿ ðÿäîâ â ìåòîäå 
ýôôåêòèâíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ» è ïðîãðàììîé ÐÀÍ 

¹ 2.10.1 «Îïòè÷åñêàÿ ñïåêòðîñêîïèÿ è ñòàíäàðòû 
÷àñòîòû». 
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A.D. Bykov, K.V. Kalinin, T.V. Kruglova. Calculation of vibrational-rotational energy levels of Í2 
molecule. Testing the General Euler transformation (GET). 

The summation method of the divergent series, known as «General Euler transformation» and applied to 
the simple case – calculation of the perturbation theory series for two-atomic molecule H2 is considered. In cal-
culations following kinds of the approximants were used: the expression for energy levels of the Kratcer oscilla-
tor; Pade, Pade – Borel and Pade – Hermitt approximants; effective characteristic polynomials. The computa-
tions were made for the ground state energy level. Comparisons of obtained results with the fitting data were 
conducted and predictions were made for energy levels that were not used in the fitting. 

 


