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Îïèñàíà âû÷èñëèòåëüíàÿ ñõåìà ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ çàäà÷ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ 
â àòìîñôåðå ñ ó÷åòîì ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ è îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè äëÿ èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ ðàç-
ëè÷íîé ïðèðîäû. Ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ðåàëèçàöèè äàííîãî ïðèáëèæåíèÿ â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà ðàññåÿíèÿ 
òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ íà àýðîçîëüíûõ îáðàçîâàíèÿõ â àòìîñôåðå, ïðåäëîæåíû óïðîùåíèÿ è ïðèáëèæåíèÿ, 
ïîçâîëÿþùèå ïîëó÷àòü â óêàçàííîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû. 

 

Ââåäåíèå 
 

Â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì âûñîêîòî÷íûõ ïðèáîðîâ, 
ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ èçìåðåíèé èíòåíñèâíîñòè òåï-
ëîâîãî èçëó÷åíèÿ àòìîñôåðû è ïîâåðõíîñòè â èí-
ôðàêðàñíîé (ÈÊ) è ìèêðîâîëíîâîé (ÌÊÂ) îáëàñ-
òÿõ ñïåêòðà, âñòàåò çàäà÷à àäåêâàòíîãî, ñòîëü æå 
òî÷íîãî ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 
âûõîäíûõ äàííûõ óêàçàííûõ ïðèáîðîâ. Â ÷àñòíî-
ñòè, íàèáîëåå àêòóàëüíî òàêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðè 
ðåøåíèè çàäà÷ èíòåðïðåòàöèè äèñòàíöèîííûõ èç-
ìåðåíèé, îöåíêè èõ èíôîðìàòèâíîñòè îòíîñèòåëüíî 
ïàðàìåòðîâ àòìîñôåðû è ïîâåðõíîñòè è äðóãèõ èñ-
ñëåäîâàíèé, ñâÿçàííûõ ñ ðåøåíèåì îáðàòíûõ çàäà÷ 
àòìîñôåðíîé îïòèêè. Âàæíûì ýòàïîì ïîâûøåíèÿ 
àäåêâàòíîñòè àëãîðèòìîâ ìîäåëèðîâàíèÿ èçìåðåíèé 
ÿâëÿåòñÿ ó÷åò ìíîãîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ 
àòìîñôåðíûìè  àýðîçîëÿìè, îáëàêàìè  è  îñàäêàìè.  

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ çàäà÷ó ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà 
ïîëÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ â ãîðèçîíòàëüíî îäíî-
ðîäíîé ïëîñêîé ïàðàëëåëüíîé àòìîñôåðå ìîæíî 
ñ÷èòàòü ðåøåííîé [1–3]. Îäíàêî áîëüøèíñòâî ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ èçëàãàþòñÿ ëèøü äëÿ òðàäèöèîí-
íûõ çàäà÷ ïåðåíîñà ðàññåÿííîãî ñîëíå÷íîãî èçëó-
÷åíèÿ, ïîýòîìó èõ íåïðîñòî àäàïòèðîâàòü ê ÈÊ-  
è ÌÊÂ-îáëàñòÿì, ãäå èñòî÷íèêîì èçëó÷åíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ êàæäûé ýëåìåíòàðíûé îáúåì àòìîñôåðû. Ïî 
ìíåíèþ àâòîðà, â óêàçàííûõ ñïåêòðàëüíûõ îáëàñ-
òÿõ ìîæåò áûòü âîñòðåáîâàí îäèí èç ñòàðåéøèõ è 
ïðîñòåéøèõ ìåòîäîâ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ – 
ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Îí, ïîìèìî 
ïðîñòîòû ðåàëèçàöèè, î÷åíü óäîáåí â èññëåäîâà-
òåëüñêèõ çàäà÷àõ òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò íåïîñðåäñò-
âåííî îïðåäåëèòü, èç êàêèõ ýëåìåíòàðíûõ êîìïî-
íåíò ôîðìèðóåòñÿ èçìåðÿåìîå èçëó÷åíèå, è îöåíèòü 
âêëàä â íåãî êàæäîé èç íèõ. Èçâåñòíûì íåäîñòàò-
êîì ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííàÿ ñõîäèìîñòü â ñëó-
÷àå ñëàáîãî ïîãëîùåíèÿ èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå, 
îäíàêî êàê ðàç â ÈÊ- è ÌÊÂ-îáëàñòÿõ ñïåêòðà, ãäå 
âñåãäà èìååòñÿ äîñòàòî÷íîå ìîëåêóëÿðíîå ïîãëîùå-

íèå, ýòîò íåäîñòàòîê íåñóùåñòâåí. Çàìåòèì, ÷òî ïðè 
àäàïòàöèè ìåòîäà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé 
ê êîíêðåòíûì ïðèêëàäíûì çàäà÷àì ñêîðîñòü åãî ðà-
áîòû, ïóòåì ïðèìåíåíèÿ ïðîñòåéøèõ âû÷èñëèòåëü-
íûõ ïðèåìîâ, êîòîðûå áóäóò óïîìÿíóòû âî âòîðîé 
÷àñòè ñòàòüè, ìîæåò áûòü óâåëè÷åíà â äåñÿòêè ðàç. 
 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 
 
 Èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, èçìåðÿåìàÿ ïðèáî-

ðîì, îïðåäåëÿåòñÿ ñâåðòêîé ìîíîõðîìàòè÷åñêîé 
èíòåíñèâíîñòè ñ àïïàðàòíîé ôóíêöèåé ïðèáîðà. 
Ïîñêîëüêó ïîñëåäíÿÿ ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíîé, çàäà÷à 
ñâîäèòñÿ ê ðàñ÷åòó èíòåíñèâíîñòè â ìîíîõðîìàòè-
÷åñêîì ñëó÷àå äëÿ çàäàííîé ÷àñòîòû (èëè äëèíû 
âîëíû, âîëíîâîãî ÷èñëà) ν. Ãåîìåòðè÷åñêè ìîíî-
õðîìàòè÷åñêàÿ èíòåíñèâíîñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ âû-
ñîòîé èçìåðåíèÿ z íàä çåìíîé ïîâåðõíîñòüþ, íà-
äèðíûì óãëîì ϑ è àçèìóòîì âèçèðîâàíèÿ ϕ (íàäèð-
íûé óãîë âèçèðîâàíèÿ ìåíÿåòñÿ îò 0° ïðè âèçèðî-
âàíèè â íàäèð äî 180° ïðè âèçèðîâàíèè â çåíèò). 
Àçèìóò âèçèðîâàíèÿ îòñ÷èòûâàåòñÿ â ïëîñêîñòè 
ãîðèçîíòà îò ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ 
(ìåíÿåòñÿ îò 0 äî 360°). 

Äëÿ àòìîñôåðû Çåìëè áóäåì èñïîëüçîâàòü 
ïëîñêóþ, ãîðèçîíòàëüíî îäíîðîäíóþ ìîäåëü ñ íèæ-
íåé z0 è âåðõíåé z∞ ãðàíèöàìè. Äëÿ íà÷àëà ðàñ-
ñìîòðèì ïðèáëèæåíèå íåïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷å-
íèÿ. Áóäåì ñ÷èòàòü çàäàííûìè äëÿ ÷àñòîòû ν âñå 
óïîìèíàåìûå íèæå îïòè÷åñêèå ïàðàìåòðû àòìîñôå-
ðû è ïîâåðõíîñòè (îáúåìíûå êîýôôèöèåíòû îñëàá-
ëåíèÿ, ïîãëîùåíèÿ è ò.ä.).  

 

Ïåðåíîñ èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå 
 
Âû÷èñëåíèå  ìîíîõðîìàòè÷åñêîé èíòåíñèâíî-

ñòè îñíîâàíî íà óðàâíåíèÿõ òåîðèè ïåðåíîñà èçëó-
÷åíèÿ è èõ ðåøåíèÿõ [1–4]. Åñëè ïðîöåññ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òîëüêî åãî 
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îñëàáëåíèåì, òî èñêîìàÿ èíòåíñèâíîñòü ïðè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè èçëó÷åíèÿ îò íà÷àëüíîé âûñîòû z1 äî 
êîíå÷íîé z2 îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì Áóãåðà 

 2 1 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , )I z I z P z zν ϑ ϕ = ν ϑ ϕ ν ϑ . (1) 

Çäåñü  

 
2

1

1 2

1
( , , , ) exp ( , )

cos

z

z

P z z z dz

 
 ′ ′ν ϑ = − α ν
 ϑ
 

∫  

 – ôóíêöèÿ ïðîïóñêàíèÿ, ãäå α(ν, z) – îáúåìíûé 
êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ (âîçäóõà). Ââîäèòñÿ òàê-
æå ïîíÿòèå îïòè÷åñêîé ãëóáèíû τ, ñîîòâåòñòâóþùåé 

âûñîòå z. Ïî îïðåäåëåíèþ [1, 2] τ (ν, z) = 

( , )

z

z

z dz

∞

′ ′= α ν∫ . Âåëè÷èíà τ0(ν) = τ (ν, z0) åñòü îïòè-

÷åñêàÿ òîëùèíà âñåé àòìîñôåðû. 
Â ñëó÷àå ïåðåíîñà òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ àòìî-

ñôåðû áåç ó÷åòà ðàññåÿíèÿ â óñëîâèÿõ ëîêàëüíîãî 
òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ (ËÒÐ) ìåæäó èç-
ëó÷åíèåì è âåùåñòâîì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà 
èìååò èçâåñòíûé âèä 
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ãäå κ(ν, z) – îáúåìíûé êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ; 
B

e
(ν, T) – ôóíêöèÿ Ïëàíêà, çàâèñÿùàÿ îò ÷àñòîòû 

èçëó÷åíèÿ è òåìïåðàòóðû âîçäóõà (B
e(ν, T) = 

= 2hν3/c2[exp (hν/kT) – 1]. Çäåñü h  – ïîñòîÿííàÿ 

Ïëàíêà; k  – ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà; c  – ñêîðîñòü 
ñâåòà). Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (2) ìîæíî çàïè-
ñàòü â òðàäèöèîííîé, óäîáíîé äëÿ âû÷èñëåíèé 
ôîðìå ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè 
ïðîïóñêàíèÿ: 
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– «îòäåëüíûå» ôóíêöèè ïðîïóñêàíèÿ äëÿ ïðîöåñ-
ñîâ ðàññåÿíèÿ è ïîãëîùåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. 

Ïðè íàëè÷èè ðàññåÿíèÿ â óñëîâèÿõ ËÒÐ ñ ó÷å-
òîì ïåðåõîäà ê êîîðäèíàòàì η = cos ϑ è îïòè÷åñêîé 
ãëóáèíå τ óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ïðèíèìàåò 
âèä [1, 2, 4]: 
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ω0(ν, τ) = σ(ν, τ) / α(ν, τ) = σ(ν, τ) / [σ(ν, τ) + κ(ν, τ)] 

– àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ, ãäå σ(ν, τ) – îáú-
åìíûé êîýôôèöèåíò ðàññåÿíèÿ; x(ν, τ, χ) – èíäèêàò-
ðèñà ðàññåÿíèÿ, çàâèñÿùàÿ îò êîñèíóñà óãëà ðàñ-
ñåÿíèÿ χ, íîðìèðóåìàÿ ïî óñëîâèþ  
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  χ = ηη′  + 2 2(1 )(1 ( ) )′− η − η cos (ϕ – ϕ′). 
 

Èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ 
 

 Èñòî÷íèêàìè â ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå çàäà÷ 
ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå ìîãóò áûòü: èñ-
òî÷íèêè íà âåðõíåé ãðàíèöå àòìîñôåðû – èçëó÷å-
íèå, ïðèõîäÿùåå íà Çåìëþ èç êîñìîñà, â ÷àñòíîñòè 
ñîëíå÷íîå; èñòî÷íèêè íà íèæíåé ãðàíèöå àòìîñôå-
ðû – òåïëîâîå èçëó÷åíèå ïîâåðõíîñòè è èçëó÷åíèå, 
îòðàæåííîå îò ïîâåðõíîñòè; èñòî÷íèêè âíóòðè àò-
ìîñôåðû – òåïëîâîå èçëó÷åíèå êàæäîãî ýëåìåíòàð-
íîãî îáúåìà âîçäóõà. Îò ïîëÿ èçëó÷åíèÿ â àòìî-
ñôåðå çàâèñèò îòðàæåííîå îò ïîâåðõíîñòè èçëó÷å-
íèå, âñå ïðî÷èå èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ îò íåãî íå 
çàâèñÿò. 

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàñ÷åòà ïîëÿ 
èçëó÷åíèÿ áåç ó÷åòà îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè.  
Â ýòîì ñëó÷àå èíòåíñèâíîñòü âñåõ èñòî÷íèêîâ èç-
âåñòíà. Ïî ñîîáðàæåíèÿì ïðîñòîòû è óäîáñòâà ââî-
äÿò ôóíêöèþ èñòî÷íèêîâ B(ν, τ, η, ϕ), íàõîäÿùèõ-
ñÿ íà îïòè÷åñêîé ãëóáèíå τ è èçëó÷àþùèõ â íà-
ïðàâëåíèè (η, ϕ). Èìè ñîãëàñíî [1, 4] ÿâëÿþòñÿ  
âñå ÷ëåíû, îòëè÷íûå îò èíòåíñèâíîñòè, â ïðàâîé 
÷àñòè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, çàïèñàííîãî â êîîðäèíà-
òàõ îïòè÷åñêîé ãëóáèíû (4). Ïðè ýòîì ðàçäåëÿþò 
ôóíêöèþ èñòî÷íèêîâ íà ñëàãàåìûå, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ðàçíûì òèïàì èñòî÷íèêîâ.  

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ èñ-
õîäíîãî èçëó÷åíèÿ, ò.å. áåç ó÷åòà âêëàäà â íèõ ðàñ-
ñåÿííîãî èçëó÷åíèÿ, îáîçíà÷èâ èõ B0(ν, τ, η, ϕ). 
Äëÿ òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ â óñëîâèÿõ ËÒÐ ýòî ïî 
(4) ñðàçó æå äàåò 

 0 0 e( , , , ) [1 ( , )] [ , ( )].B B Tν τ η ϕ = − ω ν τ ν τ  (5) 

Ïîñëå ââåäåíèÿ ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ ëåãêî ïîëó-
÷èòü ñîîòíîøåíèå, ñì., íàïðèìåð, [1]: 
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ãäå τ(η) = τ0, åñëè η > 0; ( ) 0τ η = , åñëè 0η < . Äëÿ 

èñòî÷íèêà, íàõîäÿùåãîñÿ íà îïòè÷åñêîé ãëóáèíå τ′  
è õàðàêòåðèçóþùåãîñÿ èíòåíñèâíîñòüþ èçëó÷åíèÿ 
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I0(ν, η, ϕ), ñîîòíîøåíèå (6) äîëæíî ïåðåõîäèòü  
â çàêîí Áóãåðà (1), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî 

 0 0( , , , ) ( , , ) | | ( )B I ′ν τ η ϕ = ν η ϕ η δ τ − τ , (7) 

ãäå δ(τ – τ′) – äåëüòà-ôóíêöèÿ. Òàêèì îáðàçîì, 
ïðè îòñóòñòâèè îòðàæåíèÿ ôóíêöèÿ  B0(ν, τ, η, ϕ) 
ïî (5), (7) îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ òèïîâ èñòî÷íèêîâ 
(êàê òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, òàê è, íàïðèìåð, èñòî÷-
íèêîâ íà ãðàíèöàõ àòìîñôåðû). 

Â ñèëó ëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà (4) äëÿ 
ïðîèçâîëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêîâ èñêîìîå 
ïîëå èçëó÷åíèÿ ìîæíî íàéòè êàê [1, 4]: 

 I(ν, τ, η, ϕ) = 

 
0 1 2

0

0 1 0

( , , , , , ) ( , , , )d d d T B

τ π

−

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= τ η ϕ ν τ η ϕ τ η ϕ ν τ η ϕ∫ ∫ ∫ , (8) 

ãäå ñâÿçü èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ I(ν, τ, η, ϕ)  
ïðè ëþáûõ (ïðîèçâîëüíûõ) êîîðäèíàòàõ (τ, η, ϕ), 
äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè èñòî÷íèêà B0(ν, τ′ , η′ , ϕ′) 
ïðè ôèêñèðîâàííûõ (íî îïÿòü æå ïðîèçâîëüíûõ) 
êîîðäèíàòàõ (τ′ , η′ , ϕ′) ôîðìàëüíî çàïèñàíà â âèäå 
I(ν, τ, η, ϕ) = T (ν, τ, η, ϕ, τ′ , η′ , ϕ′)  B0 

(ν, τ′ , η′ , ϕ′). 
Ñîîòíîøåíèå (8) ìîæíî êîìïàêòíî ïåðåïèñàòü  
â îïåðàòîðíîì âèäå 0=I TB , ãäå I  è 0B  – èíòåí-

ñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ è ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà, T  – 
ëèíåéíûé îïåðàòîð ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (äåéñòâèå 
ëèíåéíîãî îïåðàòîðà íà ôóíêöèþ, ñì. [5], ñèìâî-
ëè÷åñêè çàïèñûâàåòñÿ êàê ïðîèçâåäåíèå; ïî îïðå-
äåëåíèþ =G AF  ðàâíîñèëüíî  

 ( ) ( , ) ( )

b

a

g x a x x f x dx′ ′ ′= ∫ ,  

îòêóäà äëÿ ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðîâ =C AB ñëåäóåò 

 ( , ) ( , ) ( , ) ,

b

a

c x x a x x b x x dx′ ′′ ′′ ′ ′′= ∫  

ñòåïåíü îïåðàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê 1n n−=A AA , 
1 =A A ). 

Ïðè îòñóòñòâèè ðàññåÿíèÿ, îáîçíà÷àÿ äàëåå 
äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âñå âåëè÷èíû ñ èíäåêñîì «íîëü», 
èç (6) î÷åâèäíî èìååì 

 0 0 0,=I T B  (9) 

ãäå 

 0

1
( , , , , , , ) ( , , , ) ( ) ( )T P′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ν τ η ϕ τ η ϕ = − ν τ τ η δ η − η δ ϕ − ϕ

′η
, 

åñëè η′  > 0, τ′  ≥ τ  èëè η′  < 0 è τ′  ≤ τ; 

 0( , , , , , , ) 0T ′ ′ ′ν τ η ϕ τ η ϕ = , åñëè η′ > 0 è τ′ < τ   
 èëè η′ < 0 è τ′ > τ (10) 

– îïåðàòîð ïåðåíîñà ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ. 
Ñëîæíîñòü ó÷åòà ðàññåÿíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî 

â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (6) óæå íå ÿâëÿåòñÿ ðå-
øåíèåì, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà ñàìà çàâè-
ñèò îò èñêîìîé èíòåíñèâíîñòè [÷ëåí ñ èíòåãðàëîì  

â (4)]. Ñòàíäàðòíûì ïðèåìîì [4] ïðè ó÷åòå ðàññåÿ-
íèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëåíèå ïðÿìîãî è äèôôóçíîãî, 
ò.å. èñïûòàâøåãî õîòÿ áû îäíî ðàññåÿíèå, èçëó÷å-
íèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâëåíèå èñêîìîé èíòåí-
ñèâíîñòè â âèäå ñóììû  

 I(ν, τ, η, ϕ) = I0(ν, τ, η, ϕ) + In(ν, τ, η, ϕ), 

ãäå I
n(ν, τ, η, ϕ) – èíòåíñèâíîñòü ðàññåÿííîãî èç-

ëó÷åíèÿ (èñêëþ÷èòåëüíî ðàññåÿííîãî áåç ïðÿìîãî  
è îòðàæåííîãî îò ïîâåðõíîñòè) äàåò óðàâíåíèå ïå-
ðåíîñà äëÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ, èç êîòîðîãî 
ñëåäóåò èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè èñ-
òî÷íèêîâ [1, 2, 4]: 

 B
n
(ν, τ, η, ϕ) = 

1 2

0

1 0

( , )
( , , )

4

d
d x

π

−

′ω ν τ η ′ϕ ν τ χ ×
′π η∫ ∫

 

 0

( ')

[ ( , , , ) ( , , , )] ( , , , ).
n

d B B P

τ

τ η

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′× τ ν τ η ϕ + ν τ η ϕ ν τ τ η∫  (11) 

×àñòî â ïðèêëàäíûõ ðàñ÷åòàõ, íàîáîðîò, îïåðèðóþò 
ñ èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì äëÿ èíòåíñèâíîñòè èç-
ëó÷åíèÿ [3]. Åãî ðåøåíèå ñðàçó äàåò èñêîìóþ âåëè-
÷èíó, îäíàêî âìåñòî 0B  óðàâíåíèå ñîäåðæèò èí-

òåíñèâíîñòü ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ 0I . Ïîñêîëüêó åå 

òðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü íà âñåé êîîðäèíàòíîé ñåòêå, 
îáúåì âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåòñÿ áîëüøå, ÷åì ïðè èí-
òåãðèðîâàíèè ïî (6) ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ óæå 
òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åííîãî ÷èñëà òðåáóåìûõ êîîð-
äèíàò. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî ñõåìà ñ ðàñ÷å-
òîì äëÿ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ èìåííî ôóíêöèè 
èñòî÷íèêîâ áîëåå ýêîíîìè÷íà.  
 

Ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ  
ïðèáëèæåíèé 

  

Óðàâíåíèå (11) – èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå 
Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà, â îïåðàòîðíîé ôîðìå 

 1 1 0n n
= +B TB TB , (12) 

ãäå  

 0

1

( , )
( , , , , , , ) ( , , ) ( , , , )

4 '
T x P

ω ν τ′ ′ ′ ′ ′ν τ η ϕ τ η ϕ = ν τ χ ν τ τ η
πη

,  

åñëè η′  > 0 è τ′  ≥ τ  èëè η′  < 0 è τ′  ≤ τ; 

 1( , , , , , , ) 0T ′ ′ ′ν τ η ϕ τ η ϕ = , åñëè η′  > 0 è τ′  < τ   
 èëè η′  < 0 è τ′  > τ (13) 

– îïåðàòîð ïåðåíîñà îäíîêðàòíî ðàññåÿííîãî èçëó-
÷åíèÿ. Ôîðìàëüíûì ðåøåíèåì èíòåãðàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà (12) ÿâëÿåòñÿ ðÿä 
Íåéìàíà 

 2 3

1 0 1 0 1 0 ...

n
= + + +B TB T B T B  . (14) 

Ðÿä (14) èçâåñòåí êàê ðàçëîæåíèå ôóíêöèè èñòî÷-
íèêîâ ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ïî êðàòíîñòè ðàññåÿ-
íèÿ. Íà ïðàêòèêå ðàçëîæåíèå (14) ðåàëèçóåòñÿ êàê 
ðåêóððåíòíàÿ ñõåìà âû÷èñëåíèé – ìåòîä ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. 
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Ó÷åò îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè 
 

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïðîöåññ îòðàæåíèÿ èçëó÷å-
íèÿ îò ïîâåðõíîñòè Çåìëè. Â îáùåì ñëó÷àå åãî 
ìîæíî çàäàòü â âèäå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èíòåíñèâ-
íîñòÿìè ïàäàþùåãî íà ïîâåðõíîñòü èçëó÷åíèÿ 
I(ν, τ0, η, ϕ) ïðè η < 0 è îòðàæåííîãî îò ïîâåðõíî-
ñòè èçëó÷åíèÿ I(ν, τ0, η, ϕ) ïðè η > 0. Îáîçíà÷èì 

ñëó÷àé η < 0 êàê 0( , , , )I
↓ ν τ η ϕ , à ñëó÷àé η > 0 êàê 

0( , , , )I
↑ ν τ η ϕ . Ñâÿçü ìåæäó íèìè çàïèøåòñÿ â âèäå 

ôîðìàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ 

 0( , , , )I
↑η ν τ η ϕ =  

 
2 0

0

0 1

( , , , ) ( , , , ) .d R I d

π
↓

−

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= − ϕ η ν η η ϕ − ϕ ν τ η ϕ η∫ ∫  (15) 

Ôóíêöèÿ R(ν, η, η′ , ϕ – ϕ′) õàðàêòåðèçóåò 
ïðîöåññ îòðàæåíèÿ, âûðàæàÿ èíòåíñèâíîñòü èçëó-
÷åíèÿ, îòðàæåííîãî îò ïîâåðõíîñòè â íàïðàâëåíèè 
(η, ϕ) ÷åðåç èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ, ïàäàþùåãî èç 
íàïðàâëåíèÿ (η′ , ϕ′). Òàê, äëÿ èäåàëüíîãî çåðêàëü-
íîãî îòðàæåíèÿ  

R(ν, η, η′ , ϕ – ϕ′) = r (ν, –η′) δ(η – (–η′))δ(ϕ – ϕ′), 

ãäå r (ν, –η′) = r (ν, η) – êîýôôèöèåíò îòðàæåíèÿ, 
âû÷èñëÿåìûé ïî ôîðìóëàì Ôðåíåëÿ, ñì., íàïðè-
ìåð, [6, 7]. Äëÿ èçîòðîïíîãî îòðàæåíèÿ  

 
( )

( , , , ) ,
A

R
ν′ ′ν η η ϕ − ϕ = η

π
 

ãäå A(ν) – ñïåêòðàëüíîå àëüáåäî ïîâåðõíîñòè.  
Â îïåðàòîðíîì âèäå ñîîòíîøåíèå (15) çàïèøåòñÿ êàê 

 ,0 1r
=B R I , (16) 

ãäå I  – èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ äî îòðàæåíèÿ; 

,0r
B  – äîïîëíèòåëüíûå ôóíêöèè èñòî÷íèêîâ, âîç-

íèêàþùèå âñëåäñòâèå îòðàæåíèÿ; 1R  – îïåðàòîð 

îäíîêðàòíîãî îòðàæåíèÿ: 

 1( , , , , , , )R ′ ′ ′ν τ η ϕ τ η ϕ =  

 0 0( , , , ) ( ) ( ),R′ ′ ′ ′= −η ν η η ϕ − ϕ δ τ − τ δ τ − τ  

åñëè η > 0  è  η′  < 0; 

 1( , , , , , , ) 0,R ′ ′ ′ν τ η ϕ τ η ϕ =   

åñëè η < 0  è  η′  > 0.  (17) 
Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò îòðàæåíèÿ ñâîäèòñÿ ê ïå-

ðåñ÷åòó ôóíêöèé èñòî÷íèêîâ ïî (16), â ðåçóëüòàòå 
÷åãî âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå èñòî÷íèêè íà ïî-
âåðõíîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå íàëè÷èÿ ðàññåÿíèÿ ýòè 
èñòî÷íèêè âíîâü èçìåíÿþò èíòåíñèâíîñòü èçëó÷å-
íèÿ, ïàäàþùåãî íà ïîâåðõíîñòü, ÷òî äàåò èòåðàöè-
îííûé ðÿä, èçâåñòíûé êàê âû÷èñëåíèå èñêîìîé 
èíòåíñèâíîñòè ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé îòðàæåíèÿ: 

 2 3

0 1 0 1 0 1 0 0( ( ) ( ) ( ) ...)= + + + +I T T R T T R T T R T T B , (18) 

ãäå 

 2 3

1 1 1 ...= + + + +T 1 T T T  (19) 

– îïåðàòîð ïåðåíîñà ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ áåç 
ó÷åòà îòðàæåíèÿ; 0B  – ðàñïðåäåëåíèå èñõîäíûõ 

èñòî÷íèêîâ èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå.  
Â ïëàíå ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ óäîáíî 

ïîäñòàâèòü (19) â (18), ââåäÿ 2 3

1 1 1 ...
s

= + + +T T T T  

– îïåðàòîð ïåðåíîñà ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ áåç 
ó÷åòà îòðàæåíèÿ è ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ, è ó÷åñòü, ÷òî 
èç ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ îïåðàòîðîâ 1R  è 0T  (17) 

è (10) ñëåäóåò 1 0 1 0 =R T R T 0, ÷òî ïðè 2n ≥  äàåò 

ñîîòíîøåíèå  

 1

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0( ) ( )n n

s s s

−+ = +R T R T T R T T R T R T T ,  

îòêóäà  

 0 1 0 0 0 1 0 0( ) ( )
s

= + + + +I T 1 R T B T 1 R T T B  

 2

0 1 0 1 0 1 0 0( ( ) ...)
s s

+ + + +T R T T R T T R T B  

 2

0 1 0 1 0 1 0 0( ( ) ...) .
s s s

+ + +T R T T R T T R T T B  (20) 

×åòûðå ñëàãàåìûõ â ôîðìóëå äëÿ èíòåíñèâíî-
ñòè (20) èìåþò ÷åòêèé ôèçè÷åñêèé ñìûñë: ïåðâîå – 
âêëàä ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ ñ ó÷åòîì îäíîêðàòíîãî 
îòðàæåíèÿ, âòîðîå – âêëàä ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ 
ñ ó÷åòîì îäíîêðàòíîãî îòðàæåíèÿ, òðåòüå – âêëàä 
ìíîãîêðàòíûõ îòðàæåíèé îò îòðàæåííîãî è ðàññå-
ÿííîãî ïðÿìîãî èçëó÷åíèÿ, ÷åòâåðòîå – âêëàä ìíî-
ãîêðàòíûõ îòðàæåíèé îò ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ. 
Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå äâà âêëàäà îáû÷íî äîñòà-
òî÷íî ìàëû è â ðÿäå ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìîãóò íå 
ïðèíèìàòüñÿ âî âíèìàíèå. Ðàçäåëåíèå â (20) ïðÿ-
ìîãî è ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ ïîçâîëÿåò ñíÿòü íå-
êîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ, íàëîæåííûå ïðè ïîñòàíîâêå 
çàäà÷è, ïîñêîëüêó ðàñ÷åò òîëüêî ïðÿìîãî èçëó÷å-
íèÿ ïî (3), (9) ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí, íàïðèìåð, 
äëÿ ñôåðè÷åñêîé ìîäåëè àòìîñôåðû. 

 

Îñîáåííîñòè ó÷åòà ðàññåÿíèÿ  
â çàäà÷àõ ÈÊ- è ÌÊÂ-äèàïàçîíîâ 

 

Â ýòèõ îáëàñòÿõ ñïåêòðà îñíîâíûì èñòî÷íèêîì 
ÿâëÿåòñÿ òåïëîâîå èçëó÷åíèå àòìîñôåðû è ïîâåðõíî-
ñòè, ïåðâîå èç êîòîðûõ èçîòðîïíîå, à âòîðîå äëÿ 
áîëüøèíñòâà ìîäåëåé ïîâåðõíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ëèáî 
òàêæå èçîòðîïíûì, ëèáî çàâèñèò òîëüêî îò óãëà η, íî 
íå îò àçèìóòà ϕ. Åñëè ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî òàêèå 
èñòî÷íèêè, òî â ñèëó àçèìóòàëüíîé èçîòðîïèè èíòåí-
ñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ íå áóäåò çàâèñåòü îò àçèìóòà. 
Òîãäà íåíóëåâûå ÷àñòè îïåðàòîðîâ îäíîêðàòíîãî ðàñ-
ñåÿíèÿ (13) è îòðàæåíèÿ (17)  çàïèñûâàþòñÿ  â  âèäå 

 0

1

( , )
( , , , , ) ( , , , ) ( , , , );

4
T p P

ω ν τ′ ′ ′ ′ ′ν τ η τ η = ν τ η η ν τ τ η
′πη

 

 1 0 0( , , , , ) ( , , ) ( ) ( ),R ′ ′ ′ ′ ′ν τ η τ η = −η ρ ν η η δ τ − τ δ τ − τ  (21) 

ãäå 

 
2

2 2

0

( , , , ) ( , , (1 )(1 ( ) ) cos ) ;p x d
π

′ ′ ′ν τ η η = ν τ ηη + − η − η ϕ ϕ∫     

 
2

0

( , , ) ( , , , )R d

π

′ ′ρ ν η η = ν η η ϕ ϕ∫  (22) 
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– óñðåäíåííûå ïî àçèìóòó èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ 
è ôóíêöèÿ îòðàæåíèÿ. Äëÿ ðýëååâñêîé èíäèêàòðè-

ñû 2( ) 3(1 )/4x χ = + χ  èìååì:  

 2 2 2 23
( , ) (3 3 ( ) ( ) )

4
p ′ ′ ′η η = π + η η − η − η .  

Ñëîæíîñòè ïðè ïðåäëàãàåìîì ïîäõîäå âîçíè-
êàþò, åñëè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðîöåññû, íå 
îáëàäàþùèå àçèìóòàëüíîé èçîòðîïèåé. Òàêîâûìè 
ÿâëÿþòñÿ ïðÿìîå ñîëíå÷íîå èçëó÷åíèå è íåêîòîðûå 
ñëîæíûå ìîäåëè îòðàæàþùèõ ïîâåðõíîñòåé, íà-
ïðèìåð, âçâîëíîâàííàÿ âîäíàÿ [8]. Â ñëó÷àå ó÷åòà 
ïðÿìîãî ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ çàäà÷ó åãî ïåðåíîñà, 
îñíîâûâàÿñü íà íåçàâèñèìîì ñëîæåíèè èíòåíñèâíî-
ñòåé îò âñåõ èñòî÷íèêîâ, ìîæíî ðåøàòü îòäåëüíî,  
à çàòåì ïðîñòî ïðèáàâèòü ðåçóëüòàò ê ðåøåíèþ îò-
äåëüíîé çàäà÷è äëÿ òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ. Ìåòîäû 
ðàñ÷åòà ïîëÿ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå  
â íàñòîÿùåå âðåìÿ õîðîøî èçâåñòíû, ñì., íàïðè-
ìåð, [3]. Àçèìóòàëüíàÿ æå àíèçîòðîïèÿ îòðàæåíèÿ 
îò ïîâåðõíîñòè ïðè îñâåùåíèè èçîòðîïíûì ïî àçè-
ìóòó èçëó÷åíèåì íåâåëèêà [8], ïîýòîìó íà ïðàêòèêå 
âïîëíå âîçìîæíî âû÷èñëÿòü ðàññåÿííîå èçëó÷åíèå 
è áåç åå ó÷åòà.  

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî äëÿ ïî-
äàâëÿþùåãî áîëüøèíñòâà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ðàñ÷å-
òà ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ â ñïåêòðàëüíûõ ÈÊ-  
è ÌÊÂ-îáëàñòÿõ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìîäåëü ïåðå-
íîñà ñ óñðåäíåíèåì ïî àçèìóòó (21), (22). 

Äðóãîé âàæíîé îñîáåííîñòüþ ñïåêòðàëüíûõ 
ÈÊ- è ÌÊÂ-îáëàñòåé ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå äîñòàòî÷íî 
ñèëüíîãî ìîëåêóëÿðíîãî ïîãëîùåíèÿ, ÷òî äåëàåò 
âëèÿíèå ïðîöåññîâ ðàññåÿíèÿ è îòðàæåíèÿ íà èçìå-
ðÿåìóþ èíòåíñèâíîñòü âåñüìà ñëàáûì. Ó÷èòûâàÿ 

ýòî, ïîëîæèì â ðåøåíèè (20) 1 0 1 0 1( ) ( )n n

s
≈R T T R T T , 

ò.å. ôàêòè÷åñêè áóäåì ó÷èòûâàòü ìíîãîêðàòíîå îò-
ðàæåíèå òîëüêî â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàòíîãî ðàñ-
ñåÿíèÿ. Òîãäà (20) ìîæíî ïåðåïèñàòü äëÿ ïðàêòè÷å-
ñêîé ðåàëèçàöèè óæå â âèäå ÿâíîãî ðåêóððåíòíîãî 
àëãîðèòìà 

 0 1 0 1 0

0

( )( )n

n=


= + +


∑I T 1 R T T B  

 0 1 0 1 1 0 1 0

1

( ) ( ) ,m n

m=


+ 


∑T R T T R T T B  (23) 

ãäå õðàíèòü â ïàìÿòè íà èòåðàöèÿõ äîñòàòî÷íî 
òîëüêî ïåðåñ÷èòûâàåìóþ ôóíêöèþ èñòî÷íèêîâ 

1 0( )n

n
=B T B . Îòìåòèì, ÷òî (23) äàåò ñèñòåìàòè÷å-

ñêè çàíèæåííûé ðåçóëüòàò ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòðîãîé 
ôîðìóëîé (20), îäíàêî ïðè òî÷íîñòÿõ ðàñ÷åòîâ, 
õàðàêòåðíûõ äëÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ýòîé ïîãðåø-
íîñòüþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. 

Àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé ñ ó÷åòîì óêàçàííûõ 
îñîáåííîñòåé ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæå-
íèé äëÿ ÈÊ- è ÌÊÂ-îáëàñòåé ñïåêòðà, áóäåò ïðè-
âåäåí âî âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè. 

 

Çàêëþ÷åíèå 

 
Ïðèâåäåííàÿ îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ìîæåò áûòü ýëåìåíòàðíî 
ðåàëèçîâàíà íà ÝÂÌ (ñì. òàêæå âòîðóþ ÷àñòü íà-
ñòîÿùåé ñòàòüè). Îíà, â îòëè÷èå îò ìíîãèõ äðóãèõ 
ìåòîäîâ, ïîçâîëÿåò áåç ïðîáëåì èñïîëüçîâàòü ðàç-
ëè÷íûå ñëîæíûå ìîäåëè îòðàæåíèÿ îò ïîâåðõíîñòè 
è ñîáñòâåííîãî èçëó÷åíèÿ ïîâåðõíîñòè. Îïèñàííûé 
ìåòîä îñîáåííî ïîëåçåí â ðàìêàõ íàó÷íî-
èññëåäîâàòåëüñêèõ ðàñ÷åòîâ, òàê êàê ïîçâîëÿåò îöå-
íèòü òî÷íîñòü ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåíèé, âûáðàòü òå 
êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ è îòðàæåíèÿ, êîòîðûå íåîáõî-
äèìî ó÷èòûâàòü äëÿ êîíêðåòíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ 
çàäà÷.  
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ring on aerosol formations in the atmosphere. Part 1. Main calculation scheme. 

The calculation scheme of step-by-step approximation technique for radiation transfer with multi-
scattering and multi-reflection from surface for different natural radiation sources is described. Some peculiari-
ties in realization of this technique for calculations of thermal radiation scattering on aerosol formations in the 
atmosphere are considered. Simplifications and approximations, which permit constructing effective calculation 
algorithms in this case, are suggested. 

8. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 8.


