
«Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà», 20, ¹ 7 (2007) 

 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé íåâÿçêîé êàïëè ïîä äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ 609 
 

ÍÅËÈÍÅÉÍÛÅ ÎÏÒÈ×ÅÑÊÈÅ ßÂËÅÍÈß Â ÀÒÌÎÑÔÅÐÅ È ÎÊÅÀÍÅ 

ÓÄÊ 523.54 
 

Ì.Í. Øòîêîëîâà, Â.À. ßêóòåíîê 
 

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé íåâÿçêîé êàïëè  
ïîä äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ 

 
Òîìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò 

 
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 18.12.2006 ã. 

 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ êîëåáàíèé êàïëè èäåàëüíîé æèäêîñòè ïîä äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-

íèÿ â ïëîñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå. ×èñëåííî èññëåäóþòñÿ êîëåáàíèÿ êàïëè â øèðîêîì äèàïàçîíå 
èçìåíåíèÿ íà÷àëüíîé äåôîðìàöèè. Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ ñðàâíåíèåì ñ ðåøåíèåì Ðý-
ëåÿ, à òàêæå âûïîëíåíèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû. Ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åí-
íûõ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûì ìåòîäîì ñ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ðåàëèçàöèåé. 

 

Ââåäåíèå 

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíî ìíîæåñòâî ðàáîò, 
ïîñâÿùåííûõ àíàëèçó ïîâåäåíèÿ æèäêîñòåé â êà-
ïåëüíîì ñîñòîÿíèè. Îäíàêî äî ñèõ ïîð èññëåäîâà-
òåëÿì íå óäàëîñü ñìîäåëèðîâàòü ðàñïàä êàïëè ïîä 
äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ (ò.å. ñîáñò-
âåííîé äåôîðìàöèè), íè äàæå îïðåäåëèòü, êàêèå 
çíà÷åíèÿ äåôîðìàöèé ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè äëÿ 
êàïåëü è ïðèâîäÿò ê èõ ðàñïàäó. Â áîëüøèíñòâå 
ðàáîò (íàïðèìåð, [1–3]) àâòîðû îãðàíè÷èâàþòñÿ 
ðàññìîòðåíèåì ìàëûõ êîëåáàíèé êàïåëü â ïëîñêîì 
[2], îñåñèììåòðè÷íîì [1, 3] è òðåõìåðíîì ñëó÷àÿõ 
[3]. Ýòî ñâÿçàíî ñ ÿâëåíèåì ÷èñëåííîé íåóñòîé÷è-
âîñòè ïðèìåíÿåìûõ ñõåì.  

Êàê îòìå÷àåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âñåìè èññëåäîâà-
òåëÿìè â äàííîé îáëàñòè, ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ðå-
çóëüòàòîâ âîçìîæíî ëèøü ïðè ìàëîé äåôîðìàöèè 
ïîâåðõíîñòè. Ïîýòîìó â êàæäîé èç óêàçàííûõ ðà-
áîò àâòîðàì ïðèõîäèòñÿ ïðèáåãàòü ê ðàçëè÷íîãî 
ðîäà óõèùðåíèÿì ñ öåëüþ óëó÷øåíèÿ ñòàáèëüíîñòè 
àëãîðèòìà, òàêèì êàê ïåðåðàñïðåäåëåíèå óçëîâ 
âäîëü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íà êàæäîì øàãå ïî 
âðåìåíè [2, 3], «ñãëàæèâàíèå» ôóíêöèè ïîòåíöèàëà 
âäîëü ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ÷åðåç îïðåäåëåííîå 
÷èñëî øàãîâ ïî âðåìåíè ñ ïîìîùüþ ñïëàéí-
èíòåðïîëÿöèè [2] èëè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìîâ 
Ëåæàíäðà [3], íàëîæåíèå äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé 
íà çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà â òî÷êàõ ñâîáîäíîé ïî-
âåðõíîñòè [2] è äð.  

Åñòåñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèì îáðàçîì 
ïîäîáíûå âìåøàòåëüñòâà â ÷èñëåííóþ ñõåìó èñêà-
æàþò ôèçè÷åñêóþ ñóùíîñòü ïðîöåññà? Íàèáîëåå 
ðàñïðîñòðàíåííîé «êîððåêòèðîâêîé» àëãîðèòìà 
ÿâëÿåòñÿ âíåñåíèå ïîïðàâêè â çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà 
íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå [1] èëè â äèíàìè÷åñêîå ãðà-
íè÷íîå óñëîâèå (èíòåãðàë Áåðíóëëè). Ýòî ýêâèâà-
ëåíòíî äîáàâëåíèþ íåêîòîðîãî êîýôôèöèåíòà âÿç-
êîñòè â ïîñëåäíåå óðàâíåíèå, ÷òî, íåñîìíåííî, ñòà-
áèëèçèðóåò ñõåìó, ïðèâîäÿ, îäíàêî, ê íåêîòîðîìó 
çàòóõàíèþ êîëåáàíèé. Â [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî 

âíåñåíèå ïîïðàâêè â äèíàìè÷åñêîå ãðàíè÷íîå óñëî-
âèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ó÷åò âÿçêîñòè èñ-
ñëåäóåìîé æèäêîñòè, òåì ñàìûì ñíèìàåòñÿ âîïðîñ  
î ôèçè÷åñêîì ñîîòâåòñòâèè è ïðàâîìåðíîñòè óêà-
çàííûõ äåéñòâèé. Êðîìå òîãî, çíà÷èòåëüíîå âëèÿ-
íèå êàê íà óñòîé÷èâîñòü ðàñ÷åòîâ, òàê è íà èõ ðå-
çóëüòàòû îêàçûâàåò è âûáðàííûé èññëåäîâàòåëåì 
àëãîðèòì ýâîëþöèè ïîâåðõíîñòè âî âðåìåíè. Ýòîò 
âîïðîñ âïåðâûå áûë äåòàëüíî ðàññìîòðåí â [4], ãäå 
áûëî ïîêàçàíî, â ÷àñòíîñòè, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìå-
òîäà Ðóíãå–Êóòòà òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêîâ, 
ÿâëÿþùåãîñÿ óñëîâíî óñòîé÷èâûì ïî ñâîèì ñâîéñò-
âàì, ïðèâîäèò ê ñëàáîé äèññèïàöèè ñõåìû, âñëåä-
ñòâèå ÷åãî êîëåáàíèÿ èäåàëüíîé êàïëè, ñìîäåëèðî-
âàííûå ñ èõ èñïîëüçîâàíèåì, îêàæóòñÿ ñëàáî çàòó-
õàþùèìè.  

Â äàííîé ñòàòüå ÷èñëåííî èññëåäóþòñÿ êîëåáà-
íèÿ êàïëè èäåàëüíîé æèäêîñòè â øèðîêîì äèàïà-
çîíå èçìåíåíèÿ íà÷àëüíîé äåôîðìàöèè. Ïðîâîäèò-
ñÿ ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíîé àíàëèòè÷åñêîé ðàáîòîé 
Ðýëåÿ [5]. Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïåðèîäîâ êîëåáà-
íèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé äåôîðìà-
öèè êàïåëü ïîäòâåðæäàþò âûâîä ðàáîòû [6] î ðîñòå 
ïåðèîäà êîëåáàíèé ñ óâåëè÷åíèåì íà÷àëüíîé äå-
ôîðìàöèè. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ íåëèíåéíûõ êîëåáà-
íèé êàïëè èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè ïîä 
äåéñòâèåì ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ â îòñóò-
ñòâèå ñèëû òÿæåñòè. Â ïëîñêîì ïðèáëèæåíèè ìîäå-
ëèðóåòñÿ ïðîöåññ êîëåáàíèé áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà 
èäåàëüíîé æèäêîñòè, êîòîðûé â íà÷àëüíûé ìîìåíò 
âðåìåíè ïîêîèòñÿ è èìååò â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè 
ôîðìó ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a, b (ðèñ. 1). 

Äâèæåíèå êàïëè íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèä-
êîñòè â âàêóóìå èëè ãàçå íåçíà÷èòåëüíîé ïëîòíîñòè 
ìîæíî îïèñàòü ìàòåìàòè÷åñêè ñ ïîìîùüþ óðàâíå-
íèÿ Ëàïëàñà äëÿ ïîòåíöèàëà ϕ ñêîðîñòè v: 
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Ðèñ. 1. Êîëåáàíèÿ áåñêîíå÷íîãî îáúåìà èäåàëüíîé æèäêî- 
 ñòè â âàêóóìå. Îáëàñòü ðåøåíèÿ 

 
Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè 
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ãäå κ – êðèâèçíà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè; ρ – ïëîò-
íîñòü; α – êîýôôèöèåíò ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ 
æèäêîñòè. Ñâîáîäíàÿ ãðàíèöà èçìåíÿåòñÿ â ñîîò-
âåòñòâèè ñ êèíåìàòè÷åñêèì óñëîâèåì, êîòîðîå çàïè-
ñûâàåòñÿ â ýéëåðîâîé ôîðìå: 
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ãäå f(t, θ) – ôóíêöèÿ, îïèñûâàþùàÿ ãðàíèöó êàï-
ëè. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè êàïëÿ ïîêîèòñÿ  
è èìååò ôîðìó âûòÿíóòîãî ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a, 
b. Â êà÷åñòâå õàðàêòåðèñòèêè íà÷àëüíîé äåôîðìà-
öèè êàïëè äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå áîëü-
øåé è ìåíüøåé ïîëóîñåé – k = b/a, k > 1. Íà÷àëü-
íîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà 

 ϕ = 0. (4) 

Â êà÷åñòâå õàðàêòåðíûõ ìàñøòàáîâ âçÿòû âå-
ëè÷èíû 

 
1/2

*
; ;R v

R

⎛ ⎞α
= ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 
1/2

*
;

R⎛ ⎞α
ϕ = ⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 

1/2
3

*
,

R
T

⎛ ⎞ρ
= ⎜ ⎟

α⎝ ⎠
 (5) 

ãäå R – ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ êðóãà ïëîùàäè, ðàâ-
íîé ïëîùàäè ýëëèïñà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé íà-
÷àëüíîå ïîëîæåíèå ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Òàêèì îá-
ðàçîì, â äàííîé çàäà÷å â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, îïðå-
äåëÿþùåãî õàðàêòåð òå÷åíèÿ è õàðàêòåðèñòèêè êî-
ëåáàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, 
âûñòóïàåò ëèøü åå íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå. 

Óðàâíåíèå (2) â áåçðàçìåðíîì âèäå ïðèìåò âèä 
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Ìåòîä ðåøåíèÿ  

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ìåòîäîì 
ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðå-
õîä îò äèôôåðåíöèàëüíîé ïîñòàíîâêè, èçëîæåííîé 
âûøå, ê ãðàíè÷íî-èíòåãðàëüíîé ñîãëàñíî ïîäõîäó, 
ïðèâåäåííîìó â [7]. Ñ öåëüþ íåïîñðåäñòâåííîãî 
ïîëó÷åíèÿ è äàëüíåéøåãî ðåøåíèÿ ñèíãóëÿðíîãî 
ãðàíè÷íî-èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ 
íåïðÿìîé âàðèàíò ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. 

Â ðåçóëüòàòå ðàññ÷èòûâàþòñÿ çíà÷åíèÿ ïîòåí-
öèàëà è êîìïîíåíò âåêòîðà ñêîðîñòè íà ñâîáîäíîé 
ãðàíèöå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ åå íîâîãî ïîëîæåíèÿ èñ-
ïîëüçóåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ êè-
íåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ (3), â êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ 
ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ ðàçíîñòÿìè ïðîòèâ ïîòîêà [8]: 
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Çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà íîâîì ïîëîæåíèè ñâî-
áîäíîé ãðàíèöû îïðåäåëÿëîñü ïóòåì äèñêðåòèçàöèè 
ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó èíòåãðàëà Êîøè–
Ëàãðàíæà (6): 
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Øàã ïî âðåìåíè tΔ  îãðàíè÷åí ñâåðõó óñëîâè-
åì Êóðàíòà 

 min max/ ,t S VΔ ≤ Δ  (10) 

ãäå ΔSmin – äëèíà íàèìåíüøåãî ýëåìåíòà; Vmax – 
íàèáîëüøàÿ ñêîðîñòü, äîñòèãàåìàÿ íà êàêîì-ëèáî 
ýëåìåíòå. Êàê ïîêàçàëî èññëåäîâàíèå, ïðè ìàëûõ 
íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèÿõ, à òàêæå íà ïåðâîíà÷àëü-
íîì ýòàïå ðàñ÷åòà âïîëíå ïðèåìëåìûì ÿâëÿåòñÿ 
âûáîð Δt = 0,001. Ïðè ðàñ÷åòàõ áîëüøèõ íà÷àëü-
íûõ äåôîðìàöèé, íà÷èíàÿ ñ k = 1,5, âûáîð øàãà ïî 
âðåìåíè îñóùåñòâëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ïî (10). 

Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è (1), (3), (4), 
(6) êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì (ÌÊÐ) ïðîâîäèò-
ñÿ ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, êîòîðîå ïåðåâîäèò 
ãðàíèöó îáëàñòè â êðóã åäèíè÷íîãî ðàäèóñà 
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Óðàâíåíèÿ (1), (6) èñïîëüçóþòñÿ â íîâûõ êî-
îðäèíàòàõ. Äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëà èç óðàâíåíèÿ 
Ëàïëàñà ïðèìåíÿåòñÿ ñõåìà Ãàóññà–Çåéäåëÿ, à äëÿ 
ðàñ÷åòà ñêîðîñòåé íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè – ñëå-
äóþùèå âûðàæåíèÿ: 
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ íîâîãî ïîëîæåíèÿ ñâîáîäíîé 
ïîâåðõíîñòè èñïîëüçóåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ äèñ-
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êðåòèçàöèÿ êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ (3) â âèäå (7), 
â êîòîðîé ïðèìåíÿåòñÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà ñ ðàçíî-
ñòÿìè ïðîòèâ ïîòîêà (8). Çíà÷åíèå ïîòåíöèàëà íà 
íîâîì ïîëîæåíèè ñâîáîäíîé ãðàíèöû îïðåäåëÿëîñü 
ñîãëàñíî (9). 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ 

Ðàñ÷åòû êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì áûëè 
ïðîâåäåíû íà ñåòêàõ Nr = 6, 12, 18, 24, 36, 48 îäè-
íàêîâûõ ðàçáèåíèé âäîëü r è Nθ = 12, 18, 24, 48 
îäèíàêîâûõ ýëåìåíòîâ â íàïðàâëåíèè θ. Ïðè ðàñ÷å-
òå ïîòåíöèàëà èç óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà áûëè àïðîáè-
ðîâàíû äâå ñõåìû: 

1) ñõåìà Ãàóññà–Çåéäåëÿ; 
2) ñõåìà ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íîé ïðîãîíêè [9]. 

 Îáå ñõåìû ïðîòåñòèðîâàíû íà çàäà÷å î ðàñ-
ïðåäåëåíèè ïîòåíöèàëà â áåñêîíå÷íî ïðîâîäÿùåì 
øàðå åäèíè÷íîãî ðàäèóñà, èìåþùåé àíàëèòè÷åñêîå 
ðåøåíèå. 

Â òàáë. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû òåñòîâûõ ðàñ-
÷åòîâ, â õîäå êîòîðûõ îöåíèâàëàñü ñêîðîñòü ñõîäè-
ìîñòè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (êîëè÷åñòâî èòåðà-
öèé N) íà ðàçëè÷íûõ ñåòêàõ ïðè âàðüèðîâàíèè 
èòåðàöèîííîãî ïàðàìåòðà τ äëÿ ìåòîäà ïðîäîëüíî-
ïîïåðå÷íîé ïðîãîíêè (ÏÏÏ), à òàêæå ñêîðîñòü ñõî-
äèìîñòè ìåòîäà Ãàóññà–Çåéäåëÿ íà òåõ æå ñåòêàõ. 
Ñõîäèìîñòü îöåíèâàëàñü ñ òî÷íîñòüþ äî ε = 10–6.  
 

Ò à á ë è ö à  1  

Òåñòîâûå ðàñ÷åòû êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäîì 

Ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íàÿ ïðîãîíêà, 
êîëè÷åñòâî èòåðàöèé N, ñåòêà Nr × Nθ 

Ïàðàìåòð 
τ  

6 × 6 12 × 6 6 × 12 12 × 12 12 × 24 24 × 24 24 × 36
0,0001 5450 5380 5450 5390 5390 10040 10040
0,0005 1260 1250 1260 1250 1250 2350 2350
0,0010 670 670 660 670 670 1250 1250
0,0050 160 160 160 160 160 300 300 
0,0100 90 90 90 90 90 160 160 
0,0500 50 150 50 150 150 50 50 
0,1000 90 280 90 – – 40 40 
Ñõåìà 
Ãàóññà– 
Çåéäåëÿ 120 270 260 440 1140 1680 2950

 
Èç ïðåäñòàâëåííûõ ðåçóëüòàòîâ âèäíî, ÷òî 

ñïåöèàëüíûì ïîäáîðîì ïàðàìåòðà τ ìîæíî äîáèòü-
ñÿ âûñîêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî 
ïðîöåññà â ìåòîäå ÏÏÏ, îäíàêî ñóùåñòâóþò ñåòêè, 
íà êîòîðûõ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íå ñõîäèòñÿ  
â ñâÿçè ñ îòñóòñòâèåì äèàãîíàëüíîãî ïðåîáëàäàíèÿ 
â ìàòðèöå, íàïðèìåð ñåòêà Nr = 6, Nθ = 12 ïðè 
τ = 0,5. Ðàñ÷åòû íà áîëåå ìåëêèõ ñåòêàõ (äî 
Nr = 64, Nθ = 64) ïîêàçàëè çàâèñèìîñòü N(τ), 
ïðàêòè÷åñêè àíàëîãè÷íóþ Nr = 24, Nθ = 36. 

Èñõîäíàÿ çàäà÷à ðåøàëàñü ñ èñïîëüçîâàíèåì 
êàê ñõåìû Ãàóññà–Çåéäåëÿ, òàê è àëãîðèòìà ïðî-
äîëüíî-ïîïåðå÷íîé ïðîãîíêè. Âåëè÷èíû ïåðèîäîâ 
êîëåáàíèé è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôîðì ñâîáîäíîé 
ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åííûå ñ ïðèìåíåíèåì ðàçëè÷-
íûõ ñõåì, ñîâïàäàþò â äèàïàçîíå íà÷àëüíûõ äå-
ôîðìàöèé 1,005 ≤ k ≤ 2,0. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî 
âðåìÿ ðàñ÷åòà îäíîãî ïåðèîäà êîëåáàíèé ñ èñïîëü-

çîâàíèåì ðàçëè÷íûõ ñõåì ïðàêòè÷åñêè îäèíàêîâîå, 
íåñìîòðÿ íà ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â òàáë. 1. 
Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà 
Ãàóññà–Çåéäåëÿ äëÿ ðàñ÷åòà ïîòåíöèàëà èç óðàâíå-
íèÿ Ëàïëàñà êîëè÷åñòâî èòåðàöèé íà êàæäîì ïî-
ñëåäóþùåì øàãå ïî âðåìåíè óìåíüøàåòñÿ ãîðàçäî 
áûñòðåå, ÷åì ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïðîäîëüíî-
ïîïåðå÷íîé ïðîãîíêè (ðèñ. 2). 

Ïðè ðåàëèçàöèè ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà íåìàëî-
âàæíûì ÿâëÿåòñÿ âîïðîñ î âûáîðå îïòèìàëüíîãî 
øàãà ïî âðåìåíè Δt. Êðèòåðèåì äëÿ âûáîðà Δt 
ñëóæèò óñëîâèå Êóðàíòà (10). Â îñíîâíûõ ðàñ÷åòàõ 
ïðèíèìàëîñü Δt = 0,001 äëÿ ïåðâîãî øàãà ïî âðå-
ìåíè, â äàëüíåéøåì çíà÷åíèå Δt àâòîìàòè÷åñêè âû-
áèðàëîñü ñîãëàñíî óñëîâèþ (10). 

 

 
Ðèñ. 2. Êðèâûå çàâèñèìîñòè ÷èñëà èòåðàöèé îò âðåìåíè 
ðàñ÷åòà: êðèâûå 1, 2 ñîîòâåòñòâóþò ñõåìå Ãàóññà–Çåéäå- 
ëÿ, êðèâûå 3, 4 – ñõåìå ÏÏÏ. Â ðàñ÷åòàõ 1, 3 øàã ïî  
 âðåìåíè Δt = 10–3, â ðàñ÷åòàõ 2, 4 – Δt = 10–4; ε = 10–6 

 

Ïåðâîíà÷àëüíî ïðè ðàñ÷åòå íîâîãî çíà÷åíèÿ 
ïîòåíöèàëà íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè èç ôîðìóëû 
(9) êðèâèçíà κn+1 ðàññ÷èòûâàëàñü íà íîâîì ïîëîæå-
íèè ñâîáîäíîé ãðàíèöû. Ïðè ýòîì ðàñ÷åò êîëåáà-
íèé ñ íà÷àëüíîé äåôîðìàöèåé k > 1,5 îêàçûâàëñÿ 
íåâîçìîæíûì â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì çèãçàãîîáðàç-
íîé íåóñòîé÷èâîñòè íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå. Äàííîãî 
ýôôåêòà óäàåòñÿ èçáåæàòü ïðè èñïîëüçîâàíèè â (9) 
ïîëóñóììû êðèâèçí: (κn + κn+1)/2, ãäå κn+1 – êðè-
âèçíà, ðàññ÷èòûâàåìàÿ íà íîâîì ïîëîæåíèè ñâî-
áîäíîé ãðàíèöû, à κn – êðèâèçíà, âçÿòàÿ ñ ïðåäû-
äóùåãî «ñëîÿ ïî âðåìåíè». Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî 
ïðè óêàçàííîé ìîäèôèêàöèè ñõåìû íè çíà÷åíèÿ 
ïåðèîäîâ êîëåáàíèé, íè íàáëþäàåìûå ôîðìû ñâî-
áîäíîé ïîâåðõíîñòè íå èçìåíÿþòñÿ. 

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ, àëãîðèòì êîòîðîãî îïèñàí â [7], áûë ïðîâåäåí 
öèêë ðàñ÷åòîâ ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè íà÷àëüíî-
ãî îòíîøåíèÿ îñåé k â äèàïàçîíå 1,002 ≤ k ≤ 2,0. 
Ïðè ýòîì ãðàíèöà ðàçáèâàëàñü íà N = 96 ïîñòîÿí-
íûõ ýëåìåíòîâ. Â ðàñ÷åòàõ, ïðîâåäåííûõ ñ N > 96, 
îòëè÷èé íè â âåëè÷èíå ïåðèîäà, íè â íàáëþäàåìûõ 
ôîðìàõ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íå îòìå÷àëîñü. 
Ýâîëþöèÿ ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè â ïðîöåññå êîëå-
áàíèé èëëþñòðèðóåòñÿ ðèñ. 3. 
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Ðèñ. 3. Ôîðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ïëîñêèé ñëó÷àé. Âåëè÷èíà íà÷àëüíîé äåôîðìàöèè k = 1,2 (à), 1,5 (á), 1,8 (â), 1,9 (ã) 

 

Â äàííîé ðàáîòå ïðè ìîäåëèðîâàíèè êîëåáàíèé 
êàïëè êàê ÌÊÐ, òàê è ÌÃÝ íå èñïîëüçîâàëèñü äî-
ïîëíèòåëüíûå «ñãëàæèâàþùèå» ïðîöåäóðû äëÿ ôóíê-
öèè ïîòåíöèàëà íà ñâîáîäíîé ãðàíèöå è äëÿ ôóíê-
öèè, îïèñûâàþùåé ãðàíèöó (êàê, íàïðèìåð, â [1–3]), 
òàê êàê íàëîæåíèå ïîäîáíûõ èñêóññòâåííûõ óñëî-
âèé ìîæåò èñêàçèòü ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ. 
Ïðè ýòîì ïðîöåññ êîëåáàíèé íåâÿçêîé êàïëè óäàëîñü 
ñìîäåëèðîâàòü â äîñòàòî÷íî øèðîêîì äèàïàçîíå 
íà÷àëüíîé äåôîðìàöèè êàïåëü (äî k = 1,5 ÌÊÐ  
è äî  k = 2,0 ÌÃÝ). 

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó ðåçóëüòàòó Ðýëåÿ [5], 
äëÿ ìàëûõ êîëåáàíèé íåâÿçêîé æèäêîñòè â îñåñèì-
ìåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå èìååò ìåñòî ôîðìóëà 

 T = 2π[n(n – 1)(n + 2)]–1/2. (13) 

Òàê, äëÿ n = 2 ïåðèîä T = 2,2214. Èç ðèñ. 3 âèäíî, 
÷òî ïðè t = T/2, ò.å. â ìîìåíò âðåìåíè, ðàâíûé 
ïîëóïåðèîäó êîëåáàíèé, äåôîðìàöèÿ ñâîáîäíîé 
ãðàíèöû ñîîòâåòñòâóåò åå íà÷àëüíîìó ïîëîæåíèþ. 
Ðàçëè÷èå â íà÷àëüíîé ôîðìå è â ôîðìå, äîñòèãàå-

ìîé ïðè t = T/2, íàáëþäàåòñÿ ïðè k = 1,8. Èç 
ïðåäñòàâëåííûõ â òàáë. 2 ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ 
âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì âåëè÷èíû íà÷àëüíîé äåôîðìà-
öèè k çíà÷åíèå ïåðèîäà T âîçðàñòàåò. Ïðè ìàëûõ 
íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèÿõ (1,002 ≤ k ≤ 1,01) ïåðèîä 
êîëåáàíèé ðàññìîòðåííîãî ïëîñêîãî ïðèáëèæåíèÿ 
îòëè÷àåòñÿ îò ïåðèîäà, âû÷èñëåííîãî ïî ôîðìóëå 
(13) íà 14,8%. Ïëîùàäü ðàññìàòðèâàåìîãî ïîïåðå÷-
íîãî ñå÷åíèÿ ñîõðàíÿëàñü â òå÷åíèå ïðîöåññà êîëå-
áàíèé ñ òî÷íîñòüþ äî 0,002%. 
 

Ò à á ë è ö à  2  

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûì  
è êîíå÷íî-ðàçíîñòíûì ìåòîäàìè  

Çíà÷åíèå ïåðèîäà T Ñîîòíîøåíèå  
ïîëóîñåé k ÌÃÝ ÌÊÐ 

1,01 2,55 2,47 
1,10 2,57 2,48 
1,20 2,61 2,50 
1,50 2,72 2,56 
1,70 2,79 2,60 
1,80 2,82 2,62 



 ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé íåâÿçêîé êàïëè ïîä äåéñòâèåì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ 613 
 

Êàê ïîêàçàëî èññëåäîâàíèå, íà÷èíàÿ ñ k = 1,9 
â ïðîöåññå êîëåáàíèé íàáëþäàþòñÿ ãàíòåëåîáðàç-
íûå ôîðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 3).  
 Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ÌÊÐ òàêæå ïîëó÷åíû 
çíà÷åíèÿ ïåðèîäîâ êîëåáàíèé â øèðîêîì äèàïàçîíå 
èçìåíåíèÿ íà÷àëüíîé äåôîðìàöèè, ïðèâåäåííûå  
â òàáë. 2. Ôîðìû ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè, ïîëó÷åí-
íûå ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî àëãî-
ðèòìà, íå óêàçàíû ââèäó èõ ïîëíîé àíàëîãèè ïîëó-
÷åííûì ðàíåå ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûì ìåòîäîì (ñì. 
ðèñ. 3). Ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ïåðèîäîâ êîëåáàíèé 
ïðè ðàñ÷åòàõ îáîèìè ìåòîäàìè (ñì. òàáë. 2) ïîä-
òâåðæäàþò âûâîä ðàáîòû [6], ãäå â ÷èñëå ïðî÷åãî 
ïîêàçàíî: ïåðèîä êîëåáàíèé íåâÿçêîé êàïëè âîç-
ðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì àìïëèòóäû êîëåáàíèé, ÷òî  
â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûçâàíî íà÷àëüíîé äå-
ôîðìàöèåé êàïëè. 

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå 
Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé 
(êîä ïðîåêòà ¹ 06-08-00107-à). 
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The oscillation process of the nonviscosous liquid drop under surface tension is considered in the two-
dimensional formulation. At this paper drop oscillations are investigated numerically in wide range of their ini-
tial deformation. The comparisons with the linearized Rayleigh's solution and conservation law of mass carrying 
out confirm the reliability of the results obtained. The comparison of the results for the boundary elements 
method and for the mesh method is presented. 


