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Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ ñõåìà óñêîðåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå—Áåññåëÿ äëÿ ðà-
äèàëüíî-ñèììåòðè÷íî-ñèììåòðè÷íîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùåãî íåëèíåéíîå ðàñïðîñòðàíåíèå ñâå-
òà. Ïðîâåäåí ðàñ÷åò ïðîõîæäåíèÿ èíòåíñèâíîãî ñâåòîâîãî ïó÷êà â ïðîçðà÷íîé íåîäíîðîäíîé ñðåäå ñ êóáè÷-
íîé íåëèíåéíîñòüþ. 

 

Ââåäåíèå 
 

Ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óðàâíåíèé íåëèíåéíîé îïòèêè îáóñëîâëåíî ðàçâèòèåì ëà-
çåðíîé òåõíèêè è åå øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì â çàäà÷àõ äèñòàíöèîííîé äèàãíîñòèêè ñðåäû. Ïðè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè èíòåíñèâíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â âåùåñòâå õàðàêòåðèñòèêè ïîñëåäíåãî â êàíàëå ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ èçìåíÿþòñÿ. Òàê, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ àòìîñôåðíîé îïòèêè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü 
ó÷åòà íåëèíåéíîé äîáàâêè ê ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ, âåëè÷èíà êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ âêëàäàìè îò 
ìîëåêóëÿðíûõ è àýðîçîëüíûõ ñîñòàâëÿþùèõ âîçäóõà è ñëîæíûì îáðàçîì çàâèñèò îò õàðàêòåðà âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ñ îïòè÷åñêèì èçëó÷åíèåì (ðåçîíàíñíîñòü, íåñòàöèîíàðíîñòü) è îäíîðîäíîñòè ñðåäû. 

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê èíòåíñèâíîãî îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ íà ïðîòÿæåííûõ 
íåëèíåéíûõ òðàññàõ íàèáîëåå íàäåæíûìè ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå ðàçíîñòíûå êîíñåðâà-
òèâíûå ñõåìû [1, 2]. Îäíàêî äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåëèíåéíîñòè íå ñóùåñòâóåò óíèâåðñàëüíîãî ïðèåìà 
ïîñòðîåíèÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñõåì. ê òîìó æå äëÿ íåÿâíûõ ñõåì âîçíèêàþò âîïðîñû ñõîäèìîñòè ïîëó-
÷àþùåéñÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé. 

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ äëÿ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ ïó÷êîâ ðåøåíèå íå-
ëèíåéíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ ïðîâîäèëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå—Áåññåëÿ [3—
5], êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ îäíîìåðíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé. Ýôôåê-
òèâíîñòü ïñåâäîñïåêòðàëüíûõ ìåòîäîâ íà ïðèìåðå êîíå÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ íå-
ëèíåéíûõ âîëíîâûõ çàäà÷ áûëà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà â ðàáîòå [6]. Îñîáåííîñòüþ èçëîæåííîãî â íåé 
÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ñïåöèôè÷åñêèé ïðèåì, îáåñïå÷èâàþùèé êîððåêòíûé ó÷åò âûñøèõ 
ãàðìîíèê ïñåâäîñïåêòðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, à òàêæå ÿâíûé õàðàêòåð ðàçíîñòíîé ñõåìû äëÿ ìåä-
ëåííîé ïåðåìåííîé. Ïîñëåäíåå ïðèäàåò ìåòîäó [6] áîëüøóþ ãèáêîñòü è óíèâåðñàëüíîñòü è ïîçâîëÿåò 
ïåðåíîñèòü áàçîâûé àëãîðèòì íà ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëüíîé íåëèíåéíîñòüþ. Íå îáëàäàÿ àá-
ñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòüþ, óêàçàííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò òåì íå ìåíåå ïðîèçâîäèòü ïðàêòè÷åñêèå ðàñ÷åòû 
ïðè ïðèåìëåìî ìàëîì øàãå. 

Óäà÷íûå ïðèìåðû èñïîëüçîâàíèÿ [5] àëãîðèòìà óñêîðåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå—Áåññåëÿ [3] 
ñòèìóëèðîâàëè íàñ íà ñîçäàíèå ðàñ÷åòíîé ñõåìû òèïà [6] ñ óñîâåðøåíñòâîâàíèåì àëãîðèòìà [3] äëÿ 
ðàäèàëüíî-ñèììåòðè÷íûõ íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ óðàâíåíèé. 
 

Îïèñàíèå àëãîðèòìà 
 
Èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò âèä 
 

 (1) 
 

ãäå Ð — ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïîëÿ ε. Óðàâíåíèå (1) ìîæåò áûòü òàêæå îäíèì èç 
óðàâíåíèé ñèñòåìû, îïèñûâàþùåé âçàèìîäåéñòâèå âîëí â íåëèíåéíîé ñðåäå. 

Ïðèìåíèì, êàê è â [3—5], ê (1) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå—Áåññåëÿ 
 

 (2) 
 
îáðàòíîå ê êîòîðîìó èìååò òîò æå âèä [7] 
 



716 Â.Ë. Äåðáîâ, Þ.Í. Ïîíîìàðåâ, Ñ.Ê. Ïîòàïîâ  

 (3) 
 
ãäå I0 — ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå—Áåññåëÿ îáëàäàåò âàæíûì ñâîéñò-
âîì [7]: 
 

 (4) 
 
Îíî ïîçâîëÿåò ñâåñòè (1) ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ îáðàçà 
 

 (5) 
 

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (5) ïðèìåíèì èäåè [6], êîòîðûå ïîçâîëÿþò êîððåêòíî ó÷åñòü âêëàä 
âûñøèõ ãàðìîíèê (ρ → ∞) ïðåîáðàçîâàíèÿ (2). Äèñêðåòíûì àíàëîãîì (5) ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ðàçíî-
ñòíîå óðàâíåíèå: 
 

 
 

 (6) 
 

ïîñòðîåííîå ïî ñõåìå Àäàìñà—Áýøôîðòà. Ïðè áîëüøèõ ρ íåáîëüøàÿ îøèáêà â âû÷èñëåíèè BE
∧

 ìî-

æåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííîé îøèáêå â îïðåäåëåíèè E(z+Δz); âåëè÷èíà BE
∧

 ïðè ýòîì ñòðåìèòñÿ ê 
íóëþ, è óðàâíåíèÿ (5) è (6) àñèìïòîòè÷åñêè ïðèíèìàþò ñëåäóþùèé âèä: 
 

 (7) 

 

 (8) 
 

Ñëåäóÿ [6], çàìåíèì â (6) è (8) âåëè÷èíó ρ2
Δz ïîïðàâî÷íîé ôóíêöèåé ϕ(Δz, ρ), êîòîðàÿ èùåòñÿ 

èç óñëîâèÿ, ÷òîáû (8) áûëî òî÷íûì äèñêðåòíûì àíàëîãîì (7): 
 

 (9) 
 

Ðåøàÿ (7), íàõîäèì: 
 

 (10) 
 

Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (9), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ ïîïðàâî÷íîé ôóíêöèè ϕ(Δz, ρ), ðåøåíèå êîòîðîãî 
èìååò âèä 
 

 (11) 
 

Çàìåòèì, ÷òî ïðè Δzρ2 n 1 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ϕ(Δz, ρ) g Δzρ2 ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïî-
ðÿäêà. Ïîýòîìó ðàçíîñòíàÿ ñõåìà 
 

 
 

 (12) 
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îáåñïå÷èâàåò òó æå òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè, ÷òî è ñõåìà Àäàìñà—Áýøôîðòà, O(Δz2), è ïðè ýòîì ïî-
çâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò íàðàñòàíèÿ îøèáêè ïðè áîëüøèõ ρ. Ïðèìåíÿÿ ê (12) îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå 
Ôóðüå—Áåññåëÿ, ïîëó÷àåì îñíîâíîå óðàâíåíèå, èñïîëüçîâàííîå â äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòàõ. 
 

 
 

 (13) 
 

×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå—Áåññåëÿ 
 

Êàê âèäíî èç (13), äëÿ ðàñ÷åòà ïîëÿ íåîáõîäèìî íà êàæäîì øàãå ïî z âûïîëíèòü äâàæäû ïðåîá-
ðàçîâàíèå Ôóðüå—Áåññåëÿ. Ïðè íåïîñðåäñòâåííîé àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëà ñóììèðîâàíèåì ýòà 
ïðîöåäóðà âåñüìà òðóäîåìêà; ÷èñëî òðåáóåìûõ äëÿ ýòîãî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé ïðîïîðöèîíàëüíî 
N2, ãäå N — ÷èñëî óçëîâ äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè èíòåãðàëà (2). Â ðàáîòå Ñèãìàíà [3] ïðè ïîìî-
ùè çàìåíû ïåðåìåííûõ Ãàðäíåðà èíòåãðàë (2) ñâåäåí ê ñóììå, âû÷èñëåíèå êîòîðîé ïðîèçâîäèòñÿ ñ 
ïîìîùüþ áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî îïåðàöèé ñòàíîâèòñÿ ïðîïîðöèî-
íàëüíûì NlnN. Îäíàêî â ðàáîòå [3] àïïðîêñèìàöèÿ èíòåãðàëà (2) î÷åíü ãðóáà è íåïðèìåíèìà äëÿ 
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1), êîãäà ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå—Áåññåëÿ èñïîëüçóåòñÿ ìíîãîêðàò-
íî. Ìû ìîäèôèöèðîâàëè ðàñ÷åòíóþ ñõåìó Ñèãìàíà, èñïîëüçîâàâ ïðèåìû ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ 
áûñòðîîñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé. 

Âûáåðåì äèñêðåòíûé íàáîð çíà÷åíèé rn è ρm: 
 

 
 

 (14) 
 
Èíòåãðàë (2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû 
 

 (15) 

 
Âåðõíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ âûáðàí â (15) êîíå÷íûì, íî äîñòàòî÷íî áîëüøèì; òàêîé âûáîð âñå-
ãäà ìîæíî îñóùåñòâèòü, åñëè ïîëå ε(r, z) óáûâàåò ïðè r → ∞, ÷òî åñòåñòâåííî äëÿ ðåàëüíûõ ïó÷êîâ. 

Íà êàæäîì îòðåçêå èíòåãðèðîâàíèÿ áóäåì ñ÷èòàòü ìåäëåííî ìåíÿþùóþñÿ ôóíêöèþ E(r, z) ïî-
ñòîÿííîé: 
 

 (16) 
 

Òîãäà èíòåãðàëû â (15) âû÷èñëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêè, è ïîëó÷àåòñÿ ñóììà 
 

 (17) 
 

êîòîðóþ óäîáíåå ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó 
 

 (18) 
 

Äëÿ óñêîðåííîãî âû÷èñëåíèÿ ñóììû (18) ìû ïðèìåíÿëè àëãîðèòì áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå 
ñîâåðøåííî òàêîé æå, êàê â [3], ïîëàãàÿ 
 

 (19) 
 

õîòÿ âîçìîæíî çàäàâàòü ýòè âåëè÷èíû è ïî-äðóãîìó. 
 

Ïðèìåðû ïðèìåíåíèÿ 
 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ñâåòîâîãî ïó÷êà â ïðîçðà÷íîé íåîäíîðîäíîé ñðåäå 
ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ. Â ýòîì ñëó÷àå îñíîâíîå óðàâíåíèå (13) ïðèîáðåòàåò âèä (ñì., íàïðèìåð, [5]): 
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 (20) 
 

ãäå 2 2 1/2
0 0 0( ) / ;

c
V kw n n n= −  k — âîëíîâîå ÷èñëî; w0 — õàðàêòåðíûé ðàäèóñ íåîäíîðîäíîñòè; 

R = Ld/Líë Ld — äèôðàêöèîííàÿ äëèíà; Líë — äëèíà íåëèíåéíîñòè; 
 

 (21) 
 

ïñ è n0 — çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ â öåíòðå (r = 0) è íà ïåðèôåðèè (r = ∞) íåîäíîðîäíîñòè 
ñðåäû; U(r) — ôóíêöèÿ, îïðåäåëÿþùàÿ ïðîôèëü íåîäíîðîäíîñòè; n2|E0|

2 — íåëèíåéíàÿ äîáàâêà ê 
ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ; ε0 — íà÷àëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû ïîëÿ íà îñè z. Ïðè òàêîì çàäàíèè R 
âåëè÷èíà Å â (20) èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ |E0|. Âûáîð ïàðàìåòðîâ r1, α è N â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ïðî-
èçâîëåí, îäíàêî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðè r → ∞ íåîáõîäèìî, ÷òîáû â 
òî÷êàõ rï ñ n, áëèçêèìè ê N, ïîëå Å(r, z) áûëî äîñòàòî÷íî ìàëî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå. Âìåñòå ñ 
òåì âáëèçè îñè ïó÷êà øàã ïî r äîëæåí áûòü äîñòàòî÷íî ìàë äëÿ âîñïðîèçâåäåíèÿ äåòàëåé ïðîôèëÿ 
ïîëÿ. Ìû èñïîëüçîâàëè r1 = 0,08; α = 0,03; N = 128, ïîäîáðàííûå ýìïèðè÷åñêèì ïóòåì. Òå æå çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ èñïîëüçîâàëèñü è äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñåòêè â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííîé. 

Âõîäíûìè äàííûìè äëÿ ïðîãðàììû ÿâëÿëèñü: 1) ïàðàìåòðû äèñêðåòíîé êîîðäèíàòíîé ñåòêè r1, 
ρ1, α, N, Δz, à òàêæå íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå çíà÷åíèÿ z; 2) ïðîôèëü íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ E(z = 0) íà 
âõîäå â ñðåäó; 3) ïðîôèëü ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû U(r); 4) êîýôôèöèåíòû V è R, õàðàêòåðè-
çóþùèå ñîîòâåòñòâåííî ãëóáèíó ïðîôèëÿ íåîäíîðîäíîñòè ñðåäû è âåëè÷èíó êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòè. 
Ïàðàìåòð R ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿåòñÿ ìîùíîñòüþ ïó÷êà íà âõîäå. Íà êàæäîì øàãå ïî z ïðîãðàììà 
âû÷èñëÿåò äèñêðåòíûé íàáîð çíà÷åíèé äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòåé àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî 
ïîëÿ Å(r, z) ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (20). Äëÿ êîëè÷åñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè ïðîôèëÿ ïîëÿ è êîíòðîëÿ 
ðàñ÷åòîâ â êàæäîé èíòåðåñóþùåé íàñ òî÷êå z áûëà ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ðàñ÷åòà è âûâîäà íà 
ïå÷àòü ïîëíîé ìîùíîñòè 
 

 (22) 
 

è ñå÷åíèÿ ïó÷êà ïî èíòåíñèâíîñòè 
 

 (23) 
 

Èíòåãðàëû â (24), (25) âû÷èñëÿëèñü ïî ôîðìóëå òðàïåöèé. 
Èññëåäîâàëîñü ðàñïðîñòðàíåíèå ïó÷êà ñ íà÷àëüíûì ãàóññîâûì ïðîôèëåì ïîëÿ 

 

 (24) 
 

è ïëîñêèì íà÷àëüíûì âîëíîâûì ôðîíòîì â çàâèñèìîñòè îò V è R â ñðåäå ñ ãàóññîâûì 
2

r

U e
−

=  ãèïåðãà-

óññîâûì 
6

r

U e
−

=  ïðîôèëåì íåîäíîðîäíîñòè. Äëÿ óäîáñòâà ðàñ÷åòíîé ñõåìû ôèêñèðîâàëîñü η0 = π0, ÷òî 
ïîçâîëÿëî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ïîëüçîâàòüñÿ îäíîé è òîé æå äèñêðåòíîé êîîðäèíàòíîé ñåòêîé ïî r. 

1. Íåîäíîðîäíîñòü ñ ãàóññîâûì ïðîôèëåì. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ðàññ÷èòàííûå çàâèñèìîñòè ñå÷å-
íèÿ ïó÷êà, îòíåñåííîãî ê åãî íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ, îò áåçðàçìåðíîé êîîðäèíàòû z, èçìåðåííîé â 
äèôðàêöèîííûõ äëèíàõ. Ïðè V = 0 (îäíîðîäíàÿ ëèíåéíàÿ ñðåäà) ïîëó÷àåòñÿ ñâîáîäíàÿ äèôðàêöèÿ 
ïó÷êà (êðèâàÿ 1), êîòîðûé, â ñîîòâåòñòâèè ñ õîðîøî èçâåñòíûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì, óäâàèâàåò 
ñå÷åíèå íà ðàññòîÿíèè 1/η0 îò âõîäà. Ïðè V = η0 ñëàáàÿ íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû íåñêîëüêî çàìåäëÿåò 
ðàñõîäèìîñòü (êðèâàÿ 2). Ïðè V = 2η0 (êðèâàÿ 3) ïðîèñõîäèò «çàõâàò» ïó÷êà, ñå÷åíèå êîòîðîãî íà-
÷èíàåò îñöèëëèðîâàòü, ÷òî ÿâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì ðåçóëüòàòîì îäíîâðåìåííîãî ïðîÿâëåíèÿ ôîêóñè-
ðîâêè è äèôðàêöèè. Ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì V ïåðèîä îñöèëëÿöèè óìåíüøàåòñÿ ïî ïðèáëèçèòåëüíî 
ëèíåéíîìó çàêîíó, à ôàçà ìåíÿåòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíóþ, òàê êàê ïðè áîëüøèõ V è ìàëûõ z ôîêóñè-
ðîâêà íà÷èíàåò ïðåîáëàäàòü íàä äèôðàêöèåé. Èç ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé V = 2,3η0 (êðèâàÿ 5) íàè-
áîëåå áëèçêî ê ñëó÷àþ, êîãäà âõîäíîå ïîëå ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ îñíîâíîé ñîáñòâåííîé ìîäîé ñðåäû. 
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Ðèñ. 1. Ïîâåäåíèå ñå÷åíèÿ ïó÷êà â ñðåäå ñ ãàóññîâîé íå-
îäíîðîäíîñòüþ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ: R = 0; η0 = π; 
1—V = 0; 2—V = η0; 3—V = 2η0; 
4—V = 2,25η0; 5—V = 2,3η0; 6—V = 2,5η0; 7—V = 3η0 

Ðèñ. 2. Âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà ðàñïðîñòðàíåíèå ãà-
óññîâà ïó÷êà â íåîäíîðîäíîé ñðåäå ñ ãàóññîâûì ïðî-
ôèëåì ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ: η0 = π; V = 2,3η0; 
1—R = 0; 2—R = 1; 3—R = 3; 4—R = 5 

 

 
 

Ðèñ. 3. Îòêëîíåíèå ïðîôèëÿ ìîäóëÿ àìïëèòóäû ïîëÿ îò ãàóññîâîé ôîðìû â òî÷êàõ ìàêñèìàëüíîé ôî-
êóñèðîâêè: à — èç-çà íåëèíåéíîñòè (V = 2,3η0, R = 5); á — èç-çà íåîäíîðîäíîñòè ëèíåéíîé ñðåäû 
(V = 3η0; R = 0); 1 — ðàññ÷èòàííûå íàøèì ìåòîäîì ïðîôèëè; 2 — ýôôåêòèâíûå ãàóññîâû ïðîôèëè 

 
Ðèñ. 2. èëëþñòðèðóåò âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà ðàñïðîñòðàíåíèå ïó÷êà, áëèçêîãî ê ñîáñòâåííîé 

ìîäå (V = 2,3η0). Âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì R óâåëè÷èâàåòñÿ ôîêóñèðóþùåå äåéñòâèå íåîäíîðîäíîé ñðå-
äû, àìïëèòóäà îñöèëëÿöèè ñå÷åíèÿ ïó÷êà óâåëè÷èâàåòñÿ, â òî âðåìÿ êàê ïåðèîä ýòèõ îñöèëëÿöèé 
ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåòñÿ. Ïðè âûñîêèõ èíòåíñèâíîñòÿõ (R = 5)  ïó÷îê, êîòîðûé, áóäó÷è ñëàáûì, 
ðàñïðîñòðàíÿëñÿ áû ïî÷òè ñòàöèîíàðíî, ôîêóñèðóåòñÿ ïðèìåðíî äî 0,6 ñâîåãî ïåðâîíà÷àëüíîãî ñå÷å-
íèÿ íà ðàññòîÿíèè îêîëî 0,5Ld. 



720 Â.Ë. Äåðáîâ, Þ.Í. Ïîíîìàðåâ, Ñ.Ê. Ïîòàïîâ  

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ïðîôèëè ïó÷êîâ, ñôîêóñèðîâàííûõ ïðèìåðíî äî îäèíàêîâîãî çíà÷åíèÿ 
σ

2(z), íî ïî ðàçíûì ïðè÷èíàì: çà ñ÷åò ðîñòà V ïðè R = 0 è çà ñ÷åò íåëèíåéíîñòè. Íà ðèñ. 3 ïðîôèëü 
|E| ìàêñèìàëüíî ñôîêóñèðîâàííûõ ïó÷êîâ, ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíèìóìàì íà êðèâîé 7 ðèñ. 1 è íà êðè-
âîé 4 ðèñ. 2, ñðàâíèâàåòñÿ ñ ýôôåêòèâíûì ãàóññîâûì ïðîôèëåì. Âèäíî, ÷òî ôîêóñèðîâêà çà ñ÷åò íå-
ëèíåéíîñòè (ðèñ. 3, à) ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíî áîëüøåìó îòêëîíåíèþ ïðîôèëÿ ïîëÿ îò ãàóññîâîé 
ôîðìû, ÷åì ïðè ôîêóñèðîâêå çà ñ÷åò óãëóáëåíèÿ ïðîôèëÿ íåîäíîðîäíîñòè ëèíåéíîé ñðåäû (ðèñ. 3, 
á), ïðè÷åì íåëèíåéíîñòü ïðèâîäèò ê îáîñòðåíèþ ïðîôèëÿ è áîëüøåé êîíöåíòðàöèè ýíåðãèè â ïðèîñå-
âîé ÷àñòè ïó÷êà. 

2. Íåîäíîðîäíîñòü ñ ãèïåðãàóññîâûì ïðîôèëåì. Àíàëîãè÷íûå èññëåäîâàíèÿ áûëè âûïîëíåíû 

äëÿ ãèïåðãàóññîâà ïðîôèëÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 
6

,

r

U e
−

=  áîëåå áëèçêîãî ê ïðÿìîóãîëüíîìó. 
Ðèñ. 4 ïîêàçûâàåò, ÷òî â ëèíåéíîì ðåæèìå ðîñò V â öåëîì ïðèâîäèò ê òåì æå ïîñëåäñòâèÿì, ÷òî è â 
ñëó÷àå íåîäíîðîäíîñòè ñ ãàóññîâûì ïðîôèëåì. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôîêóñèðîâêà íà íà÷àëü-
íîì îòðåçêå íàñòóïàåò ïðè çíà÷èòåëüíî áîëüøèõ V g 4η0 âìåñòî V g 2,3η0. Äðóãîå ñóùåñòâåííîå îò-
ëè÷èå — ýòî ïîÿâëåíèå ìåëêîìàñøòàáíîé ñòðóêòóðû íà ãðàôèêå σ2(z) (êðèâàÿ 3) ïðè ïî÷òè ñòàöèî-
íàðíîì ðàñïðîñòðàíåíèè ïó÷êà. Ýòà ñòðóêòóðà óñòîé÷èâî âîñïðîèçâîäèëàñü ñ òî÷íîñòüþ íå õóæå íå-
ñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ ïðè âàðüèðîâàíèè øàãà Δz îò 0,002 äî 0,005, ÷òî èñêëþ÷èëî ïåðâîíà÷àëüíûå ïî-
äîçðåíèÿ â åå ñâÿçè ñ îøèáêîé ÷èñëåííîãî ñ÷åòà. Àíàëèç ýâîëþöèè ïðîôèëÿ E  â ýòîì ñëó÷àå ïîêà-

çàë, ÷òî â òåõ ñå÷åíèÿõ, ãäå σ2(z) ìàêñèìàëüíî è ðàâíî íà÷àëüíîìó, ïðîôèëü èìååò çàîñòðåííóþ âåð-
øèíó è ñðàâíèòåëüíî ìåäëåííî ñïàäàþùèå êðûëüÿ. Â òåõ ñå÷åíèÿõ, ãäå σ2(z) ìèíèìàëüíî, âåðøèíà 
ïðîôèëÿ ñòàíîâèòñÿ ïëîñêîé (ìîæíî çàôèêñèðîâàòü äàæå íåáîëüøîé ïî ãëóáèíå è î÷åíü øèðîêèé 
ïðîâàë â öåíòðå), à êðûëüÿ ñòàíîâÿòñÿ êðóòûìè. Ýòè îñîáåííîñòè ìîæíî îáúÿñíèòü ýôôåêòèâíûì 
âîçáóæäåíèåì ïî êðàéíåé ìåðå äâóõ íèçøèõ ñîáñòâåííûõ ìîä íåîäíîðîäíîé ñðåäû, ïðè÷åì âêëàä 
âûñøåé èç íèõ ìåíÿåò âåëè÷èíó è çíàê â çàâèñèìîñòè îò z. 
 

  
Ðèñ. 4. Ëèíåéíûé ðåæèì ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà ñ 
ãàóññîâûì âõîäíûì ïðîôèëåì â ñðåäå ñ ãèïåðãàóñ-
ñîâîé íåîäíîðîäíîñòüþ. Îòäåëüíî ïîêàçàíà ìåë-
êîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà êðèâîé 3: 1—V = η0;  
2—V=3η0; 3—V = 4η0; 4—V = 5η0, R = 0 

Ðèñ. 5. Âëèÿíèå íåëèíåéíîñòè íà ðàñïðîñòðàíå-
íèå ïó÷êà â ñðåäå ñ ãèïåðãàóññîâûì ïðîôèëåì 
íåîäíîðîäíîñòè: V = 4η0; 1—R = 0; 2—R = 1; 
3—R = 2; 4—R = 4 

 
Íåëèíåéíîñòü, êàê è â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå, ïðîÿâëÿåòñÿ â óâåëè÷åíèè ôîêóñèðîâêè ïó÷êà 

(ðèñ. 5), ïðè÷åì îïèñàííàÿ âûøå ìåëêîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà ñãëàæèâàåòñÿ (ïåðåõîä îò êðèâîé 1 ê 

êðèâîé 4). Ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü âëèÿíèåì âêëàäà 2

2n E  â ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ, èç-çà êîòîðîãî 

ïðèîñåâàÿ ÷àñòü ãèïåðãàóññîâà ïðîôèëÿ íåîäíîðîäíîñòè ñòàíîâèòñÿ ìåíåå óïëîùåííîé; ïðîôèëü ïðè-
áëèæàåòñÿ ê ãàóññîâó. 

Âî âñåõ ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòàõ êîíòðîëèðîâàëàñü ïîëíàÿ ìîùíîñòü W, êîòîðàÿ â îòñóòñòâèå ïîòåðü 
äîëæíà áûòü ïîñòîÿííîé. Óõîä W îò åå íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ íå ïðåâûøàë íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ. 

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâóþò î ñóùåñòâåííîì âëèÿíèè êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòè íà 
ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãàóññîâà ïó÷êà èçëó÷åíèÿ â àêñèàëüíî-ñèììåòðè÷íîé íåîäíîðîäíîé ñðåäå. 
Âìåñòå ñ òåì îíè äåìîíñòðèðóþò âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàçðàáîòàííîãî íàìè 
ðàñ÷åòíîãî àëãîðèòìà ñ öåëüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâûõ ïó÷êîâ â íåëèíåéíûõ íåîä-
íîðîäíûõ ñðåäàõ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, â ÷àñòíîñòè â çàäà÷àõ ëàçåðíîãî çîíäèðîâàíèÿ àòìîñôåðû è 
àòìîñôåðíîé îïòèêè. 
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