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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îòðàæåíèÿ ñâåòà îò ìóòíîé ñðåäû. Ïðåäëîæåí ñïîñîá ðàçäåëåíèÿ îäíîêðàòíîãî 
ðàññåÿíèÿ íà ðàññåÿíèå, ïðèâîäÿùåå è íå ïðèâîäÿùåå ê èçìåíåíèþ íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ 
îòíîñèòåëüíî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Êîýôôèöèåíòû îòðàæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ðÿäà ïî êðàòíîñòÿì 
ðàññåÿíèÿ ñ îäíîêðàòíîé ñìåíîé íàïðàâëåíèÿ. Äëÿ êàæäîé êðàòíîñòè íàéäåíî òî÷íîå ëèíåéíîå èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ îäíîðîäíûì ãðàíè÷íûì óñëîâèåì. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà äèñêðåòíûõ îðäèíàò ïðè-
âîäèò ê ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì óðàâíåíèÿì. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå ýòèõ óðàâíåíèé áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìàëîóãëîâîãî 
ïðèáëèæåíèÿ â âèäå ñâåðòêè ìàòðè÷íûõ ýêñïîíåíò. Ïîêàçàíà îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè êâàçèîäíîêðàòíîãî ïðè-
áëèæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò îïòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çîíäèðóåìîé ñðåäû. 

 
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ èíòåðïðåòàöèè ðåçóëü-

òàòîâ îïòè÷åñêîãî äèñòàíöèîííîãî çîíäèðîâàíèÿ  
ñ ïîìîùüþ êàê ëèäàðíûõ, òàê è ñïóòíèêîâûõ èç-
ìåðåíèé èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåíèå êâàçèîäíîêðàò- 
íîãî ðàññåÿíèÿ. Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà çàäà-
÷å îòðàæåíèÿ ñîëíå÷íîãî èçëó÷åíèÿ îò àòìîñôåðû 
Çåìëè. Â êâàçèîäíîêðàòíîì ïðèáëèæåíèè êîýôôèöè-
åíò ÿðêîñòè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì 
÷ëåíîì ðÿäà òåîðèè âîçìóùåíèé ïî îáðàòíîìó ðàñ-
ñåÿíèþ [1]: 
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ãäå τ – îïòè÷åñêàÿ òîëùà ñëîÿ; Ω0 = {ϕ0, θ0} – åäè-
íè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ïàäåíèÿ èçëó÷åíèÿ; 
Ω = {ϕ, θ} – åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâëåíèÿ âèçè-
ðîâàíèÿ èçëó÷åíèÿ; ϕ, θ – àçèìóòàëüíûé è ïîëÿð-
íûé óãëû; L0(τ, Ω0, Ω) – êîýôôèöèåíò ÿðêîñòè 
ïðîøåäøåãî èçëó÷åíèÿ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæå-
íèè [2]. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé èñïîëüçîâàíèÿ äàí-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ðàç-
äåëåíèÿ èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ x(γ) íà «îñòðóþ» 
ìàëîóãëîâóþ ÷àñòü xo(γ), îïèñûâàþùóþ ðàññåÿíèå 
âïåðåä, è íà «òóïóþ» ÷àñòü xt(γ), îïèñûâàþùóþ 
îáðàòíîå îòðàæåíèå: 

 ( ) (1 ) ( ) ( ),o tx a x axγ = − γ + γ  (2) 

ãäå a — ìàëûé ïàðàìåòð; γ – óãîë ðàññåÿíèÿ.  
Ðåøåíèå ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ xt(γ) íå ìîæåò 

áûòü ôîðìàëèçîâàíî è íîñèò ñóáúåêòèâíûé õàðàê-
òåð. À ïðè óäà÷íîì ðàçäåëåíèè ìîæíî äîáèòüñÿ 
õîðîøåé òî÷íîñòè â èíòåðïðåòàöèè îòðàæåííîãî 
ñèãíàëà. Èññëåäîâàíèÿ òðàåêòîðèé ëó÷åé â ìóòíûõ 

ñðåäàõ, ïðîâåäåííûå ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàëî-
óãëîâîå ïðèáëèæåíèå íå îïèñûâàåò ïîòîêà îòðà-
æåííîãî èçëó÷åíèÿ îò ðåàëüíîé ñðåäû äàæå ïðè 
ñèëüíîé âûòÿíóòîñòè óïðóãîé èíäèêàòðèñû. Ïîýòîìó 
ñòàíîâèòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ ãðà-
íèö ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ êâàçèîäíîêðàòíîãî 
ðàññåÿíèÿ. 

Äëÿ îòðàæåíèÿ èçëó÷åíèÿ îò ìóòíîé ñðåäû íå-
îáõîäèìî, ÷òîáû ïðîèçîøëî õîòÿ áû îäíî «ñèëü-
íîå» ðàññåÿíèå (ðèñ. 1), ïðèâîäÿùåå ê èçìåíåíèþ 
íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ îòíîñè-
òåëüíî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Â ñëó÷àå îòðàæåíèÿ 
îò îïòè÷åñêè ïëîòíûõ ñðåä â îòðàæåííîì ñèãíàëå 
çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò äîëÿ «ñèëüíîãî» ìíîãî-
êðàòíîãî ðàññåÿíèÿ.  

 

 

Ðèñ. 1. Òðàåêòîðèÿ ëó÷à, îòðàæåííîãî îò ìóòíîé ñðåäû  
 èçëó÷åíèÿ 

 
Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíà òèïè÷íàÿ òðàåêòîðèÿ ëó÷à, 

îòðàæåííîãî îò ìóòíîé ñðåäû, ïîëó÷åííàÿ ñ ïî- 
ìîùüþ ïðîãðàììû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà- 
íèÿ. Ïðè ìîäåëèðîâàíèè èñïîëüçîâàëèñü àëüáåäî  
îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ Λ = 0,98 è èíäèêàòðèñà 

2. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 7. 
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Õåíüè–Ãðèíñòåéíà ñ ïàðàìåòðîì g = 0,95. Êàê 
ìîæíî çàìåòèòü, íà ôîíå ìíîãîêðàòíûõ ðàññåÿíèé, 
íå ïðèâîäÿùèõ ê èçìåíåíèþ íàïðàâëåíèÿ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ îòíîñèòåëüíî íîðìàëè ê ïî-
âåðõíîñòè, âûäåëÿåòñÿ «ñèëüíîå» ðàññåÿíèå, ìå-
íÿþùåå íàïðàâëåíèå íèñõîäÿùåãî ïîòîêà èçëó÷å-
íèÿ íà âîñõîäÿùèé, è íàîáîðîò. Ýòî ïîçâîëÿåò ðàç-
äåëèòü èíäèêàòðèñó ðàññåÿíèÿ íà «ïîëîæèòåëüíóþ» 
÷àñòü x+(γ), îïèñûâàþùóþ ðàññåÿíèå, íå ïðèâîäÿ-
ùåå ê ñìåíå íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷å-
íèÿ, è íà «îòðèöàòåëüíóþ» ÷àñòü x–(γ), îïèñûâàþ-
ùóþ «ñèëüíîå» ðàññåÿíèå. Òàêîå ðàçäåëåíèå – îä-
íîçíà÷íîå è ïðîèñõîäèò â êàæäîì àêòå ðàññåÿíèÿ  
â çàâèñèìîñòè îò íàïðàâëåíèÿ ïàäåíèÿ ðàññåèâàå-
ìîãî èçëó÷åíèÿ. 

Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî êîýôôèöè-
åíò ÿðêîñòè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ ðàñêëàäûâàåòñÿ 
ïî êðàòíîñòÿì «ñèëüíîãî» ðàññåÿíèÿ:  
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Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî îäíèì «ñèëüíûì» 
ðàññåÿíèåì, òî ïîëó÷èì áîëåå òî÷íîå, ÷åì êâàçèîä-
íîêðàòíîå, ïðèáëèæåíèå. Àíàëèç ðåøåíèÿ, ó÷èòû-
âàþùèé ìíîãîêðàòíîå «ñèëüíîå» ðàññåÿíèå, ïîçâî-
ëèò íàéòè óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ âêëàä ìíîãîêðàò-
íûõ «ñèëüíûõ» ðàññåÿíèé íåñóùåñòâåí, è ñîîòâåò-
ñòâåííî âåðõíþþ ãðàíèöó ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæå-
íèÿ êâàçèîäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. 

Êîýôôèöèåíò ÿðêîñòè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ 
õàðàêòåðèçóåò ôóíêöèÿ îòðàæåíèÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ 
ðåøåíèåì ãðàíè÷íîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. 
Íî ñàìî óðàâíåíèå ïåðåíîñà íåñåò èçáûòî÷íóþ èí-
ôîðìàöèþ î ïîâåäåíèè ïîòîêà èçëó÷åíèÿ â ãëóáèíå 
ñðåäû, ïîýòîìó ëó÷øå íàõîäèòü ôóíêöèþ îòðàæå-
íèÿ èç óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ â êà÷åñòâå íåèç-
âåñòíûõ òîëüêî ñàìó ýòó ôóíêöèþ. Òàêèå óðàâíåíèÿ 
èçâåñòíû. Ýòî íåëèíåéíûå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëü- 
íûå óðàâíåíèÿ Àìáàðöóìÿíà–×àíäðàñåêàðà [3]. 
Çàïèøåì óðàâíåíèå Àìáàðöóìÿíà–×àíäðàñåêàðà 
äëÿ êîýôôèöèåíòà ÿðêîñòè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ 
R(τ, Ω0, Ω), èñïîëüçóÿ ðàçäåëåíèå èíäèêàòðèñû íà 
x+(γ) è x–(γ): 
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(4)

 

ãäå 0cos ,ξ = θ  cosη = θ , Ω ± — âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ 

ïîëóñôåðû íàïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî íîðìàëè ê ïî-
âåðõíîñòè. Íåòðóäíî âèäåòü, ðàçäåëåíèå èíäèêàò-
ðèñû ðàññåÿíèÿ íà «ïîëîæèòåëüíóþ» è «îòðèöà-

òåëüíóþ» ÷àñòè â óðàâíåíèè Àìáàðöóìÿíà (4) ïðî-
èñõîäèò àâòîìàòè÷åñêè ïî èíòåðâàëó èíòåãðèðîâà-
íèÿ. Òåì ñàìûì «ïîëîæèòåëüíàÿ» è «îòðèöàòåëü-
íàÿ» èíäèêàòðèñû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòÿìè ðåàëüíîé èí-
äèêàòðèñû, îäíàêî âåðõíèå ñèìâîëû ñîõðàíèì äëÿ 
íàãëÿäíîñòè. 

Äëÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (4) 
çàïèøåì ãðàíè÷íîå óñëîâèå â ñëó÷àå îòðàæåíèÿ îò 
ñâîáîäíîãî ñëîÿ: 

 ( )0
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, , 0.R
τ=

τ Ω Ω =  (5) 

Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (4) îïèñûâàåò ðàññåÿ-
íèå èçëó÷åíèÿ áåç èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæå-
íèÿ îòíîñèòåëüíî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Ïðàâàÿ 
÷àñòü, íàïðîòèâ, ñîäåðæèò ÷ëåíû ñ «ñèëüíûì» ðàñ-
ñåÿíèåì. Åñëè èñïîëüçîâàòü ðàçëîæåíèå êîýôôèöè-
åíòà ÿðêîñòè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ ïî êðàòíîñòÿì 
«ñèëüíîãî» ðàññåÿíèÿ (3), òî íåëèíåéíîå èíòåãðî-
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4) ðàñïàäåòñÿ íà 
ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ äëÿ êàæäîé êðàòíîñòè «ñèëü-
íîãî» ðàññåÿíèÿ k = 2n + 1, n = 0, 1, 2, … — íå-
÷åòíûå ÷ëåíû, ñîîòâåòñòâóþùèå îòðàæåííîìó èçëó-
÷åíèþ: 
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Ðåøåíèå óðàâíåíèé (6) è (7) áóäåì èñêàòü ìå-
òîäîì äèñêðåòíûõ îðäèíàò (ÄÎ) [3, 4]. Äëÿ ýòîãî 

ðàçëîæèì ( )0, ,kR τ Ω Ω  è èíäèêàòðèñó ïî àçèìó-

òàëüíûì ãàðìîíèêàì: 
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Çàìåíèì èíòåãðàëû â óðàâíåíèÿõ (6) è (7) íà 
êâàäðàòóðíûå ñóììû, ââåäÿ óçëû μi è âåñà ai êâàä-
ðàòóðíîé ôîðìóëû, à òàêæå ñåòêó {ηi, ξj} ïî ïåðå-
ìåííûì η, ξ: 
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Äëÿ ââåäåííîé ñåòêè îïðåäåëÿåì ìàòðèöû àçè-
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 ÷àñòåé èíäèêàòðèñû ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
 

 
( ) ( , , ), ( , ),

( , ).

m m
i j i jk k

m
i j

R R x x

x x

+

−

τ = τ η ξ = η ξ

= −η ξ

���

����

���
 

(11)
 

Òîãäà èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 
(6) è (7) ñâîäÿòñÿ ê ìàòðè÷íûì äèôôåðåíöèàëü-
íûì óðàâíåíèÿì: 

 ( ) ( ) ( )1 1 1 ,
2 2 4

d
R x S E R R Sx E x

d

+ + −
Λ Λ Λ⎛ ⎞ ⎛ ⎞τ − − ψ τ − τ ψ − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟τ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

��� ��� ���

��� �� ��� ����� ��� �� �� ���

 

  (12) 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 1

2 1

1

2 1 2 1

0

2

,
2

,

n n

n n

n

n i m n i

i

d
R x S E R

d

R Sx E F

F R Sx S R

+

+ +

+

+

−

−

+ − −

=

Λ⎛ ⎞τ − − ψ τ −⎜ ⎟τ ⎝ ⎠

Λ⎛ ⎞− τ ψ − = τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

τ =Λ τ ψ ψ τ∑

���

������� �� ��� �� �������

���

������� �� �� ��� ���

����

��� ������ �� �� �� �� ���������

 (13) 

ãäå E
���

 – åäèíè÷íàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà; 

diag( );iS a=

��

 diag(1 ).iψ = μ

��

. 

Ðàññìîòðèì îòðàæåíèå îò ïîëóáåñêîíå÷íîé 
ñðåäû. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîïàäàåò çàâèñèìîñòü êîýô-
ôèöèåíòà ÿðêîñòè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ îò îïòè-
÷åñêîé òîëùè, à â óðàâíåíèÿõ (12) è (13) äèôôå-
ðåíöèàëüíûé ÷ëåí: 

 2 1 2 1 ,
n n n

AR R A F
+ +

′+ =

��� ������� ������� ��� ���

 (14) 

ãäå  

;
2

A E x S
+

Λ⎛ ⎞= − ψ⎜ ⎟
⎝ ⎠

���

��� ��� �� ��

 0 ,
4

F x
−

Λ
=

���

���

 

( )

1

2 1 2 1

0

,

n

n i m n i

i

F R Sx S R

−

−

+ − −

=

= Λ ψ ψ∑
����

��� ������ �� �� �� �� ����������

 1;n ≥  

øòðèõ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàííóþ ìàòðèöó. 
 Ðåøåíèå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (14) 
ïîäðîáíî èññëåäîâàíî â òåîðèè ìàòðèö [5], è åãî 
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñâåðòêè 

 ( )1

0

exp exp
4

R At x A t dt

∞

−
Λ ⎛ ⎞′= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠∫
���

��� ��� ���

, (15) 

 2 1

0

exp( ) exp ,
n n

R At F A t dt

∞

+

⎛ ⎞′= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

������� ��� ��� ���

 (16) 

ãäå ( )exp .  – ìàòðè÷íàÿ ýêñïîíåíòà. Òîãäà êîýôôè-

öèåíò ÿðêîñòè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ áóäåì ðàñ-
ñ÷èòûâàòü, èñïîëüçóÿ (3) è (8): 

 2 1 0

0 0

cos ( ).

M N

n

m n

R R m
+

= =

= ϕ − ϕ∑∑
��� �������

 (17) 

Ìàòðè÷íàÿ ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ ïîçâîëèëà ðåà-
ëèçîâàòü âû÷èñëåíèÿ ïî ôîðìóëàì (15)–(17) â ìà-
òåìàòè÷åñêîì ïàêåòå MatLab. Ðàñ÷åò ïðè ñîâðåìåí-
íîì óðîâíå ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè çà-
íèìàåò ñ î÷åíü âûñîêîé òî÷íîñòüþ íåñêîëüêî ñå-
êóíä äëÿ ëþáîé ñòåïåíè âûòÿíóòîñòè èíäèêàòðèñû. 
 Âåðíåìñÿ ê îòðàæåíèþ èçëó÷åíèÿ îò ñëîÿ. Ðå-
øåíèå ìàòðè÷íîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ 
(12) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (5) áóäåì èñêàòü ñ ïî-
ìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Îñîáåííîñòè ïðè-
ìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê ìàòðè÷íûì 
äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì ïðèâåäåíû â ìîíî-
ãðàôèè [5]. Ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðàçîâà-
íèé ïîëó÷èì ðåøåíèå (12) è (13) â âèäå ñâåðòêè 
ìàòðè÷íûõ ýêñïîíåíò: 

 

( )1

0

exp
2

exp ,
4 2

m

m m

R x S E t

x Sx E t dt

τ

+

− +

Λ⎡ ⎤⎛ ⎞τ = − ψ ×⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

Λ Λ⎛ ⎞⎛ ⎞× ψ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫
����

��� �� ��� ��

���� ����

�� �� ���

 

(18)

 

 

( )

( ) ( )

2 1

0

0

exp
2

exp .
2

n m

t

n m

R x S E t

F t Sx E t t dt dt

τ

+

+

+

Λ⎛ ⎞⎛ ⎞τ = − ψ ×⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

Λ⎛ ⎞⎛ ⎞′ ′ ′× ψ − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∫

∫

����

������� �� ��� ��

����

��� �� �� ���

 

(19)

 

Ôîðìóëû (15) è (18) îïèñûâàþò îòðàæåíèå  
ñ îäíèì «ñèëüíûì» ðàññåÿíèåì. Âèä ðåøåíèÿ äëÿ 
êîýôôèöèåíòà ÿðêîñòè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ (18) 
â ïðèáëèæåíèè «ñèëüíîãî» îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ 
ïîõîæ íà ðåøåíèå (1), ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ïðè-
áëèæåíèÿ êâàçèîäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Íî â îò-
ëè÷èå îò (1) ïðè âûâîäå (15) è (18) íå ïðèìåíÿëîñü 
ìàëîóãëîâîå ïðèáëèæåíèå. 

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ 
êîýôôèöèåíòîâ ÿðêîñòè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ: îò 
ìóòíîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû è îò ñëîÿ 5τ = . 
Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ïî ôîðìóëå (15), ìîäèôèöè-
ðîâàííîìó ìåòîäó ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê [6] è ìå-
òîäó Ìîíòå-Êàðëî (ïðîãðàììà SPIM-L). Â ïðî-
ãðàììå SPIM-L ðåàëèçîâàíà âîçìîæíîñòü ñëåäèòü 
çà êðàòíîñòüþ ñìåí íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ 
è ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîâîäèëîñü äëÿ ñóìì 
ïî êðàòíîñòÿì «ñèëüíîãî» ðàññåÿíèÿ äî êðàòíîñòè 
k âêëþ÷èòåëüíî. Ïðè ðàñ÷åòå è ìîäåëèðîâàíèè  

2*. 
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èñïîëüçîâàëèñü Λ = 0,98 è èíäèêàòðèñà Õåíüè–
Ãðèíñòåéíà ñ ïàðàìåòðîì g = 0,95. Ñðàâíåíèå ñ ðå-
çóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ ïî [6] ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ýòèõ 
ïàðàìåòðàõ âêëàä êðàòíîñòåé k > 19 íåñóùåñòâåí. 
 

 
à 

 
á 

Ðèñ. 2. Êîýôôèöèåíòû ÿðêîñòè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ:  
à – îòðàæåíèå îò ìóòíîé ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäû, á – 
îòðàæåíèå îò ñëîÿ îïòè÷åñêîé òîëùèíîé τ = 5. Óãîë ïà-
äåíèÿ — íîðìàëüíûé. Öèôðàìè îáîçíà÷åíà êðàòíîñòü 
«ñèëüíîãî» ðàññåÿíèÿ k. Ñïëîøíîé ëèíèåé ïîêàçàíû ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëå (15), òî÷êàìè – ðàñ÷åò ïî 
ìîäèôèöèðîâàííîìó ìåòîäó ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê [6], 
ãèñòîãðàììîé – ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà- 
 íèÿ ïî ïðîãðàììå SPIM-L 

 
Èç àíàëèçà ôîðìóë (15) è (16) ìîæíî ïîëó-

÷èòü óñëîâèå, êîãäà îòðàæåíèå ñ îäíèì «ñèëüíûì» 
ðàññåÿíèåì áóäåò îïðåäåëÿòü âåñü îòðàæåííûé ïî-

òîê èçëó÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, ÷òîáû 

0 1F F�  èëè  

 1 1.
4

m
x R Sx S R
− −

Λ
Λ ψ ψ

��� ������� �� �� �� �� ���

�  (20) 

Ïðîèíòåãðèðóåì íåðàâåíñòâî (20) ïî âñåì êî-
ñèíóñàì óãëîâ ïàäåíèÿ è óãëîâ âèçèðîâàíèÿ, ÷òî 
ñîîòâåòñòâóåò óìíîæåíèþ ñëåâà è ñïðàâà íà ìàòðè-

öó :S
��

  

2

1 1 1

1
.

4 2
m m

Sx S SR Sx S R S SR S Sx S
− − −

Λ ⎛ ⎞Λ ψ ψ >Λ⎜ ⎟
⎝ ⎠

��� ���� ������ �� �� ��� �� �� �� �� ��� �� �� ��� �� �� ��
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(21) 

Åñëè èñïîëüçîâàòü îöåíêè 

 ,Sx S b
−

≤

���

�� ��

  

 

( )

( )

1

0

exp 1
4

exp 1 ,
1

SR S S t x

t dtS b

∞

−
Λ⎡ ⎤< − − Λ ψ ×⎣ ⎦

Λ⎡ ⎤′× − − Λ ψ ≤⎢ ⎥ − Λ⎣ ⎦

∫
���

�� ��� �� �� ��

�� ��
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òî èç íåðàâåíñòâ (21) è (22) ïîëó÷èì 

 
1

.
1

g
b

Λ < Λ ≈
+ ε

 (23) 

Çäåñü ( )
0

1

1

2
b x d

−

= η η∫  îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü èñïû-

òàíèÿ «ñèëüíîãî» ðàññåÿíèÿ; ε  — âåëè÷èíà ìíîãî 
ìåíüøå åäèíèöû. Ïðè óìåíüøåíèè ñòåïåíè âûòÿ-
íóòîñòè èíäèêàòðèñû óâåëè÷èâàåòñÿ âêëàä «ñèëü-
íûõ» ðàññåÿíèé âûñøèõ êðàòíîñòåé. Íàïðîòèâ, ïðè 
óìåíüøåíèè çíà÷åíèÿ àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàñ-
ñåÿíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ âêëàä îäíîêðàòíîãî «ñèëüíî-
ãî» ðàññåÿíèÿ. Ïðè äîñòèæåíèè íåêîòîðîãî êðèòè-
÷åñêîãî çíà÷åíèÿ Λg îòðàæåíèå áóäåò ôîðìèðîâàòü-
ñÿ, â îñíîâíîì, îäíîêðàòíûì «ñèëüíûì» ðàññåÿíè-
åì. Ïàðàìåòð Λg çàâèñèò îò èíäèêàòðèñû. Äëÿ èí-
äèêàòðèñû Õåíüè–Ãðèíñòåéíà ìîæíî ïðåäëîæèòü 
îöåíêó çíà÷åíèÿ Λg: 

 
3 2

1
.

1 [3(1 )]
g

g
Λ ≈

+ −
 (24) 

Åñëè ïàðàìåòðû ñðåäû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 
Λ < Λg, òî âîçìîæíî ïðèìåíåíèå ïðèáëèæåíèÿ êâà-
çèîäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöè-
åíòîâ ÿðêîñòè îòðàæåííîãî ìóòíîé ïîëóáåñêîíå÷-
íîé ñðåäîé èçëó÷åíèÿ. 

Â ñëó÷àå îòðàæåíèÿ èçëó÷åíèÿ îò ðåàëüíîé 
ñðåäû òîëùèíîé τ  äëÿ îöåíêè ãðàíèöû ïðèìåíèìî-
ñòè ïðèáëèæåíèÿ êâàçèîäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ áó-

äåì èñïîëüçîâàòü îòíîøåíèå 1 0 0( , ) ( , ).Σρ τ θ ρ τ θ  Çäåñü  

 1 0 1 0( , ) ( , , )R dρ τ θ = τ Ω Ω Ω∫   

– ïîëíûé êîýôôèöèåíò ÿðêîñòè îòðàæåííîãî èçëó-
÷åíèÿ ñ îäíîêðàòíûì «ñèëüíûì» ðàññåÿíèåì;  



 Òî÷íîñòü è ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïðèáëèæåíèÿ êâàçèîäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ïðè ðàñ÷åòå ñèãíàëà… 581 
 

 0 0( , ) ( , , )R dΣρ τ θ = τ Ω Ω Ω∫   

– ïîëíûé êîýôôèöèåíò ÿðêîñòè îòðàæåííîãî èçëó-
÷åíèÿ.  

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ 
ρ1(τ, θ0)/ρΣ(τ, θ0) îò îïòè÷åñêîé òîëùè. Óãîë ïàäå-
íèÿ íîðìàëüíûé.  

 

 

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü îòíîøåíèÿ ρ1(τ, θ0)/ρΣ(τ, θ0) îò îïòè-
÷åñêîé òîëùè: äëÿ îáëà÷íîãî ïîêðîâà Ñ1 êðèâûå (1); äëÿ 
äûìêè L (2).  Óãîë ïàäåíèÿ íîðìàëüíûé. Ñïëîøíîé ëè-
íèåé  ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà äëÿ äëèíû âîë- 
 íû 300 íì, øòðèõîâîé – äëÿ äëèíû âîëíû 700 íì 

Ðàñ÷åò ρ1(τ, θ0) ïðîâîäèëñÿ ïî ôîðìóëå (18), 
ρΣ(τ, θ0) – ïî ôîðìóëàì ðàáîòû [6] è (19). Ïðè 
ðàñ÷åòå èíäèêàòðèñû èñïîëüçîâàëèñü ïàðàìåòðû 
Äåéðìåíäæàíà [7]. Äèàïàçîí îïòè÷åñêèõ òîëù âçÿò  
ñ çàïàñîì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè 
êâàçèîäíîêðàòíîãî ïðèáëèæåíèÿ. Âëèÿíèå ïîãëî-
ùåíèÿ îçîíîì ïðè ðàñ÷åòàõ íå ó÷èòûâàëîñü, ïî-
ñêîëüêó îçîí ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííûì ãàçîâûì êîìïî-
íåíòîì àòìîñôåðû, çàâèñÿùèì îò âðåìåíè ãîäà  
è ñóòîê, ãåîãðàôè÷åñêîãî ìåñòà. Ïîýòîìó äëÿ ó÷åòà 
ýòîãî ôàêòîðà íåîáõîäèìà äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîð-
ìàöèÿ, íå âëèÿþùàÿ íà ñàìó ìåòîäèêó. Îäíàêî 
ïîÿâëåíèå ïîãëîùåíèÿ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ 
îäíîêðàòíîãî àëüáåäî ðàññåÿíèÿ è ïðè óñëîâèè 
Λ < Λg ïîãðåøíîñòü êâàçèîäíîêðàòíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ óìåíüøàåòñÿ. 

Â òàáëèöå äàíà çàâèñèìîñòü ρ1(τ, θ0)/ρΣ(τ, θ0) 
îò òîëùè è òèïà ìóòíîé ñðåäû. Èç àíàëèçà òàáëè-
öû ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðè îòðàæåíèè îò 
îïòè÷åñêîé òîëùè τ > 2 âêëàä ìíîãîêðàòíûõ «ñèëü-
íûõ» ðàññåÿíèé â êîýôôèöèåíò ÿðêîñòè áóäåò áî-
ëåå 10% äëÿ âñåõ òèïîâ îáëàêîâ è äûìîê. Ñîîòâåò-

ñòâåííî âåëè÷èíà ( ) ( )1 0 0, ,Σρ τ θ ρ τ θ  áóäåò îïðåäåëÿòü 

ìèíèìàëüíóþ îøèáêó ïðè èñïîëüçîâàíèè ïðèáëè-
æåíèÿ êâàçèîäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. 

 

Çàâèñèìîñòü ρ1(τ, θ0)/ρΣ(τ, θ0) îò òîëùè è òèïà ìóòíîé ñðåäû 

Îáëàêî C1 Îáëàêî C3 Äûìêà M Äûìêà L Äûìêà H 
τ 

300 íì 700 íì 300 íì 700 íì 300 íì 700 íì 300 íì 700 íì 300 íì 700 íì 

0,5 0,9814 0,9797 0,9798 0,9715 0,9591 0,9464 0,9662 0,9559 0,9490 0,9339 

1,0 0,9578 0,9549 0,9552 0,9406 0,9176 0,8954 0,9302 0,9119 0,9009 0,8705 

1,5 0,9325 0,9286 0,9290 0,9096 0,8786 0,8501 0,8950 0,8712 0,8581 0,8161 

2,0 0,9069 0,9022 0,9026 0,8793 0,8422 0,8096 0,8614 0,8337 0,8196 0,7687 

2,5 0,8817 0,8763 0,8768 0,8501 0,8083 0,7731 0,8296 0,7991 0,7846 0,7271 

3,0 0,8572 0,8513 0,8518 0,8222 0,7768 0,7400 0,7997 0,7672 0,7526 0,6900 

3,5 0,8338 0,8273 0,8279 0,7957 0,7477 0,7098 0,7716 0,7377 0,7234 0,6570 

4,0 0,8114 0,8045 0,8051 0,7706 0,7206 0,6822 0,7454 0,7105 0,6965 0,6273 

4,5 0,7902 0,7829 0,7835 0,7471 0,6956 0,6569 0,7209 0,6854 0,6717 0,6006 

5,0 0,7700 0,7624 0,7630 0,7249 0,6723 0,6337 0,6981 0,6621 0,6489 0,5766 

5,5 0,7509 0,7430 0,7436 0,7041 0,6508 0,6123 0,6769 0,6406 0,6277 0,5549 

6,0 0,7329 0,7246 0,7253 0,6846 0,6309 0,5925 0,6570 0,6207 0,6082 0,5354 

6,5 0,7158 0,7073 0,7080 0,6663 0,6124 0,5743 0,6386 0,6023 0,5900 0,5176 

7,0 0,6997 0,6910 0,6917 0,6492 0,5952 0,5575 0,6215 0,5852 0,5731 0,5016 

7,5 0,6845 0,6756 0,6763 0,6332 0,5793 0,5419 0,6055 0,5693 0,5575 0,4870 

8,0 0,6702 0,6611 0,6618 0,6183 0,5645 0,5275 0,5906 0,5546 0,5429 0,4738 

8,5 0,6566 0,6474 0,6482 0,6043 0,5508 0,5142 0,5768 0,5410 0,5294 0,4617 

9,0 0,6438 0,6345 0,6353 0,5913 0,5381 0,5018 0,5639 0,5283 0,5168 0,4507 

9,5 0,6318 0,6224 0,6231 0,5791 0,5263 0,4903 0,5519 0,5166 0,5050 0,4407 

10,0 0,6204 0,6109 0,6117 0,5676 0,5152 0,4796 0,5407 0,5056 0,4940 0,4315 
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V.P. Budak, A.V. Lubenchenko. Precision and application range of the quasi-single scattering  

approximation at the calculation of the backscattering signal. 
In this paper the problem of the light reflection from a turbid medium slab is considered. The method of 

the single scattering separation into the scattering, leading or not leading to a change of the radiation propaga-
tion direction relative normal to the surface is offered. The reflectance is represented as a series on the scatter-
ing multiplicities with single change of the direction. For each multiplicity the precise linear integro-
differential equation with homogeneous boundary conditions is derived. The application of the discrete ordi-
nates method brings to the linear matrix equations. The solution of these equations without application of the 
small angle approximation in the matrix exponential curves form is obtained. The application range of the 
quasi-single scattering approximation is uniquely determined. 

 


