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Â ñâÿçè âàæíîñòüþ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè äëÿ ðàñ÷åòà (èëè îïèñàíèÿ) ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîãî 
èçëó÷åíèÿ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå, áûëà ïîñòàâëåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïî èçâåñòíûì ìî-
äîâûì êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà. Ïîëó÷åíû íîâûå ôîðìóëû äëÿ òî÷íîãî àíàëèòè÷å-
ñêîãî ðàñ÷åòà ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ôðîíòà íà êðóãëîé àïåðòóðå. Â îòëè÷èå îò îïèñàííîãî â ëèòåðàòóðå 
àíàëèòè÷åñêîãî ìåòîäà ïðåäëàãàåìûé ñïîñîá êîððåêòíî ó÷èòûâàåò âñþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, âêëþ÷àÿ ïðè-
ãðàíè÷íûå çîíû àïåðòóðû. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ïðåäëàãàåìîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ñ ñóùå-
ñòâóþùèì ìåòîäîì, à òàêæå ñ ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì ïðè âûáðàííîé äèñêðåòèçàöèè íà ïðèìåðàõ ïîëèíîìîâ 
Öåðíèêå, ôóíêöèé Êàðóíåíà–Ëîýâà, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîëìîãîðîâñêîé ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè, è êîëìîãî-
ðîâñêèõ âîëíîâûõ ôðîíòîâ. Ïðèâîäÿòñÿ âåëè÷èíû óêëîíåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé, ðàññ÷èòàííûõ ïî ñó-
ùåñòâóþùåìó àíàëèòè÷åñêîìó ìåòîäó è ÷èñëåííî, îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ íîâûì ñïîñîáîì. Óêàçàíû  
è îáúÿñíåíû óíèâåðñàëüíîñòü è äðóãèå ïðåèìóùåñòâà ïðåäëîæåííîãî íàìè àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà ñòðóê-
òóðíîé ôóíêöèè. Ðåçóëüòàò ïîçâîëèò òî÷íî îïðåäåëÿòü ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ âîëíîâîãî ôðîíòà ïî ìîäî-
âûì êîýôôèöèåíòàì â çàäà÷àõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûõ ñðåäàõ. 
 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àäàïòèâíàÿ îïòèêà, âîëíîâîé ôðîíò, ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ, êîëìîãîðîâñêàÿ òóðáó-
ëåíòíîñòü, àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò, ïîëèíîìû Öåðíèêå, ôóíêöèè Êàðóíåíà–Ëîýâà; adaptive optics, wave-
front, structure function, Kolmogorov turbulence, analytical calculation, Zernike polynomials, Karhunen–Loѐve 
functions. 

 
 

Ââåäåíèå 
 

Âî ìíîãèõ çàäà÷àõ, ñâÿçàííûõ ñ ðàñ÷åòàìè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ ÷åðåç ñëó÷àéíî-
íåîäíîðîäíûå ñðåäû, óäîáíûì èíñòðóìåíòîì àíàëè-
çà ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ðàññìàòðèâàåìûõ 
ñâåòîâûõ âîëí è ñâîéñòâ ñðåäû ÿâëÿåòñÿ òàê íàçû-
âàåìàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ. Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè 
ñâåòà ÷åðåç òóðáóëåíòíóþ àòìîñôåðó ðàññìàòðè- 
âàþò, â ÷àñòíîñòè, ñòðóêòóðíûå ôóíêöèè òàêèõ ïà- 
ðàìåòðîâ ñðåäû, êàê ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ,  
ïëîòíîñòü, òåìïåðàòóðà, ñêîðîñòü âåòðà, à òàêæå 

ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê èçëó÷åíèÿ [1]. Ñ ïîìî-
ùüþ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ìîæíî ðàññ÷èòûâàòü 

ýôôåêòû êîððåêöèè âîëíîâîãî ôðîíòà â çàäà÷àõ 

àäàïòèâíîé îïòèêè [2], àíàëèçèðîâàòü ïðèíàäëåæ-
íîñòü âûáîðêè (àíñàìáëÿ) ôàçîâûõ ýêðàíîâ ê òèïó 

ñëó÷àéíûõ èñêàæåíèé è òåì ñàìûì ïðîâîäèòü âà- 
ëèäàöèþ ñòàòèñòèêè ýòèõ âîëíîâûõ ôðîíòîâ [3].  
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Ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ òàêæå èñïîëüçóþò â ìîäå-
ëèðîâàíèè çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâûõ âîëí [4] 
äëÿ áîëåå äåòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ñòðóêòóðû òóð-
áóëåíòíîñòè [5] è ïðè àíàëèçå ïðîôèëÿ ïîâåðõíî-
ñòè îïòè÷åñêèõ èçäåëèé [6, 7]. 

Â çàäà÷àõ àäàïòèâíîé îïòèêè íàèáîëüøèé èí-
òåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ðàñ÷åò ôàçîâîé ñòðóêòóðíîé 
ôóíêöèè 
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( ) ( + ) ( ) ,Dφ
′

′ ′= φ − φ⎡ ⎤⎣ ⎦
r

r r rr  (1) 

ãäå φ – ôóíêöèÿ ïðîôèëÿ èñêàæåíèÿ ôàçû; r′ – 
ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè èíòåãðèðîâàíèÿ ïðè óñðåäíå-
íèè; r – ðàäèóñ-âåêòîð ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè àïåð-
òóðû; r – ìîäóëü ýòîãî âåêòîðà. 

Äëÿ ìîíîõðîìàòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â îáùåì 
ñëó÷àå ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü âîëíîâóþ ñòðóêòóð-
íóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ó÷èòûâàåò 
àìïëèòóäíóþ è ôàçîâóþ íåîäíîðîäíîñòè ñâåòîâîãî 
ïó÷êà è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà ñòðóêòóðíîé ôóíê-
öèè ëîãàðèôìà àìïëèòóäû è ôàçîâîé ñòðóêòóðíîé 
ôóíêöèè [8]. Îäíàêî äëÿ âàæíîãî â àäàïòèâíîé îï-
òèêå ñëó÷àÿ êîðîòêèõ òðàññ [9], êîãäà ðàññìàòðè-
âàþò èñêàæåííûé âîëíîâîé ôðîíò «â áëèæíåé çîíå»  
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(ïðîòÿæåííîñòü òðàññû 
2/ ,L D λÜ  ãäå D – äèàìåòð 

àïåðòóðû, λ – äëèíà âîëíû èçëó÷åíèÿ), àìïëèòóä-
íûìè èñêàæåíèÿìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â ýòîì ñëó-
÷àå âîëíîâàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ ðàâíà ôàçîâîé 

ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè [10]. À «â äàëüíåé çîíå», 
êîãäà 2/ ,L D λá  âîëíîâàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ 
ðàâíà óäâîåííîé ôàçîâîé [10]. Òàêèì îáðàçîì, ôà-
çîâàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü 
âîëíîâóþ  êàê â «áëèæíåé», òàê è â «äàëüíåé» çîíå, 
à çíà÷èò è îïèñàòü ðàñïðîñòðàíåíèå èçëó÷åíèÿ. 

Öåëü ðàáîòû – ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ôîðìóë äëÿ 
ðàñ÷åòà ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè èñêàæåíèé ôàçû ïî 
èçâåñòíûì êîýôôèöèåíòàì ðàçëîæåíèÿ âîëíîâîãî 

ôðîíòà â íåêîòîðîì áàçèñå ïîëèíîìîâ. Ðàññìîòðåí 
ñëó÷àé êðóãëîé àïåðòóðû èçëó÷åíèÿ, à â êà÷åñòâå 
ìîäîâîãî áàçèñà – ïîëèíîìû Öåðíèêå è ôóíêöèè 
Êàðóíåíà–Ëîýâà. Â äîâîëüíî èçâåñòíîé ðàáîòå 
Guang-ming Dai [11] äàííàÿ çàäà÷à òåõíè÷åñêè ðå-
øåíà ñ îøèáêîé, êîòîðàÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìî-
æåò ïðèâîäèòü ê äîñòàòî÷íî áîëüøèì îòêëîíåíèÿì 

â çíà÷åíèÿõ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè. 
 

Ìåòîäèêà àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà 
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè 

 

Ïóñòü ó íàñ åñòü âîëíîâîé ôðîíò, êîòîðûé 
èìååò ðàçëîæåíèå ïî íåêîòîðîé ñèñòåìå àáåððàöè-
îííûõ ìîä – áàçèñíûõ ôóíêöèé: 
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( ) ( ),j j

j

x a F x

∞

=

φ =∑  (2) 

ãäå Fj(x) – j-é ïîëèíîì (áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ); aj – 
j-é êîýôôèöèåíò â ðàçëîæåíèè. Â ðàáîòå [11] ïî-
êàçàíî, ÷òî, çíàÿ ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ (êîòîðàÿ 
èìååò ñìûñë «ôóíêöèè ôîðìû») äëÿ êàæäîé îò-
äåëüíîé áàçèñíîé ìîäû 
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( ) ( ) ( )j j jd u F F′⎡ ⎤= 〈 − 〉⎣ ⎦x x  (3) 

è êðîññ-ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ äëÿ ïàðû ðàçëè÷-
íûõ áàçèñíûõ ìîä 

 
,
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,j j j j j jñ u F F F F
′ ′ ′

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦x x x x  (4) 

ìîæíî âû÷èñëèòü ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ äëÿ âñåãî 
âîëíîâîãî ôðîíòà ïî ôîðìóëå 
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,
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∞ ∞ ∞

φ ′ ′
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= +∑ ∑ ∑  (5) 

Çàìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [12] àâòîðû ïðåäëàãà- 
þò ðàññ÷èòûâàòü ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ, èñïîëüçóÿ  
â ôîðìóëå (5) òîëüêî ïåðâóþ ñóììó ñïðàâà, íå ó÷è-
òûâàÿ ñëàãàåìûå èç êðîññ-ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé, 
÷òî, åñòåñòâåííî, â îáùåì ñëó÷àå ïðèâîäèò ê îøè-
áî÷íûì ðåçóëüòàòàì. Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì 
êðóãëóþ àïåðòóðó è âîëíîâûå ôðîíòû, ñîîòâåòñò-
âóþùèå êîëìîãîðîâñêîé ìîäåëè òóðáóëåíòíîñòè, òî 
áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå áàçèñíûõ ìîä ïîëè-
íîìû Öåðíèêå è àëüòåðíàòèâíî ôóíêöèè Êàðóíåíà–
Ëîýâà. Äëÿ ñàìèõ ýòèõ ïîëèíîìîâ è ôóíêöèé ïðåä-
âàðèòåëüíî âû÷èñëèì ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðóêòóð-
íóþ è êðîññ-ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèè. 

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî âî ââåäåíèè, â ðàáî- 
òå [11] äëÿ ïîëèíîìîâ Öåðíèêå è ôóíêöèé Êàðóíå-
íà–Ëîýâà áûë ïðîèçâåäåí àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò 
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ñ îøèáêîé (ôîðìóëû âåðíû 
òîëüêî äëÿ íàêëîíîâ tip/tilt), êîòîðàÿ òåõíè÷åñêè 
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ïðè èíòåãðèðîâàíèè íåêîð-
ðåêòíî ó÷èòûâàåòñÿ ïðèãðàíè÷íàÿ çîíà àïåðòóðû. 
Ñóòü ìåòîäà èç [11] çàêëþ÷àëàñü â èñïîëüçîâàíèè 
îêðóæíîñòè ðàäèóñà u (ðèñ. 1, a) è ó÷åòå âñåõ äèà-
ìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ íà íåé òî÷åê. Ïðè èí-
òåãðèðîâàíèè ýòà îêðóæíîñòü «ïðîíîñèëàñü» ïî âñå-
ìó êðóãó, íå âûõîäÿ çà åãî ãðàíèöû. Íåêîððåêòíîñòü 
äàííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñóùåñòâó-
þò ïàðû òî÷åê âáëèçè ãðàíèöû êðóãà, íàïðèìåð  
 

 

 
Ðèñ. 1. Ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè âîëíîâîãî ôðîíòà íà êðóãëîé àïåðòóðå ìåòîäîì  
èç [11] (à) è ïðåäëàãàåìûì òî÷íûì ìåòîäîì (á); u – ïîëîâèíà äèñòàíöèè ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè, u ≤ 1; àïåðòóðà åäèíè÷- 
  íîãî ðàäèóñà 
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êîíöû îòðåçêà P′Q′ íà ðèñ. 1, a, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ 
òàêæå íà äèñòàíöèè 2u, íî íå ìîãóò áûòü îõâà÷åíû 
îêðóæíîñòüþ, òàê êàê ïðè èíòåãðèðîâàíèè îíà íå 
âûõîäèò çà ïðåäåëû êðóãà (à ìîæåò òîëüêî êàñàòü-
ñÿ åãî èçíóòðè). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôàçîâûõ ïî-
âåðõíîñòåé, êîòîðûå èìåþò áîëüøèå âàðèàöèè ïðî-
ãèáà íà ãðàíèöå êðóãîâîé àïåðòóðû, ìåòîä ðàñ÷åòà 

èç [11] ìîæåò äàâàòü äîñòàòî÷íî áîëüøóþ îøèáêó 
(ýòî áóäåò ïðîäåìîíñòðèðîâàíî äàëåå). 

Äëÿ ïîëíîãî ó÷åòà âñåõ ïàð òî÷åê ïðè ðàñ÷åòå 
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ìû ïðåäëàãàåì ñëåäóþùèé 
ñïîñîá èíòåãðèðîâàíèÿ: 1) ïðîâåäåì â èñõîäíîì êðó-
ãå «îïîðíûé» äèàìåòð ïîä ïðîèçâîëüíûì óãëîì ϕ 
îò 0 äî π; 2) ðàññìîòðèì âñå ïåðïåíäèêóëÿðíûå 
äàííîìó äèàìåòðó õîðäû, äëèíà êîòîðûõ ìîæåò 
ëåæàòü â äèàïàçîíå îò 2u äî 2; 3) áóäåì ïðè èíòåã-
ðèðîâàíèè ïåðåäâèãàòü íà êàæäîé èç õîðä îòðåçîê 
äëèíîé 2u, öåíòð êîòîðîãî íàõîäèòñÿ íà õîðäå, òàê, 
÷òî åãî êîíöû áóäóò íàõîäèòüñÿ âíóòðè êðóãà èëè 
êàñàòüñÿ åãî ãðàíèö – ìû ðàññìàòðèâàåì ïðè ýòîì 
ïàðó òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ êîíöàìè äàííîãî îòðåçêà; 
4) ïðè èíòåãðèðîâàíèè äëÿ äàííîãî îïîðíîãî äèà-
ìåòðà áóäóò ó÷òåíû âñå õîðäû è âñå ïàðû òî÷åê íà 
íèõ, îòñòîÿùèå äðóã îò äðóãà íà 2u, ïîñëå ÷åãî íå-
îáõîäèìî áóäåò ïðîèíòåãðèðîâàòü ïîëó÷åííîå âû-
ðàæåíèå ïî óãëó ϕ ñ ó÷åòîì âîçìîæíîé îðèåíòàöèè 
îïîðíîãî äèàìåòðà ïðè ϕ îò 0 äî π. Ýòîò ñïîñîá ïî 

îäíîìó ðàçó îõâàòûâàåò âñå ïàðû òî÷åê êðóãà, ðàç-
íåñåííûå íà 2u. 

×òîáû ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèé ðåçóëüòàò äëÿ 
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ïîëèíîìîâ Öåðíèêå è ôóíê-
öèé Êàðóíåíà–Ëîýâà, ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå áà-
çèñíûõ ýëåìåíòîâ ôóíêöèè â âèäå ñòåïåííûõ îäíî-
÷ëåíîâ (monomials): M(x) = xmyn, ãäå m è n – íå-
îòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, õ – âåêòîð-òî÷êà íà 
àïåðòóðå. Çíàÿ äëÿ íèõ ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ, 
ìîæíî, â ïðèíöèïå, âû÷èñëèòü ñòðóêòóðíóþ ôóíê-
öèþ äëÿ ëþáûõ ïîëèíîìîâ è äèôôåðåíöèðóåìûõ 
ôóíêöèé (ïî ðàçëîæåíèþ â ðÿä Òåéëîðà). 

Ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ Fj 

(x) è êðîññ-ñòðóê-
òóðíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ Fj 

(x) è Fj′ (x) âû÷èñëÿþòñÿ 
÷åðåç òðîéíîé èíòåãðàë (êîîðäèíàòû óêàçàíû íà 
ðèñ. 1, á): 

 
2 3( ) ( ) ( ) ( ) ,j j jd u w u F F d x′⎡ ⎤= −⎣ ⎦∫ x x  (6à) 

3
, ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,j j j j j jñ u w u F F F F d x
′ ′ ′

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ x x x x (6á) 

 3

1 2

1
,

( )
d x dx dx d

w u
= = ϕ∫ ∫  (6â) 

 1 2( , , ),x x u′ = + ϕx  1 2( , , ),x x u= − ϕx  

 2 2

1 1 ; 1 ,x u u
⎡ ⎤∈ − − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 2 2

2 1 11 ; 1 ,x x u x u
⎡ ⎤∈ − − + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 [0; ].ϕ∈ π  

Âåñîâàÿ ôóíêöèÿ ïðè u ≠ 1 ðàâíà 

 1 2
2 2

1 1
( ) ( ) .

2 arcsin 1 1
w u w u w

u u u

= =
π⎡ ⎤− − −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëó÷àÿ u = 1 àíà-
ëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ñòðóêòóðíîé è êðîññ-
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèé íóæíî ðàññ÷èòàòü îñîáî, òàê 
êàê â îáùåé çàïèñè èòîãîâîãî ðåçóëüòàòà íóëåâîé 
çíàìåíàòåëü íå ñîêðàòèòñÿ, íî âûðàæåíèå äëÿ 
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè áóäåò êîððåêòíûì ïðè ïðå-
äåëüíîì ïåðåõîäå u → 1. 

 

Ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåííûõ 
îäíî÷ëåíîâ 

 

Âû÷èñëèì àíàëèòè÷åñêè êðîññ-ñòðóêòóðíóþ 

ôóíêöèþ 
,
( )M

j jñ u
′

 äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ îäíî÷ëå- 
íîâ 1 1( ) m n

jM x y=x  è 
2 2( ) m n

jM x y
′

=x  (ïðè îäèíàêî-
âûõ èíäåêñàõ ïîëó÷èòñÿ ïðîñòî ñòðóêòóðíàÿ ôóíê-
öèÿ). Ïîä çíàêîì èíòåãðàëà â (6á) áóäåò ñòîÿòü 
âûðàæåíèå 

 ( ) ( ) ( ) ( )j j j jM M M M
′ ′

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦x x x x  

 1 1 1 1 2 2 2 2

2 2 1 1 2 2 1 1
,

m n m n m n m n

x y x y x y x y⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7) 

ãäå èñõîäíûå êîîðäèíàòû çàïèñàíû ÷åðåç íîâûå êî-
îðäèíàòû äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ: x = x(x1, y1), x′ = 
= x′(x2, y2). Â íîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïðè çàäàí-
íîì óãëå ϕ (ñì. ðèñ. 1, á) äâå ðàññìàòðèâàåìûå 
òî÷êè èìåþò îäèíàêîâóþ ïåðâóþ êîîðäèíàòó x1  
è âòîðûå êîîðäèíàòû x2 + u è x2 − u ñîîòâåòñòâåííî, 
à (x1, x2) – êîîðäèíàòû ñåðåäèíû ïîäâèæíîãî îò-
ðåçêà. Ñòåïåííûå îäíî÷ëåíû â äâóõ òî÷êàõ ïðè 
èñõîäíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ âûðàæàþòñÿ 
÷åðåç êîîðäèíàòû äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóþùèì 
îáðàçîì: 

 1 2cos ( )sin
m

m n

x y x x u′ ′ = ϕ − + ϕ ×⎡ ⎤⎣ ⎦  

 1 2sin ( )cos ,
n

x x u× ϕ + + ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦  

 1 2cos ( )sin
m

m n

x y x x u= ϕ − − ϕ ×⎡ ⎤⎣ ⎦  

 1 2sin ( )cos .
n

x x u× ϕ + − ϕ⎡ ⎤⎣ ⎦  (8) 

Èñïîëüçóÿ áèíîì Íüþòîíà, ïîëó÷èì 

 m n m n

x y x y′ ′ − =  

 1 2

0

(cos ) ( 1) ( ) (sin )

m

m k m k k k k

k

m
x x u

k

− −

=

⎛ ⎞
= ϕ − + ϕ ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

 1 2

0

(sin ) ( ) (cos )

n

n l n l l l

l

n
x x u

l

− −

=

⎛ ⎞
× ϕ + ϕ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

 1 2

0

(cos ) ( 1) ( ) (sin )

m

m k m k k k k

k

m x x u
k

− −

=

⎛ ⎞
− ϕ − − ϕ ×⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  

 1 2

0

(sin ) ( ) (cos ) .

n

n l n l l l

l

n
x x u

l

− −

=

⎛ ⎞
× ϕ − ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (9) 

Ê ñêîáêàì â (9), ñîäåðæàùèì x2 è u, òàêæå ìîæíî 
ïðèìåíèòü áèíîì Íüþòîíà. Â èòîãå â îáùåì ñëó÷àå 
äëÿ âûðàæåíèÿ â (7) ìîæíî çàïèñàòü 

 ( ) ( ) ( ) ( )j j j jM M M M
′ ′

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦x x x x  

 
1 2 1 2

1 2 1 2

0 0 0 0 0 0

k l k lm m n n

k k l l i i

m m n n k l k l

k k l l i i

′ ′+ +

′ ′ ′= = = = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞′ ′+ +
= ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

′ ′ ′⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠
∑∑∑∑∑∑  
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 ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1)k k i ii i
u

′ ′′+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤× − − − − − ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 1 2 1 2

1 2

m m n n k k l l k k l l i i
x x

′ ′ ′ ′ ′+ + + − − − − + + + − −× ⋅ ×  

 1 2 1 2(cos ) (sin ) ,m m k k l l n n k k l l′ ′ ′ ′+ − − + + + + + − −× ϕ ϕ  (10) 

ãäå èíäåêñû ñóììèðîâàíèÿ áåç øòðèõà îòíîñÿòñÿ  
ê ïåðâîé ñòåïåííîé ôóíêöèè (m1, n1), à ñî øòðè- 
õîì – êî âòîðîé (m2, n2). Ïðè èíòåãðèðîâàíèè âû-
ðàæåíèÿ (10) ïî êðóãó ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ 
 

 

2 2
1

2 2
1

1 1

1 1 2

1 1

( , , )

u x u

u x u

I p q u dx dx

− − −

− − − − +

= ×∫ ∫  

 1 2 1 2

1 2

m m n n k k l l k k l l i i
x x

′ ′ ′ ′ ′+ + + − − − − + + + − −× ⋅ =  

 

2

2

1

2 21

1 1 1

1

1 1 ,

u
p q q

u

x
dx x u x u

q

−

− −

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − − − − +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠∫  (11) 

ãäå 

 1 2 1 2 ;p m m n n k k l l′ ′= + + + − − − −  

 1;q k k l l i i′ ′ ′= + + + − − +  

 0 0
2 0 0

0

( , ) (cos ) (sin ) ,m n

I m n d

π

= ϕ ϕ ϕ∫  (12) 

 0 1 2 ,m m m k k l l′ ′= + − − + +  

 0 1 2 .n n n k k l l′ ′= + + + − −  

Äëÿ èíòåãðàëîâ ñ âåñîâûìè ìíîæèòåëÿìè 1 1 1I I w=  
è 2 2 2I I w=  ïîëó÷àåì 

 
1

2

1 1

0 0 0

1( 1)
( , , )

2

p
p q rq

p q

r s t

pq q r
I p q u

q s tr

− +

+ +
= = =

− +⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞−= ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∑∑ ∑  

 ( 1) ( 1) ( 1) (2 )s r q r r
u

−⎡ ⎤× − − − − ×⎣ ⎦  

 

2

2

2

1 2 2
sinc arcsin 1

,
1

1
arcsin 1

p q r s t
u

u u

u

+ + − − −⎡ ⎤−⎢ ⎥π⎣ ⎦×
−−

−

 

 
при

при

sin
0,

sinc( )

0,1

t

tt
t

t

π⎛ ⎞⎧
⎜ ⎟⎪ ≠⎪ π⎜ ⎟= ⎨
⎜ ⎟⎪
⎜ ⎟=⎪⎩⎝ ⎠

 (13) 

 +
= =

⎛ ⎞⎛ ⎞−= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

∑∑

0

0 0

0

0 0

0 0

2
0 0

2 0 0 2

0 00 0

( 1)
( , ) ( 1) ,

2

n
m n

l

m n

k l

m n
I m n i

k l
 

ãäå 

+ − −

⎧ + −⎪
⎪

− − =⎪= ⎨
⎪ + −⎡ ⎤− − −⎪ ⎣ ⎦
⎪ − − ≠+ − −⎩

0 0 0 0

0 0

0 0

2
1

2 22 0 0

0 00 0 0 0

ïðè

1
2 2 0,

ïðè( 1) 1 ( 1)

2 2 0.2 2

m n k l

m n

k l
i

m n

k lm n k l

 (14) 

Â èòîãå ïðè u ∈ [0, 1] âûðàæåíèå äëÿ êðîññ-
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè äâóõ ñòåïåííûõ îäíî÷ëåíîâ 

1 1( ) m n
jM x y=x  è 2 2( ) m n

jM x y′ =x  èìååò âèä 

 
,
( )M

j jñ u′ =  

1 2 1 2

1 2 1 2

0 0 0 0 0 0

k l k lm m n n

k k l l i i

m m n n k l k l

k k l l i i

′ ′+ +

′ ′ ′= = = = = =

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞′ ′+ += ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟
′ ′ ′⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∑∑∑∑∑∑
 

1 2 0 0( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) ( , , ) ( , ),k k i ii i u I p q u I m n′ ′′+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤× − − − − − ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

  (15) 

ãäå p, q, m0, n0 îïðåäåëåíû â (11) è (12). Ïðè u = 1 
íàäî ïåðåõîäèòü ê ïðåäåëó ëèáî èíòåãðèðîâàòü ïî 
ãðàíèöå êðóãà. Â ðåçóëüòàòå ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé 
ïîëó÷èòñÿ âûðàæåíèå 

 1 1 2 2

, (1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)M m n m n
j jc ′ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − − − − − ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 2 1 2 1 2( , ).I m m n n× + +  (16) 

Ïðè îáîçíà÷åíèè êðîññ-ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ðàñ-
ñìîòðåííûõ îäíî÷ëåíîâ áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü 
çàïèñü 

1 1 2 2, ,
( ) ( ).M M

j j m n m nñ u ñ u′ =  

 

Ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîëèíîìîâ 
Öåðíèêå 

 

Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê ïîëèíîìàì Öåðíè-
êå, âûðàçèâ èõ â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò [13]. 
Çàïèøåì äàííûå ïîëèíîìû â óïðîùåííîì âèäå: 
 

 

1 1 2 2

1 21 2

1 2

1 2

( ) ,

( ) .

K K

L L

m n m n m n
j K

p p pq q q
j L

Z x y x y x y

Z x y x y x y′

= β + β + + β

= γ + γ + + γ

K

K

x

x

 (17) 

Òàêèì îáðàçîì, â êðîññ-ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè äëÿ 
ïîëèíîìîâ Öåðíèêå ïîä èíòåãðàëîì â (6á) áóäåò 
ñòîÿòü ñëåäóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ: 

 ( )( )( ) ( ) ( ) ( )j j j jZ Z Z Z′ ′′ ′− − =x x x x  

1 11 1 1 1 1 1

2 21 1 1 1 2 2

1 1 1 1

1 11 1

1 1

1 2

1

1

2

L LL L

K K K K

K K K K

p pm n m n q q

p pm n m n q q

p pm n m n q q
L

p pm n m n q q
K

m n m n
K

x y x y x y x y

x y x y x y x y

x y x y x y x y

x y x y x y x y

x y x y

⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′ ′β γ − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′ ′+ β γ − − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′ ′+ β γ − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

=

⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′ ′+ β γ − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ′ ′+ β γ −

K

M

2 22 2

.

L LK K K K L L

p pq q

p pm n m n q q
K L

x y x y

x y x y x y x y

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎡ ⎤⎤ ′ ′ − + +⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎡ ⎤⎡ ⎤′ ′ ′ ′+ β γ − −⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠

K

(18) 

Ïðèìåíÿÿ ê âûðàæåíèþ èç ïîñëåäíåé ôîðìóëû 
îïåðàöèþ èíòåãðèðîâàíèÿ, ïîëó÷àåì 

 
,

,

1 1

( ) .
m n p qk k l l

K L
Z M
j j k l

k l

ñ u c′
= =

= β γ∑∑  (19) 
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Òàêèì îáðàçîì ìû âûðàçèëè êðîññ-ñòðóêòóð- 
íóþ ôóíêöèþ 

,
( )Z

j jñ u
′

 ïîëèíîìîâ Öåðíèêå ( )jZ x   
è ( )jZ

′
x  ÷åðåç ðàíåå âû÷èñëåííûå êðîññ-ñòðóêòóð- 

íûå ôóíêöèè 
,k k l l

M
m n p qc  ñòåïåííûõ îäíî÷ëåíîâ. Â èòî-

ãå äëÿ ðàçëîæåííîãî ïî ïîëèíîìàì Öåðíèêå âîëíî-
âîãî ôðîíòà 

 
1

( ) ( )i i

i

a Z

∞

=

φ =∑x x  (20) 

ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ ôàçû ìîæíî áóäåò âû÷èñ-
ëèòü ïî âûâåäåííîé â [11] ôîðìóëå 

 2
,

2 2 1

( ) ( ) 2 ( ).Z Z

i i i i i i

i i i i

D u a d u a a c u

∞ ∞ ∞

′ ′φ

′= = = +

= +∑ ∑∑  (21) 

 

Ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ìîä 
Êàðóíåíà–Ëîýâà 

 

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì ôóíêöèè 
Êàðóíåíà–Ëîýâà, ñîîòâåòñòâóþùèå êîëìîãîðîâñêîé 
àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóê-
òóðíàÿ ôóíêöèÿ ôàçû ðàâíà 

 5/3( ) 6,88 ,D u uφ =  (22) 

ãäå u – íîðìèðîâàííàÿ íà ðàäèóñ êðóãëîé àïåðòó-
ðû ïîëîâèíà äèñòàíöèè ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè 
(ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ ñ òàêèì àðãóìåíòîì íàçû-
âàþò íîðìèðîâàííîé [11]). 

Îäèí èç ýôôåêòèâíûõ è ÷àñòî ïðèìåíÿåìûõ 
ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé Êàðóíåíà–Ëîýâà îñ-
íîâàí íà äèàãîíàëèçàöèè ìàòðèöû Íîëëà è âû÷èñ-
ëåíèè êîýôôèöèåíòîâ â ðàçëîæåíèè ýòèõ ôóíêöèé 
ïî ïîëèíîìàì Öåðíèêå [14, 15]. Ïðè ýòîì êàæäàÿ 
ôóíêöèÿ Êàðóíåíà–Ëîýâà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 
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ãäå U – ìàòðèöà, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îñóùåñòâëÿ-
åòñÿ ïåðåõîä îò êîýôôèöèåíòîâ Öåðíèêå A = {aj}  
ê êîýôôèöèåíòàì B = {bj} â áàçèñå ôóíêöèé Êàðó-
íåíà–Ëîýâà (B = UA). Ñäåëàåì çàìå÷àíèå, ÷òî  
â ðàáîòàõ [11, 15] ôîðìóëà (23) íàïèñàíà ñ íåòî÷íî-
ñòüþ, ñóììèðîâàíèå òàì ïðîèçâîäèòñÿ ïî äðóãîìó 

èíäåêñó ìàòðèöû U. 
Èç íàïèñàííîãî âûøå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé 
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Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå ñòðóêòóðíîé ôóíê-
öèè äëÿ ìîä Êàðóíåíà–Ëîýâà â ïðåäñòàâëåíèè ÷å-
ðåç ïîëèíîìû Öåðíèêå ÿâëÿåòñÿ òåïåðü ýëåìåíòàð-

íîé çàäà÷åé, è, â îòëè÷èå îò [11], ìû ìîæåì ñðàçó 
ïðîèçâåñòè ðàñ÷åò äëÿ êàæäîé ôóíêöèè Êàðóíåíà–
Ëîýâà, íå ïðèáåãàÿ ê ñïåöèàëüíûì äîïîëíèòåëüíûì 
âûêëàäêàì. 

 

Ïðåèìóùåñòâî àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà 
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ïåðåä ÷èñëåííûì  
è ñðàâíåíèå íîâîãî è ñóùåñòâóþùåãî 

àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ 
 

Ïðîèëëþñòðèðóåì ïðåèìóùåñòâà àíàëèòè÷åñêî-
ãî ðàñ÷åòà ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ïî ïðåäëàãàåìîé 
íàìè ìåòîäèêå. Ïðè òåîðåòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè 

èëè â ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷àõ âîëíîâîé ôðîíò îáû÷íî 
ðàññìàòðèâàåòñÿ îïðåäåëåííûì íà íåêîòîðîé ñèñòåìå 

òî÷åê äèñêðåòèçàöèè, ðàñïîëîæåííûõ âíóòðè çàäàí-
íîé àïåðòóðû. Ïðè ýòîì ñóùåñòâóåò àëüòåðíàòèâà – 
âû÷èñëèòü ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ ÷èñëåííî ïî èìåþ- 
ùåéñÿ ðåãóëÿðíîé äèñêðåòíîé ñèñòåìå òî÷åê. Îòìå-
òèì, ÷òî ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå ñòðóêòóðíîé ôóíê-
öèè ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü è íåðåãóëÿðíóþ äèñ-
êðåòèçàöèþ, ÷òî ìîæåò äàòü áîëåå òî÷íûé ðåçóëü-
òàò: ñëó÷àéíûé âûáîð ïàð òî÷åê íà àïåðòóðå [7, 16]; 
âàðèàíò «ðîìàøêà», êîãäà âîêðóã ïåðâîé âûáðàí-
íîé òî÷êè äëÿ ïàðû áåðóò âòîðûå òî÷êè, ëåæàùèå 
íà îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â ïåðâîé òî÷êå [12], è äð. 
  ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè  
ñ öåëüþ âåðèôèêàöèè è ñðàâíåíèÿ áûëè âûïîëíåíû 

íàìè íà ïðèìåðå ðåãóëÿðíîé äèñêðåòèçàöèè âîëíî-
âîãî ôðîíòà 121 

×
 121 òî÷åê (ïîïàäàþùèõ â åäè-

íè÷íûé êðóã). Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ àáåððàöèîííûõ ìîä òî÷íîñòü ðåçóëüòàòà 
ìîæåò çàìåòíî âàðüèðîâàòüñÿ. Åñëè, íàïðèìåð, äëÿ 
÷èñòîãî äåôîêóñà ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå óêëîíåíèå 
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè îò èñòèííîãî ãðàôèêà îêàçà-
ëîñü ïðèìåðíî 0,5%, òî äëÿ ÷èñòîãî àñòèãìàòèçìà  
è ñôåðè÷åñêîé àáåððàöèè îòëè÷èå ñîñòàâèëî 3,5  
è 1,6% ñîîòâåòñòâåííî (òàêèå çíà÷åíèÿ ïîëó÷àþòñÿ 
äëÿ íàèáîëåå îïòèìàëüíûõ ðàññìîòðåííûõ ïàðà-
ìåòðîâ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà, î ÷åì áóäåò ñêàçàíî  
â äàëüíåéøåì). ßñíî òàêæå, ÷òî ðåãóëÿðíàÿ äèñ-
êðåòèçàöèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà íåîäèíàêîâî ó÷èòû-
âàåò ðàçíûå íàïðàâëåíèÿ ïðè âû÷èñëåíèè ñòðóê-
òóðíîé ôóíêöèè (âíîñèò ÷èñëîâóþ àíèçîòðîïèþ). 
Ïîýòîìó ïðèíöèïèàëüíûì íåäîñòàòêîì ÷èñëåííîãî 
ðàñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ íåáîëüøîå ðàñõîæäåíèå ìåæäó 
ñòðóêòóðíûìè ôóíêöèÿìè îäíîé è òîé æå àáåððàöèè, 
íî ïîä ðàçíûìè óãëàìè. Ñêàçàííîå âûøå, à òàêæå 
âîçìîæíûå çíà÷èòåëüíûå îøèáêè ïðè ðàñ÷åòå ïî 
ôîðìóëàì èç [11] èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2. 

Ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå íà âûáèðàåìîé äèñêðå-
òèçàöèè íåêîòîðîå âëèÿíèå (íåîäèíàêîâîå äëÿ ðàç-
íûõ àáåððàöèé â îáùåì ñëó÷àå) íà òî÷íîñòü ðåçóëü-
òàòà îêàçûâàåò çàäàâàåìàÿ âåëè÷èíà òîëåðàíòíîñòè 
íà çíà÷åíèå äèñòàíöèè ïðè îòáîðå ïàð òî÷åê, ñîîò-
âåòñòâóþùèõ îäíîìó àðãóìåíòó ñòðóêòóðíîé ôóíê-
öèè. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëåííûé ðàñ÷åò èìååò îïðå-
äåëåííûå íåäîñòàòêè è òðåáóåò íåìàëûõ âû÷èñ- 
ëèòåëüíûõ çàòðàò ïðè ìåëêîé äèñêðåòèçàöèè.  
Äîáàâèì, ÷òî ñõîäèìîñòü ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ 
ïðè èçìåëü÷åíèè ñåòêè äèñêðåòèçàöèè èíîãäà íå 
î÷åíü áûñòðàÿ. 
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Ðèñ. 2. Ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ àñòèãìàòèçìà (ïîëèíîìîâ 
Öåðíèêå Z5 è Z6): ðàñ÷åò Guang-ming Dai (øòðèõîâàÿ 
êðèâàÿ), íàø àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò (ñïëîøíàÿ êðèâàÿ), 
  ÷èñëåííûé ðàñ÷åò Z5 (òî÷êè) è Z6 (ðîìáû) 

 

Ñðàâíèì ñèñòåìàòè÷åñêè ðåçóëüòàòû íåòî÷íîãî 
àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà èç [11], ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íîãî ðàñ÷åòà è ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå òî÷-
íûå ôîðìóëû äëÿ ñòðóêòóðíûõ ôóíêöèé. Áóäåì 
ïðîèçâîäèòü ñðàâíåíèÿ íà ïðèìåðå ïîëèíîìîâ Öåð-
íèêå, ôóíêöèé Êàðóíåíà–Ëîýâà è êîëìîãîðîâñêèõ 
âîëíîâûõ ôðîíòîâ. Ôóíêöèè Êàðóíåíà–Ëîýâà ãå-
íåðèðîâàëèñü ÷åðåç áàçèñ ïîëèíîìîâ Öåðíèêå, âçÿ-
òûé äî 23-ãî íîìåðà âêëþ÷èòåëüíî, êîëìîãîðîâñêèå 

âîëíîâûå ôðîíòû – ïî ìåòîäó èç [14]. Äëÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðàñ÷åòà áðàëèñü äâà èç ñåìè ðàññìîòðåí-
íûõ (0,01; 0,05; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5) çíà÷åíèé 
òîëåðàíòíîñòè: 0,2 è 0,3 îò ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿ-
íèÿ ìåæäó òî÷êàìè (äëÿ òàêèõ òîëåðàíòíîñòåé òî÷-
íîñòü ðåçóëüòàòîâ â ñðåäíåì îêàçàëîñü íàèëó÷øåé). 
Íîðìèðîâàííàÿ ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ ñòðîèëàñü íà 
îòðåçêàõ u ∈ [0; 1] èëè u ∈ [0; 0,95] c ðàâíîìåð-
íûì èíòåðâàëîì 0,05 ìåæäó òî÷êàìè. 

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ 
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå u ∈ [0; 1] äëÿ  
 

ïîëèíîìîâ Öåðíèêå äî 7-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî 
(36 ïîëèíîìîâ, íå ñ÷èòàÿ «ïîäñòàâêè»), ðàññ÷èòàí-
íûõ ïî ôîðìóëàì èç [11] (ìåòîä Guang-ming Dai), 
ïî íàøèì ôîðìóëàì è ÷èñëåííî. Âèäíî, ÷òî ìåòîä 
Guang-ming Dai äàåò âåñüìà áîëüøèå îøèáêè äëÿ 

ìíîãèõ ïîëèíîìîâ Öåðíèêå. ×èñëåííûé æå ðàñ÷åò 
íàìíîãî áëèæå ê íàøèì àíàëèòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì. 
 Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëü- 
òàòû ñðàâíåíèÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè íà îòðåçêå 
u ∈ [0; 1] äëÿ ôóíêöèé Êàðóíåíà–Ëîýâà (ïåðâûå 
36 ôóíêöèé áåç «ïîäñòàâêè»). Òàêæå ïðèâåäåíû 
íîìåðà ïîëèíîìîâ Öåðíèêå, êîòîðûå «âíîñÿò íàè-
áîëüøèé âêëàä» â ôîðìó ôóíêöèè Êàðóíåíà–Ëîýâà 
ñ äàííûì íîìåðîì (ìàêñèìàëüíûé íîìåð ïîëèíî-
ìîâ Öåðíèêå â ðàçëîæåíèè ôóíêöèé Êàðóíåíà–
Ëîýâà – 30-é, âñåãî 496 ìîä). Âèäíî, ÷òî â ñðàâíå-
íèè ñ ðåçóëüòàòàìè äëÿ ïîëèíîìîâ Öåðíèêå îøèáêà 
ïî ôîðìóëàì Guang-ming Dai ñòàëà íåìíîãî áîëü-
øåé, à ÷èñëåííûé ðàñ÷åò, íàîáîðîò, íåìíîãî òî÷íåå. 
 Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ 

ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè äëÿ 1000 êîëìîãîðîâñêèõ âîë-
íîâûõ ôðîíòîâ. Äëÿ äèàïàçîíà u ∈ [0; 0,95] (ðèñ. 5, á) 

îøèáêà ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà îêàçàëàñü ìåíüøå, à äëÿ 
äèàïàçîíà u ∈ [0; 1] (ðèñ. 5, à) – áîëüøå, ÷åì ïî 
íåòî÷íûì ôîðìóëàì èç [11]. Ïàðàäîêñàëüíûé íà 

ïåðâûé âçãëÿä ðåçóëüòàò îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ôîð-
ìóëû èç [11] îêàçûâàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè èìåííî  
â òî÷êå u = 1 (à â äðóãèõ, íå ñ÷èòàÿ íóëÿ, – íåò). 
Ïðè ÷èñëåííîì ðàñ÷åòå ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè äèñ-
êðåòèçàöèÿ íà êðóãëîé àïåðòóðå íå ïîçâîëÿåò õî-
ðîøî ó÷åñòü ìàêñèìàëüíóþ äèñòàíöèþ ïðè u = 1 

ìåæäó òî÷êàìè, è äëÿ íåå ðåçóëüòàò ÷àñòî ïîëó÷à-
åòñÿ ñ áîëüøîé îøèáêîé. Äëÿ îòäåëüíûõ æå ïîëè-
íîìîâ Öåðíèêå è ôóíêöèé Êàðóíåíà–Ëîýâà â ñèëó 
îïðåäåëåííîé ñèììåòðèè ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ðàñ-
÷åòà íå äàåò áîëüøîé îøèáêè ïðè u = 1. 

 

 

Ðèñ. 3. Ñðàâíåíèå òî÷íîñòè ðàñ÷åòà ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè ïîëèíîìîâ Öåðíèêå äî 7-ãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî (óêëîíåíèå 
  ðàññ÷èòàííîé ôóíêöèè îò ðåçóëüòàòîâ íàøåãî ðàñ÷åòà) 



 

322 ßãíÿòèíñêèé Ä.À., Ôåäîñååâ Â.Í., Øåïåëåâ À.Â. 
 

 

 
Ðèñ. 4. Ñðàâíåíèå òî÷íîñòè ðàñ÷åòà ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè äëÿ ôóíêöèè Êàðóíåíà–Ëîýâà äî 36-ãî íîìåðà âêëþ÷èòåëüíî 
  (óêëîíåíèå ðàññ÷èòàííîé ôóíêöèè îò ðåçóëüòàòîâ íàøåãî ðàñ÷åòà) 

 

 
Ðèñ. 5. Ñðàâíåíèå òî÷íîñòè ðàñ÷åòà ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè äëÿ 1000 êîëìîãîðîâñêèõ âîëíîâûõ ôðîíòîâ äëÿ äèàïàçîíîâ 
u ∈ [0; 1] (à) è u ∈ [0; 0,95] (á) (ðàñïðåäåëåíèå îøèáêè ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè êîëìîãîðîâñêèõ âîëíîâûõ ôðîíòîâ 
  ïî âåëè÷èíå â ïðîöåíòàõ äëÿ èíòåðâàëîâ ìåæäó íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàìè) 
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Çàêëþ÷åíèå 
 

Ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà ôàçîâîé 
ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè âîëíîâîãî ôðîíòà â ñðàâíå-
íèè ñ ðàáîòîé [11] ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè, òàê êàê êîð-
ðåêòíî ó÷èòûâàþò âñþ àïåðòóðó, âêëþ÷àÿ ïðèãðà-
íè÷íûå îáëàñòè. Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ñòðóêòóð-
íûõ ôóíêöèé, âû÷èñëåííûõ ïî ôîðìóëàì èç [11]  
ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïðè ðåãóëÿðíîé äèñ-
êðåòèçàöèè âîëíîâîãî ôðîíòà è ïî âûâåäåííûì  

â íàñòîÿùåé ðàáîòå òî÷íûì ôîðìóëàì. Äëÿ ïîëèíî-
ìîâ Öåðíèêå èëè ôóíêöèé Êàðóíåíà–Ëîýâà ñðåä-
íÿÿ îøèáêà ïî ôîðìóëàì èç [11] ñîñòàâëÿåò áîëåå 

30%, à ñðåäíÿÿ îøèáêà ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà îêàçûâà-
åòñÿ ÷óòü ìåíåå 5%. Äëÿ êîëìîãîðîâñêèõ âîëíîâûõ 

ôðîíòîâ ðàñ÷åò ïî [11] äàåò ñðàâíèòåëüíî íåáîëü-
øóþ îøèáêó, ïðèìåðíî 6%, à ÷èñëåííûé ðàñ÷åò,  
åñëè íå ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ âáëèçè u = 1, –  
â ðàéîíå 1–2%. Ïðè äèñòàíöèè ìåæäó òî÷êàìè àïåð-
òóðû, ðàâíîé äèàìåòðó, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïî-
çâîëÿåò ïîëó÷èòü êîððåêòíîå çíà÷åíèå, â òî âðåìÿ 
êàê ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ìîæåò äàâàòü áîëüøóþ îøèá-
êó èç-çà ìàëîãî ÷èñëà òî÷åê. Òàêæå ïðåèìóùåñòâî 
àíàëèòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà çàêëþ÷àåòñÿ â íåçàâèñèìî-
ñòè ðåçóëüòàòà îò îðèåíòàöèè ïðîôèëÿ âîëíîâîãî 
ôðîíòà. 

Àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ÷àñòî óäîáíåå â èñ-
ïîëüçîâàíèè, ÷åì ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ïî òî÷êàì äèñ-
êðåòèçàöèè ôðîíòà. Â ðåàëüíîñòè ïðè èìåþùèõñÿ 
êîýôôèöèåíòàõ áàçèñíûõ ôóíêöèé äàííûé ìåòîä 
âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì. 
Òî÷íîñòü âûâåäåííûõ ôîðìóë êîñâåííî ïîäòâåðæäà-
åòñÿ òàêæå òåì, ÷òî ÷èñëåííûé ðàñ÷åò äëÿ îäèíàêî-
âûõ ôîðì àáåððàöèé, íî ïðè èõ ðàçëè÷íîé îðèåí-
òàöèè äàåò ðåçóëüòàò, êîòîðûé î÷åíü áëèçîê è ñòðå-
ìèòñÿ ê àíàëèòè÷åñêîìó ãðàôèêó «ñ îáåèõ ñòîðîí» 
(ñì. ðèñ. 2). Îòäåëüíûì èíòåðåñíûì ìàòåìàòè÷å-
ñêèì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ñðàâíåíèå òî÷íîñòè âû÷èñ-
ëåíèÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè âîëíîâîãî ôðîíòà, èç-
íà÷àëüíî çàäàííîãî íà äèñêðåòíîé ñèñòåìå òî÷åê, 
äâóìÿ ñïîñîáàìè: ïðÿìûì ÷èñëåííûì ðàñ÷åòîì  
è àïïðîêñèìàöèåé ïî áàçèñíûì àáåððàöèÿì (äëÿ 

êîòîðûõ àíàëèòè÷åñêè èçâåñòíû ñòðóêòóðíûå ôóíê-
öèè) ñ ïîñëåäóþùèì ðàñ÷åòîì ïî ïðèâåäåííûì çäåñü 

ôîðìóëàì. Âûðàæåíèå äëÿ ñòðóêòóðíîé ôóíêöèè 
÷åðåç ìîäîâûå êîýôôèöèåíòû ìîæíî èñïîëüçîâàòü  
 

â ìîäåëèðîâàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ ÷åðåç 
ñëó÷àéíî-íåîäíîðîäíûå ñðåäû, à òàêæå äëÿ áîëåå 
òî÷íîãî êîíòðîëÿ ôîðìû ïîâåðõíîñòåé îïòè÷åñêèõ 
èçäåëèé. 
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D.A. Yagnyatinskiy, V.N. Fedoseyev, A.V. Shepelev. Exact analytical calculation of the wavefront 
structure function for the case of Kolmogorov atmospheric turbulence. 

Due to the importance of using the structure function for problems of optical radiation propagation in  
a turbulent atmosphere, the task of determining this function from the known mode coefficients of wavefront 
expansion was set. New formulas have been derived for the exact analytical calculation of the wavefront phase 
structure function on a circular aperture. Unlike the previously published analytical method, the proposed ap-
proach correctly accounts the entire domain, including the area near the edge of the aperture. The new method 
is compared to the published one and a numerical calculation with the distretization chosen sufficiently fine. 
The test samples comprised Kolmogorov wavefronts and Zernike polynomials and Karhunen–Loѐve functions 
corresponding to the Kolmogorov turbulence model. The deviations of the results of the published before 
method from the new one and from the numerical calculation are provided. The advantages and generality  
of the new method are stated and explained. The result will make it possible to accurately determine the struc-
ture function of the wavefront by its mode coefficients in problems of optical radiation propagation in randomly 
inhomogeneous media. 


