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Îáñóæäàþòñÿ îáùèå âîïðîñû òåîðèè ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â îäíîîñíûõ 

êðèñòàëëàõ. Ïðåäëîæåí âûâîä èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèõ âèä âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé  
â ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ, ðàñïîëîæåííîé íà ïðîèçâîëüíîì ðàññòîÿíèè ïîçàäè êðèñòàëëà. Óêàçàííûå óðàâ-
íåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ðåøàòü ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, çàäàííûìè íà òîé æå ñàìîé ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ. 
Ïîêàçàíî, ÷òî â ïðèáëèæåíèè çàäàííîãî ïîëÿ òàêîé íåñòàíäàðòíûé âûáîð ïëîñêîñòè îïðåäåëåíèÿ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîëÿ âòîðîé ãàðìîíèêè. 
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Ââåäåíèå 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îáñóæäàåòñÿ ãåíåðàöèÿ âòî-
ðîé ãàðìîíèêè (ÃÂÃ) ëàçåðíîãî ìîíîõðîìàòè÷åñêî-
ãî èçëó÷åíèÿ, îñóùåñòâëÿåìàÿ â îäíîðîäíîì îäíî-
îñíîì êâàäðàòè÷íî íåëèíåéíîì êðèñòàëëå ïðè ñêà-
ëÿðíîì «îîå»-âçàèìîäåéñòâèè. Â ïàðàêñèàëüíîì 
ïðèáëèæåíèè óêàçàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøå-
íèþ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé [1, 2] äëÿ 
êîìïëåêñíûõ ìåäëåííî ìåíÿþùèõñÿ àìïëèòóä îñ-
íîâíîãî èçëó÷åíèÿ À1 è âòîðîé ãàðìîíèêè (ÂÃ) À2: 
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âîëíû è ÷àñòîòà îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ; c – ñêîðîñòü 
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äâóëó÷åïðåëîìëåíèÿ; no, ne – ãëàâíûå ïîêàçàòåëè 
ïðåëîìëåíèÿ; Θ  – óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà (îñü Z) è îïòè÷åñêîé îñüþ 
êðèñòàëëà, ðàñïîëîæåííîé â ïëîñêîñòè XZ ñèñòåìû 
êîîðäèíàò; 1 2σ ≈ σ ≡ σ  – êîýôôèöèåíòû íåëèíåé-

íîé ñâÿçè. 
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Êîãäà ðå÷ü èäåò î íèçêîé ýôôåêòèâíîñòè íå-
ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (η < 1%), ñ÷èòàåòñÿ [1, 2], 
÷òî ïîëå A1(x, y, z) ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ 
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (1), êîòîðîå áóäåì íàçû-
âàòü «ëèíåéíûì» ïîëåì íà îñíîâíîé ÷àñòîòå è îáî-
çíà÷àòü ñèìâîëîì A1ë(x, y, z). Ïðè ýòîì îñòàâøååñÿ 
óðàâíåíèå (2) áóäåò îïðåäåëÿòü ðåøåíèå çàäà÷è  
î ÃÂÃ â ïðèáëèæåíèè çàäàííîãî ïîëÿ (ÏÇÏ), ðàñ-
ñìîòðåíèå êîòîðîãî è ñîñòàâëÿåò îñíîâíîå ñîäåð-
æàíèå äàííîé ñòàòüè. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü òåîðèÿ 
ÃÂÃ â ÏÇÏ ïðåäñòàâëåíà, ïî ñóòè äåëà, åäèíñòâåí-
íûì ïðèáëèæåííûì âàðèàíòîì ðåøåíèÿ (2) – ìå-
òîäîì Áîéäà–Êëåéíìàíà [3]. Â îñíîâå ìåòîäà ëå-
æèò ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ëàçåðíîå (îñíîâíîå) 
èçëó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ïó÷êîì, ò.å. ôóíê-
öèÿ A1ë(x, y, z) èìååò èçâåñòíîå [2] ïðåäñòàâëåíèå  
â ëþáîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Èìåííî ýòî îáñòîÿ-
òåëüñòâî è ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè ðåøåíèå (2) ê äîñòà-
òî÷íî ïðîñòîìó âèäó, óäîáíîìó äëÿ äàëüíåéøèõ 
÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Èìåííî ýòèì îïðåäåëÿòñÿ  
è î÷åíü øèðîêàÿ ïîïóëÿðíîñòü óêàçàííîãî ïîäõîäà. 
Â ëþáîì äðóãîì ñëó÷àå (ïó÷îê íå ãàóññîâ) ëèíåé-
íîå äèôðàãèðóþùåå ïîëå ìîæíî îïðåäåëèòü òîëüêî 
÷èñëåííî, ÷òî ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåò è óäëèíÿåò 
ïðîöåäóðó ðàñ÷åòîâ, îñîáåííî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà 
ðå÷ü èäåò îá îïòèìèçàöèè ïðîöåññà ÃÂÃ. 

Ïîíÿòíî, ÷òî ÃÂÃ ãàóññîâûõ ïó÷êîâ ÿâëÿåòñÿ 
õîòÿ è î÷åíü âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì, íî, ê ñîæà-
ëåíèþ, íå èñ÷åðïûâàþùèì. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàçðà-
áîòêà íîâûõ, áîëåå îáùèõ, ìåòîäîâ ðåøåíèÿ (2), 
ïðèâîäÿùèõ ê êîíå÷íûì ðåçóëüòàòàì, óäîáíûì äëÿ 
äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäà÷åé 
äîñòàòî÷íî àêòóàëüíîé, à äåìîíñòðàöèÿ îäíîãî èç 
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âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ åå ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íîé öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû. 

Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1), (2) äîëæíà áûòü äî-
ïîëíåíà ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå îáû÷íî [2] 
ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè íà âõîäå â íåëèíåéíóþ ñðåäó 
è çàïèñûâàþòñÿ â âèäå 

 1,2 1,2 ë 1,2( , , 0) ( ) ( , , 0) ( , ).A x y z A x y z V x y= = = ≡  (3) 

Êîãäà ðå÷ü èäåò î ÃÂÃ â ñôîêóñèðîâàííîì ãà-
óññîâîì ïó÷êå, òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ìîæíî îïðå-
äåëèòü â ïëîñêîñòè ïåðåòÿæêè, êîòîðóþ îáû÷íî 
ðàñïîëàãàþò âíóòðè íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà [1–3]. 
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîêàçàíî, ÷òî êîíå÷íûé ðå-
çóëüòàò – âèä ôóíêöèè A2(x, y, z), îêàçûâàåòñÿ ñó-
ùåñòâåííî ïðîùå, åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàäàâàòü 
íå íà âõîäå â êðèñòàëë [êàê â (3)], à íà òîé æå ñà-
ìîé ïëîñêîñòè, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ èñêîìîå ðåøå-
íèå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòà ïëîñêîñòü íàáëþäåíèÿ 
ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ êàê âíóòðè êðèñòàëëà 
(z = const L≤ ), òàê è íà ïðîèçâîëüíîì ðàññòîÿíèè 
z0 ≥ 0 ïîçàäè êðèñòàëëà. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå  

 0 0,z L L z= = +  (4) 

ãäå L – äëèíà êðèñòàëëà – áåñêîíå÷íîãî ñëîÿ íå-
ëèíåéíîé ñðåäû, çàêëþ÷åííîãî ìåæäó ïëîñêîñòÿìè 
z = 0 è z = L. 

Óêàçàííûé îðèãèíàëüíûé ïðèåì áûë ïðåäëî-
æåí â [4] è àïðîáèðîâàí â [5]. Ê ñîæàëåíèþ, â [4] 
áûëà ïîêàçàíà òîëüêî îáùàÿ ñõåìà ðåàëèçàöèè 
äàííîãî ïîäõîäà. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äîñòàòî÷íî 
ïîäðîáíî îáñóæäàþòñÿ êàê ôèçè÷åñêèå, òàê è ìà-
òåìàòè÷åñêèå äåòàëè âûâîäà ðàáî÷èõ ôîðìóë, 
ïðåäëàãàåìûõ â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû óæå óïîìè-
íàâøåéñÿ ôîðìóëå Áîéäà–Êëåéíìàíà. 

Ñîãëàñíî èçâåñòíûì ñâîéñòâàì íåîäíîðîäíûõ 
óðàâíåíèé (ñì., íàïðèìåð, [2]) èñêîìîå ðåøåíèå 
(1), (2) âñåãäà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå 
ñóììû 

 1,2 (1,2)ë (1,2)íë( , , ) ( , , ) ( , , ),A x y z A x y z À x y z= +  (5) 

ãäå (1,2)ëA  – îáùèå ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé (1) 

è (2), óäîâëåòâîðÿþùèå ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (3); 

(1,2)íëA  – ÷àñòíûå ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîä-

íîðîäíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùèå âîçìóùåíèÿ 
ëèíåéíûõ ïîëåé, îáóñëîâëåííûå íåëèíåéíûì âçàè-
ìîäåéñòâèåì.  

Çàäà÷à îáùåé òåîðèè ÃÂÃ ñâîäèòñÿ, òàêèì îá-
ðàçîì, ê îòûñêàíèþ âèäà ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â (5), 
íà ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðàñ-
ïîëîæåíà êàê âíóòðè íåëèíåéíîãî êðèñòàëëà, òàê  
è ïîçàäè íåãî. 

1. Ëèíåéíîå ïðèáëèæåíèå 

Ïîñêîëüêó ôóíêöèè Ãðèíà äëÿ óðàâíåíèé (1) 
è (2) èçâåñòíû (ñì., íàïðèìåð, [6]), òî çàïèñàòü 
ðåøåíèå ëèíåéíîé çàäà÷è íå ñîñòàâëÿåò òðóäà. 
Â ÷àñòíîñòè, íà ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ 

z L≤  âíóòðè êðèñòàëëà íåîáûêíîâåííàÿ âîëíà ÂÃ 
èìååò âèä 
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ãäå (x0, y0) – òî÷êà íàáëþäåíèÿ íà ïëîñêîñòè 
z = const. Åñëè ðåøåíèå (6) èçâåñòíî íà ïëîñêîñòè 
z1 < z, òî åãî, î÷åâèäíî, ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà-
÷åñòâå íîâîãî ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ. Òîãäà 
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ãäå àðãóìåíò z1 ïîêàçûâàåò ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé 
îïðåäåëåíî ãðàíè÷íîå óñëîâèå, à àðãóìåíò z – 
ïëîñêîñòü, íà êîòîðîé çàêàí÷èâàåòñÿ ïðîöåññ ëè-
íåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Ñîâåðøåííî ïîíÿòíî, 
÷òî (6) è (7) – ðàçíûå ïðåäñòàâëåíèÿ (ïî-ðàçíîìó 
îáîçíà÷åííûå) îäíîãî è òîãî æå ïîëÿ. Âûðàæåíèÿ 
äëÿ îáûêíîâåííîé âîëíû íà îñíîâíîé ÷àñòîòå ïî-
ëó÷àþòñÿ èç (6) è (7), åñëè â íèõ ïîëîæèòü ρ = 0,  
à íèæíèé èíäåêñ «2» çàìåíèòü íà «1». 

Ïóñòü íåëèíåéíûé êðèñòàëë ñ÷èòàåòñÿ ïîìå-
ùåííûì â âàêóóì è ïëîñêîñòü íàáëþäåíèÿ ñîâïàäà-
åò ñ (4). ×òîáû íàéòè ëèíåéíûå ïîëÿ â ýòîé ïëîñ-
êîñòè, íåîáõîäèìî ó÷åñòü äâà ìîìåíòà. Âî-ïåðâûõ, 
ïåðåñåêàÿ ïëîñêîñòü z L=  (âûõîäíàÿ ãðàíü êðè-
ñòàëëà), îáå âîëíû áóäóò èñïûòûâàòü ïðåëîìëåíèå. 
Âî-âòîðûõ, äëÿ âñåõ z L>  ñðåäà ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíîé. Âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëü-
òàòàìè [7], ãäå ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïðåëîìëåíèè 
ïàðàêñèàëüíûõ ïó÷êîâ, èñêîìîå ðåøåíèå ìîæíî 
çàïèñàòü àáñîëþòíî ñòðîãî. Òåì íå ìåíåå çäåñü 
ïðåäëàãàåòñÿ ïðèáëèæåíèå, êîòîðîå íå òîëüêî íå 
îòðàæàåòñÿ íà òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ, íî è ÿâëÿåòñÿ 
ìåòîäîëîãè÷åñêè íåîáõîäèìûì. 

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: 

 ( ) ,
o

n nω ≡  (2 , ) ( ).e

n
n nω Θ ≡ + Δ Θ  (8) 

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âîëíîâîé ðàññòðîéêè (Δk) èç 
(1) ïîëó÷àåòñÿ 

 2 12 (4 / )( ) (4 / ) .e
o nk k k n nΔ = − = π λ − = π λ Δ  (9) 

Åñëè áû ïî óñëîâèÿì çàäà÷è ÃÂÃ èññëåäîâà-
ëàñü ïðè òî÷íîì âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñèíõðîíèçìà 

( 0),kΔ =  òî òîãäà, ñîãëàñíî (8) è (9), ìîæíî áûëî 

áû ñòðîãî óòâåðæäàòü, ÷òî 

 ,e
on n n= =  1 ,k nk=  2 2 .k nk=  (10) 

Îäíàêî äîñòàòî÷íî ÷àñòî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 
0kΔ ≠  ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíûì, è òîãäà èñïîëü-

çîâàíèå (10) íåîáõîäèìî êàê-òî ïðîêîììåíòèðîâàòü. 
 Âñå ñëàãàåìûå â ëåâûõ ÷àñòÿõ (1) è (2) ÿâëÿ-

þòñÿ ìàëûìè âåëè÷èíàìè ∼ 2
,α  ãäå α  – ïîëóðàñ-

õîäèìîñòü îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ. Èìåííî îòáðàñû-
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âàíèå ñëàãàåìûõ, èìåþùèõ òðåòèé è áîëåå âûñîêèé 
ïîðÿäîê ìàëîñòè, ñîñòàâëÿåò ñóòü ïðèáëèæåíèÿ 
êâàçèîïòèêè, â ðàìêàõ êîòîðîãî ïîëó÷åíû ýòè óêî-
ðî÷åííûå óðàâíåíèÿ [1, 2, 6]. Èñïîëüçóÿ (8) äëÿ 
êîýôôèöèåíòîâ 1/k1 è 1/k2 â (1) è (2), ìîæíî çà-
ïèñàòü 

 2 3

1 21/ 1/( ), 1/ 1/(2 ) /(2 ) ( , ,...),
n n n

k nk k nk nk O= ≈ − Δ + Δ Δ
 

  (11) 

ãäå ÷åðåç Î(x) îáîçíà÷åíû ìàëûå âåëè÷èíû ïîðÿä-
êà x. Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (1), (2), ëåãêî óâèäåòü ñëå-
äóþùåå. Åñëè âåëè÷èíà 

n
Δ  îêàæåòñÿ ìåíüøå èëè 

ïîðÿäêà α, òî â ðàçëîæåíèè (11) íåîáõîäèìî îãðà-
íè÷èòüñÿ òîëüêî ïåðâûì ÷ëåíîì. Â ïðîòèâíîì ñëó-
÷àå â ëåâîé ÷àñòè (2) ïîÿâÿòñÿ ñëàãàåìûå òðåòüåãî, 
÷åòâåðòîãî è ò.ä. ïîðÿäêîâ ìàëîñòè, ÷òî ñëåäóåò 
ñ÷èòàòü ñåðüåçíîé ìåòîäîëîãè÷åñêîé îøèáêîé, êî-
òîðóþ íåîáõîäèìî èñêëþ÷àòü. 

Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ñèòóàöèè, êîãäà λ 
ñîñòàâëÿåò ∼ 0,5 ìêì, α  âàðüèðóåòñÿ â äèàïàçîíå îò 

10–2 äî 10–4, à kΔ  íå ïðåâûøàåò çíà÷åíèé 10 ñì–1. 

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå Δn, ñîãëàñíî (9), 
îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå 10–4 è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ 
ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü (10), 
êîòîðîå òåïåðü âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïðèáëèæåííî. 
 Ó÷èòûâàÿ ñêàçàííîå âûøå è èñïîëüçóÿ [7], äëÿ 
ëèíåéíîãî ïîëÿ â ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ L0 ïîëó÷à-
åì äâà âàðèàíòà çàïèñè [ïî àíàëîãèè ñ (6) è (7)]: 
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ãäå 
ê

2 /( 1)T n n= +  – êîýôôèöèåíò Ôðåíåëÿ äëÿ 

ïðåëîìëåíèÿ íà âûõîäíîé ãðàíè êðèñòàëëà (ïàäå-
íèå ïó÷êà íà ãðàíè ñ÷èòàåòñÿ áëèçêèì ê íîðìàëü-

íîìó); 0 0 / ,t z L n= +  à 0 ( )/ ;Lt z L z n= + −  k è n îï-

ðåäåëåíû â (10). Çàâèñèìîñòü (12) ïîçâîëÿåò âûðà-

çèòü 2ë 0 0 0( , , )A x y L  ÷åðåç ãðàíè÷íîå óñëîâèå (3),  

à (13) – ÷åðåç ïîëå (6) [èëè (7)], îïðåäåëåííîå íà 
ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè z = const âíóòðè êðèñòàë-
ëà. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ âñåõ 
z > L ñðåäà ñòàíîâèòñÿ èçîòðîïíîé – ñìåùåíèå ôàç 
ïîäûíòåãðàëüíûõ ôóíêöèé çàâèñèò òîëüêî îò òîé 
÷àñòè äèñòàíöèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ, êîòîðàÿ ïðèõî-
äèòñÿ íà îäíîîñíóþ ñðåäó (L â ïåðâîì ðàâåíñòâå  
è (L – z) âî âòîðîì). Îò ýòèõ äèñòàíöèé çàâèñèò  
è ðåçóëüòàò ïðåëîìëåíèÿ – îïòè÷åñêèå äëèíû ïó-
òåé 0t  è Lt  îêàçûâàþòñÿ ðàçíûìè [7]. Êîýôôèöè-

åíò Ôðåíåëÿ (Tê) ïîêàçûâàåò, êàê èçìåíÿåòñÿ àì-

ïëèòóäà âîëíû ïðè ïåðåñå÷åíèè ãðàíèöû ðàçäåëà 
«ñðåäà–âàêóóì». Äëÿ ïîëÿ íà îñíîâíîé ÷àñòîòå 
ðåøåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ èç (12) è (13), åñëè â íèõ, êàê  
è ðàíüøå, ïîëîæèòü ρ = 0, íèæíèé èíäåêñ «2» çà-

ìåíèòü íà «1» è, êðîìå òîãî, âîëíîâîå ÷èñëî k  
çàìåíèòü íà k/2. Ïîñëåäíåå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì 
èñïîëüçîâàíèÿ (10). 

Åñëè íåò íåîáõîäèìîñòè ñòðîãî ó÷èòûâàòü ïðå-
ëîìëåíèå, òî ñëåäóåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êðèñòàëë 
ïîìåùåí â íåêóþ èçîòðîïíóþ ñðåäó ñ ïîêàçàòåëåì 
ïðåëîìëåíèÿ n  èç (10). Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðåøåíèÿ 
ïîëó÷àþòñÿ èç (12) è (13), åñëè â íèõ  

 ïîëîæèòü 
ê

1,T =  a z0 çàìåíèòü íà z0/n. (14) 

Ïàðàêñèàëüíîå ïðèáëèæåíèå, êîòîðîå èñïîëü-
çóåòñÿ â äàííîé ñòàòüå, ïîçâîëÿåò ëåãêî óñòàíîâèòü 
çàâèñèìîñòè, îáðàòíûå (12), (13), ò.å. âûðàçèòü 
ïîëÿ âíóòðè ñðåäû ÷åðåç èõ çíà÷åíèÿ, îïðåäåëåí-
íûå  ïîçàäè  êðèñòàëëà.  Ýòè  çàâèñèìîñòè  èìåþò  âèä 
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Â ñïðàâåäëèâîñòè (15)–(17) ëåãêî óáåäèòüñÿ  
ñ ïîìîùüþ ïðÿìûõ ïîäñòàíîâîê. 

2. Ó÷åò íåëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 

ïîëåé 

Â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíûå äîáàâêè  
ê ëèíåéíîìó ðåøåíèþ (ñì. [5]) äëÿ ïëîñêîñòè íà-
áëþäåíèÿ z L≤  ñîãëàñíî [8] çàïèñûâàþòñÿ â âèäå 
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Âûðàæåíèÿ (18) è (19) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ðåøå-
íèÿìè óðàâíåíèé (1), (2) ñîîòâåòñòâåííî, â ÷åì 
ëåãêî óáåäèòüñÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîé ïîäñòàíîâêè. 
Ïîíÿòíî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ôóíêöèè (5), ÿâíûé 
âèä êîòîðûõ ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ (13), (18) è (19), 
ÿâëÿþòñÿ íå ðåøåíèåì ñèñòåìû (1), (2), à åå ýêâè-
âàëåíòíûì ïðåäñòàâëåíèåì â âèäå ñèñòåìû èíòå-
ãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Öåëü äàííîé ñòàòüè è ñîñòîèò 
â òîì, ÷òîáû ìîäèôèöèðîâàòü ýòè èíòåãðàëüíûå 
óðàâíåíèÿ ê âèäó, áîëåå óäîáíîìó äëÿ äàëüíåéøåãî 
èñïîëüçîâàíèÿ. 

Äëÿ ëó÷øåãî ïîíèìàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñîäåðæà-
íèÿ âûðàæåíèé (18) è (19) ïðåäñòàâèì, íàïðèìåð, 
(19) â ñëåäóþùåé ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå: 
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x x z t y y
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z t

⎡ ⎤− +ρ −ρ + −
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−⎣ ⎦
 (21) 

 2

2 1( , , ) ( , , )exp[ ] .kdW x y t i A x y t i t dt= σ − Δ  (22) 

Âûðàæåíèå (22) îïðåäåëÿåò ïðèðàùåíèå âîëíû 
ÂÃ íà ýëåìåíòàðíîé äèñòàíöèè dt, ïðèìûêàþùåé  
ê ïëîñêîñòè t = const. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòî óâèäåòü, 
íåîáõîäèìî îáðàòèòüñÿ ê (2) è ïðåíåáðå÷ü â íåì 
âñåìè ïðîèçâîäíûìè ïî ïîïåðå÷íûì êîîðäèíàòàì. 
Ïîñëåäíåå ñîâåðøåííî ëîãè÷íî, ïîñêîëüêó íà áåñ-
êîíå÷íî ìàëîé äëèíå dt íè äèôðàêöèÿ, íè âëèÿíèå 
àíèçîòðîïèè ïðîÿâèòüñÿ íå ìîãóò. Ñðàâíèâàÿ (13) 
è (21), çàìå÷àåì, ÷òî ýòè âûðàæåíèÿ ñîâïàäàþò  
ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî 

ýëåìåíòàðíàÿ âîëíà ÂÃ – 2( , , ),dW x y t  âîçíèêíóâ  

â áåñêîíå÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ïëîñêîñòè t = const, 
ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ çàòåì äî ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ z 
êàê íåîáûêíîâåííàÿ ëèíåéíàÿ âîëíà, ðàññìîòðåí-
íàÿ â ðàçä. 1. Ðåçóëüòàòîì ýòîãî ëèíåéíîãî ïðîöåñ-

ñà îêàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ (21) – 2 0 0( , , ; ),dA x y t z  

ñìûñë àðãóìåíòîâ êîòîðîé ïðîêîììåíòèðîâàí â (7). 
Èç (20) ñëåäóåò, ÷òî ðåçóëüòèðóþùåå ïîëå ÂÃ îï-
ðåäåëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ýëå-

ìåíòàðíûõ âêëàäîâ 2 0 0( , , ; ),dA x y t z  ñâÿçàííûõ  

ñ êàæäîé ïëîñêîñòüþ 0 .t z≤ <  
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî 

ïðèâåñòè è äëÿ âîëíû íà îñíîâíîé ÷àñòîòå. Ðàçíè-
öà áóäåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òî òåïåðü âìåñòî (22) íå-
îáõîäèìî ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ  

 *

1 1 2( , , ) ( , , ) ( , , )exp[ ]kdW x y t i A x y t A x y t i t dt= σ Δ  

[ýòî ñëåäóåò èç (1)], êîòîðàÿ òåïåðü äîëæíà áûòü 
îáûêíîâåííîé âîëíîé. 

Ïðîöåññ ëèíåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýëåìåí-

òàðíûõ âîëí 1,2( , , )dW x y t  ìîæíî, ðàçóìååòñÿ, ïðî-

äîëæèòü è äî ïðîèçâîëüíîé ïëîñêîñòè (4), ðàñïî-

ëîæåííîé ïîçàäè êðèñòàëëà, è óæå íà íåé ïðîñóì-

ìèðîâàòü ýëåìåíòàðíûå âêëàäû 1,2 0( , , ; ).dA x y t L  Ïðè 

ðåàëèçàöèè ýòîé ñõåìû íåîáõîäèìî ó÷åñòü ïðåëîì-
ëåíèå ýëåìåíòàðíûõ âîëí íà âûõîäíîé ãðàíè êðè-
ñòàëëà è âëèÿíèå àíèçîòðîïèè, êîãäà ðå÷ü èäåò  
î íåîáûêíîâåííîé âîëíå ÂÃ. Âñå íåîáõîäèìûå äëÿ 
ýòèõ ðàñ÷åòîâ âûðàæåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â ðàçä. 1. 
Â ðåçóëüòàòå ïîñëå ÷èñòî ôîðìàëüíûõ ïðîöåäóð 
äëÿ òåõ æå íåëèíåéíûõ äîáàâîê (18) è (19), íî 
íàáëþäàåìûõ óæå íà ïëîñêîñòè L0, ïîëó÷àåì 
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ãäå òåïåðü 0 ( )/ .Lt z L t n= + −  

3. ÃÂÃ â ïðèáëèæåíèè çàäàííîãî ïîëÿ 

Â ðàìêàõ ïðèáëèæåíèÿ çàäàííîãî ïîëÿ íåîá-
õîäèìî ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûì âîçìóùåíèåì íà 
îñíîâíîé ÷àñòîòå, ò.å. ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ (23) 
îáðàùàåòñÿ â íóëü, è ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ÂÃ íà 
âõîäå â ñðåäó îòñóòñòâóåò (â (3) V2(x, y) = 0). Òî-
ãäà âìåñòî (24) ïîëó÷èì 
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 (25) 

Ïðè çàïèñè (25) áûëî ó÷òåíî, ÷òî ýòî âûðàæåíèå 
îïðåäåëÿåò óæå íå âîçìóùåíèå ëèíåéíîãî ðåøåíèÿ, 
êàê (24), à ïîëíîå ïîëå ÂÃ.  

Âûðàæåíèå (25) è ôóíêöèÿ 1ë 0( , , ),A x y L  êîòî-

ðàÿ íàõîäèòñÿ èç (12), ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ðå-
øåíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è â ïëîñêîñòè L0. Åñëè 
òåïåðü ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû 0 ,z → ∞  à îñíîâíîå èç-

ëó÷åíèå áûëî ãàóññîâûì, òî èç (25) ïîñëå èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ïî dxdy ìîæíî ïîëó÷èòü èçâåñòíóþ ôîð-
ìóëó Áîéäà–Êëåéíìàíà, î êîòîðîé ãîâîðèëîñü âû-
øå. Åäèíñòâåííîå îòëè÷èå áóäåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òî 
â (25) ïðåëîìëåíèå ó÷èòûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñòðîãî, 
à â [3] ýòîò ïðîöåññ èãíîðèðóåòñÿ ïîëíîñòüþ ñ ïî-
ìîùüþ ôîðìàëèçìà (14). 

Îñíîâíîé íåäîñòàòîê (25) ñîñòîèò â òîì, ÷òî  
â îáùåì ñëó÷àå (ïó÷îê íå îáÿçàòåëüíî ãàóññîâ) ýòî 
âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ îêàçûâàåòñÿ 
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äîñòàòî÷íî ñëîæíûì, ïîñêîëüêó âèä ôóíêöèè 

1ë( , , )A x y t  íåîáõîäèìî çíàòü, âîîáùå ãîâîðÿ, äëÿ 

êàæäîé ïëîñêîñòè âíóòðè êðèñòàëëà. Íà ñåãîäíÿø-
íèé äåíü ïðîñòûõ àíàëèòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé 
äëÿ ñôîêóñèðîâàííîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ íå ñó-
ùåñòâóåò (çà èñêëþ÷åíèåì ãàóññîâûõ ïó÷êîâ), ïî-

ýòîìó ôóíêöèþ 1ë( , , )A x y t  ïðèäåòñÿ îïðåäåëÿòü 

÷èñëåííî, èñïîëüçóÿ ðåøåíèå (7). Ïðè ýòîì ïîä-
ñòàíîâêà (7) â (25) áóäåò ïðèâîäèòü ê ïîÿâëåíèþ 
ïÿòèêðàòíûõ èíòåãðàëîâ, ðàáîòà ñ êîòîðûìè ïîòðå-
áóåò î÷åíü áîëüøèõ çàòðàò êîìïüþòåðíîãî âðåìåíè. 
Íèæå ïðîäåìîíñòðèðîâàí ïðèåì, ïîçâîëÿþùèé 
ýòîò íåäîñòàòîê ñóùåñòâåííî èñïðàâèòü. 

Äâàæäû ïîäñòàâèì â (25) âûðàæåíèå (16), çà-
ìåíèâ â íåì ïåðåìåííûå èíòåãðèðîâàíèÿ îäèí ðàç, 
íàïðèìåð íà dξdη, à âòîðîé ðàç – íà dαdϕ. Â ðå-
çóëüòàòå âìåñòî (25) ïîëó÷àåòñÿ 
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0 02 .yη ≡ − ϕ  Íàëè÷èå äâóõ äåëüòà-ôóíêöèé ïîçâî-

ëÿåò â (26) ñíÿòü èíòåãðèðîâàíèå ïî dξdη, â ðå-
çóëüòàòå ÷åãî íàõîäèì 
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Âñÿ ïðàãìàòè÷åñêàÿ öåííîñòü ïðîäåëàííîé ðà-
áîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî òåïåðü ïîëå ÂÃ, êàê ñëåäó-
åò èç (27), óäàåòñÿ ñâÿçàòü ñ ïîëåì íà îñíîâíîé 
÷àñòîòå, âèä êîòîðîãî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òîëü-
êî â îäíîé ïëîñêîñòè – ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ L0. 
Áîëåå òîãî, íà L0 ýòî ïîëå âîîáùå äîëæíî áûòü 
àïðèîðíî èçâåñòíûì, ïîñêîëüêó â äàííîé ïîñòàíîâ-

êå çàäà÷è ôóíêöèþ 1ë 0( , , )A x y L  ñëåäóåò ðàññìàòðè-

âàòü â êà÷åñòâå íîâîãî [âìåñòî (3)] ãðàíè÷íîãî óñ-
ëîâèÿ.  

Îòìåòèì, ÷òî ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, èñïîëü-
çóÿ ïðåäñòàâëåíèÿ (15) è (17), ìîæíî ìîäèôèöèðî-
âàòü âûðàæåíèå (23) äëÿ íåëèíåéíîé äîáàâêè íà 
îñíîâíîé ÷àñòîòå. Ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàñ÷åòîâ çäåñü 
íå èñïîëüçóþòñÿ, ïîýòîìó è íå ïðèâîäÿòñÿ.  

Êîíå÷íûé ðåçóëüòàò ìîæíî ñäåëàòü åùå ïðî-
ùå, åñëè èíòåðåñîâàòüñÿ íå âèäîì ôóíêöèè 

2 0 0 0( , , ; ),A x y z L  à òîëüêî ýôôåêòèâíîñòüþ íåëèíåé-

íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, âåëè÷èíà êîòîðîé, î÷åâèäíî, 
íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ. 
Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé âîçìîæíîñòè ïîëÿ íà îñíîâ-
íîé ÷àñòîòå è ÂÃ â ïëîñêîñòè 0L  ïðåäñòàâëÿåì  

â ñëåäóþùåì âèäå: 
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ãäå 0[ ( / 2) / ],fR z L n= + Δ +  fΔ  – ðàññòîÿíèå îò 

ïåðåòÿæêè ïó÷êà äî ïëîñêîñòè / 2z L=  (òàêèå 
ïðåäñòàâëåíèÿ ïîëåé äåòàëüíî îáñóæäàþòñÿ â [4]). 
Ïîäñòàâëÿåì (28) â (21) è óñòðåìëÿåì z0 ê áåñêî-
íå÷íîñòè. Îòáðàñûâàåì ìàëûå âåëè÷èíû ∼ 1/z0  
è ïðîâîäèì èíòåãðèðîâàíèå ïî dz. Â ðåçóëüòàòå 
ïðèõîäèì ê àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîìó (ïðè z0 → ∞) 
âûðàæåíèþ äëÿ àìïëèòóäû ÂÃ èç (28): 
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ξx è ξy – ïàðàìåòðû ôîêóñèðîâêè (ñì. [4]). Ëåãêî 

óâèäåòü, ÷òî âûðàæåíèå (29), ñïðàâåäëèâîñòü êîòîðîãî 
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ïðîâåðÿëàñü â [5], ñîäåðæèò íà îäèí èíòåãðàë 
ìåíüøå, ÷åì (25), ÷òî ñóùåñòâåííî óìåíüøàåò âðå-
ìÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. 

Ïîíÿòíî, ÷òî ñàìûé ïðîñòîé âèä êîíå÷íîãî ðå-
çóëüòàòà ïîëó÷àåòñÿ â òîì ñëó÷àå, êîãäà îñíîâíîå 
èçëó÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì ïó÷êîì, ò.å. â (28) 
 

 2 2 2 2

1ë 0 0( , , ) exp( / / ),x yU x y L A x a y a= − −  (30) 

ãäå A0 ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç ìîùíîñòü P  îñíîâíîãî 
èçëó÷åíèÿ [4]. Â ýòîì ñëó÷àå, ïîäñòàâëÿÿ (28)  
è (30) â (25), ïîñëå ýëåìåíòàðíûõ ðàñ÷åòîâ äëÿ 
ýôôåêòèâíîñòè ÃÂÃ ïîëó÷àåì 
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Âûðàæåíèå (31) ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü â êà÷å-
ñòâå ïîëíîãî àíàëîãà óïîìèíàâøåéñÿ âûøå ôîðìó-
ëû Áîéäà–Êëåéíìàíà. 

Çàêëþ÷åíèå 

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðîäåëàííîé ðàáîòû 
ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. 

1. Ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ ïàðàáîëè÷å-
ñêèõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ ïðîöåññ 
ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè â îäíîîñíîì êðèñòàë-
ëå, ìîæíî çàìåíèòü ýêâèâàëåíòíîé ñèñòåìîé èíòå- 
 
 

ãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì îáå ñèñòåìû äîëæ-
íû ðåøàòüñÿ ñ îäèíàêîâûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿ-
ìè, çàäàííûìè íà âõîäå â êðèñòàëë. 

2. Ñòðóêòóðà óêàçàííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíå-
íèé äîïóñêàåò ïðîñòóþ ôèçè÷åñêóþ èíòåðïðåòà-
öèþ. Íåëèíåéíûå âîçìóùåíèÿ ëèíåéíûõ ïîëåé íà 
îñíîâíîé ÷àñòîòå è ÷àñòîòå âòîðîé ãàðìîíèêè ÿâ-
ëÿþòñÿ ñóïåðïîçèöèåé áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà «ýëåìåí-
òàðíûõ äîáàâîê», êàæäàÿ èç êîòîðûõ âåäåò ñåáÿ 
ïîäîáíî ëèíåéíîé (îáûêíîâåííîé èëè íåîáûêíî-
âåííîé) âîëíå íà îñíîâíîé èëè óäâîåííîé ÷àñòîòå. 
Áëàãîäàðÿ òàêîé ôèçè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè, èíòå-
ãðàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ ïîëåé 
ìîæíî çàïèñàòü íà ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ, ïðîèç-
âîëüíî óäàëåííîé îò êðèñòàëëà. 

3. Çàäàíèå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà ïëîñêîñòè 
íàáëþäåíèÿ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü èñ-
êîìîå âûðàæåíèå äëÿ ïîëÿ âòîðîé ãàðìîíèêè, ïî 
ìåíüøåé ìåðå, â ïðèáëèæåíèè çàäàííîãî ïîëÿ. 
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V.O. Troitskii. Second harmonic generation of laser radiation in uniaxial crystals. Variants of the 
problem solution at an assumed field approximation. 

General questions of the theory of second harmonic generation of laser radiation in uniaxial crystals are 
discussed. Derivation of integral equations is suggested, which determine the type of interacting fields in an  
observation plane situated behind a crystal at an arbitrary distance. It is suggested to solve these equations 
with boundary conditions specified on the same observation plane. It is shown that such unusual choice of the 
plane of boundary conditions definition at an assumed field approximation allows an essential simplification of 
a required representation for the second harmonic field. 

 


