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КОЛЕБАТЕЛЬНО-ВРАЩАТЕЛЬНЫЙ ГАМИЛЬТОНИАН МОЛЕКУЛ ZXY3 И XY3 
СИММЕТРИИ С3V 
 
 

Для аксиально-симметричных молекул типа XYZ3 и XY3 получена в явном виде зависимость всех входящих в 
точный колебательно-вращательный гамильтониан величин от структурных и динамических параметров молекулы. 

 
 

Для решения практически любой задачи колебательно-вращательной спектроскопии мо-
лекул важное значение имеет знание корректного колебательно-вращательного гамильтониана 
молекулы.  В общем случае для нормальной (т.е. нелинейной, содержащей колебания только 
малой амплитуды) молекулы такой гамильтониан хорошо известен [1–3]: 
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В уравнении (1)  и k... – гармонические частоты и константы ангармоничности; J и G 
представляют собой операторы компонент полного и колебательного углового моментов соот-
ветственно; третий член уравнения (1) – малый оператор, зависящий от колебательных коор-
динат q, который, по сути, является малой добавкой к потенциальной функции и, как  прави-

ло, не  рассматривается;  G и  могут быть представлены как 
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В этом случае равновесные вращательные постоянные B
e


, кориолисовы постоянные 
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 зависят только от параметров равновесной конфигурации молекулы r
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Na, которые 

выражаются через равновесные длины связей и углы между ними, масс ядер и констант форм 
колебаний l
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В уравнениях (4)–(7)     .  Равновесные параметры r
e
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и условия ортогональности 
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а также условия на вторые производные от потенциальной функции 
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Ввиду того, что в общем случае потенциальная функция неизвестна, целесообразно ис-
пользовать свойства симметрии молекулы.  Тогда, если колебательные координаты q


 и q


 

преобразуются по различным неприводимым представлениям группы симметрии молекулы, 
соотношения (12) выполняются тождественно.  Однако если q


 и q


 имеют одинаковую сим-

метрию, свойства симметрии уже не могут быть использованы при получении соотношений 
типа (12).  Как следствие величины l

N
 могут быть определены только как функции некото-

рых произвольных параметров.  Можно показать, что в общем случае число этих параметров 
равно числу различных пар колебательных координат одной симметрии. 

Поскольку в практических приложениях необходимо знать конкретный вид всех входя-
щих в гамильтониан параметров и, как минимум, возможные отношения между ними, в дан-
ной работе поставлена задача определить входящие в (2)–(7) параметры для обширного и ин-
тересного исследования с точки зрения анализа различных внутримолекулярных эффектов и 
взаимодействия класса молекул типа ZXY3 симметрии С3V. 
 

 
 

Расположение осей и ядер молекулы ZXY3 симметрии C3V 
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Исходя из того, что все входящие в (2)–(7) величины так или иначе являются функциями 
параметров lN и r

e
Na, прежде всего необходимо определить эти последние из уравнений (8)–

(11) и свойств симметрии молекулы.  Решение уравнений (8) дает (расположение ядер и коор-
динатных осей см. на рисунке) 
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Решение уравнений (9) – (11) дает следующие соотношения для lN-параметров: 
а) для  = 1, 2, 3 (невырожденные колебания): 
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Кроме того, должны выполнятся соотношения: 
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где ,  = 1, 2, 3.  Уравнения (20) – (24) определяют параметры lN как функции трех парамет-
ров, которые могут быть определены из условий (12); 

б) для  = 4, 5, 6 (вырожденные колебания): 
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К соотношениям (25)–(31) следует добавить соответствующие условия ортонормированности. 
Заметим, что использование соотношений (20)–(31) в общем случае приводит к довольно 

сложным решениям.  В любом случае шесть параметров lN (три для невырожденных колеба-
ний с  = 1, 2, 3 и три для вырожденных –  = 4, 5, 6) остаются произвольными. 

Соотношения (20)–(31) можно использовать далее для определения кориолисовых  и ко-

лебательно-вращательных a  параметров.  Можно показать, что после подстановки (20)–(31) в 
(4)–(6) и ряда преобразований будут справедливы следующие соотношения: 
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В свою очередь, соотношения (32)–(38) при подстановке в (1)–(3) позволяют без труда 
получить точный колебательно-вращательный гамильтониан ZXY3 молекулы. 

Отметим здесь следующее обстоятельство.  Если в приведенных выше рассуждениях 
принять re = 0 (т.е. допустить, что положения атомов 4 и 5 совпадают), то рассмотренная выше 
молекула перейдет в молекулу типа XY3 симметрии С3V.  При этом приведенные выше соотно-
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б) для lN ( = 1, 2): 
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где ,  = 1, 2. Равенства (40)–(41) определяют параметры lN ( = 1, 2) как функции одного 
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В результате только один параметр останется произвольным. 
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(1)
  – 6h l 

(2)
 ),      a

zz

  = 2 m r12 l 

(1)
  (46) 

 

и для  = 3, 4: 
 

a
xx

1 = – a
yy

1 = – a
xy

2 = – a
yx

2  a
xx

  = – 2 m r12 l2y1 , 
 

a
xz

1 = a
zx

1 = a
yz

2 = a
zy

2  a
xz

  = + 2 3m r12 l2z1 ;. (47) 
 

в) для  = 1, 2 и  = 3, 4: 
 

y

1 = – x

2 = – y

 = x

2   = l 

(1)

  3 l2z1 +l 

(2)

  {l1y2 + 2l2y2 – 3 m/M l4x1},  (48) 
 



 

 Колебательно-вращательный гамильтониан молекул 313 
 

для ,  = 3, 4: 
 

z

12 = – z

21 = z

12 = – z

21  (z)

 = l4x1 l4x1 – l1x1 l1x1 + 2 {l1x1 l2x1 + l2x1 l1x1},  (49) 
 


x

3142 = – 
x

4231 = – 
x

4132 = 
x

3241 = 
y

3141 = – 
y

4131 = 
y

4232 = – 
y

3242  
(x)

34 = (2 3 h/r12) (l1x31 l2x41 – l2x31 l1x41). 
 (50) 
 

Приведенные выше соотношения полностью определяют колебательно-вращательные га-
мильтонианы молекул ZXY3 и XY3 симметрии С3V. 
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