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Ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå èíåðöèîííîñòè ÷àñòèö ïðîìûøëåííîãî àýðî-
çîëÿ íà ôîðìèðîâàíèå ìíîãîïîòîêîâîñòè èõ äâèæåíèÿ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå. Àíàëèç ïðîâåäåí ïðè çíà-
÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ äèôôóçèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåàëüíûì àòìîñôåðíûì óñëîâèÿì. Ðåçóëüòàòû èññëåäî-
âàíèÿ ìîãóò îêàçàòüñÿ ïîëåçíû ïðè èíòåðïðåòàöèè äàííûõ îïòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ àýðîçîëÿ. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òóðáóëåíòíàÿ äèôôóçèÿ, àýðîçîëü, ëàãðàíæåâà è ýéëåðîâà ñòàòèñòèêè, ÿêîáèàí, ìíîãî- 
ïîòîêîâîñòü; turbulent diffusion, aerosol, Lagrange and Euler statistics, jacobian, multistream. 

 

Ââåäåíèå 

 
Äëÿ ðàçðàáîòêè ñèñòåì ìîíèòîðèíãà åñòåñòâåí-

íîãî è àíòðîïîãåííîãî çàãðÿçíåíèÿ âîçäóõà [1, 2], äëÿ 

ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ îïòèêè àýðîçîëÿ â àòìî-
ñôåðå [3], äëÿ àíàëèçà èçìåíåíèé êëèìàòà ïîëåçíî 

çàðàíåå çíàòü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîâå-
äåíèÿ ïðèìåñåé â àòìîñôåðå. Äàííîé òåìå ïîñâÿùåíî 

áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò. Â ÷àñòíîñòè, â [4, 5] ïîêàçàíî, 
÷òî ìàëîèíåðöèîííàÿ ïàññèâíàÿ ïðèìåñü ñïîñîáíà 
êëàñòåðèçîâàòüñÿ â òóðáóëåíòíûõ ïîòîêàõ. Â òî æå 
âðåìÿ èç-çà èíåðöèîííîñòè ÷àñòèö ïðèìåñè ïðè äâè-
æåíèè â ñëó÷àéíîì ïîëå ñêîðîñòåé ôîðìèðóåòñÿ ñîá-
ñòâåííîå ïîëå ñêîðîñòåé ïðèìåñè [6], êîòîðîå ïî 
ñâîéñòâàì îòëè÷àåòñÿ îò ïîëÿ ñêîðîñòåé ñðåäû. Ïðè 
ýòîì èìåííî ïîëå ñêîðîñòåé ñàìîé ïðèìåñè îïðåäå-
ëÿåò äèôôóçèþ ÷àñòèö. Íåñìîòðÿ íà ýòîò óæå äàâíî 
èçâåñòíûé ôàêò, äîñòàòî÷íî íåìíîãî÷èñëåííû ðàáîòû, 
â êîòîðûõ ó÷èòûâàëàñü áû èíåðöèîííîñòü ïðèìåñè, 
äâèæóùåéñÿ â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ. Òàê, â [7–9] èñ-
ñëåäîâàëîñü âëèÿíèå èíåðöèîííîñòè ïðèìåñè íà åå 
ïåðåíîñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, îäíàêî íå ïðèíèìà-
ëàñü âî âíèìàíèå âîçìîæíîñòü òóðáóëåíòíîé äèô-
ôóçèè – ðàññìàòðèâàëîñü äâèæåíèå â ñðåäíåì ðàâ-
íîìåðíîì ïîòîêå. 

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå 
âîçìîæíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ ìíîãîïîòîêîâîñòè äâè-
æåíèÿ èíåðòíîé ïàññèâíîé ïðèìåñè â òóðáóëåíòíîì 
ïîòîêå. Ðåçóëüòàòû ýòîãî èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü 

ïîëåçíû ïðè èíòåðïðåòàöèè äàííûõ îïòè÷åñêîãî çîí- 
äèðîâàíèÿ àòìîñôåðû è ðåøåíèè îáðàòíûõ çàäà÷ 
îïòèêè àýðîçîëÿ â ðåàëüíîé àòìîñôåðå. 
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Çàìåòèì, ÷òî äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ äâè-
æåíèÿ ïðèìåñè ÷àñòî óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ëàãðàí-
æåâû êîîðäèíàòû (äâèæóùèåñÿ âìåñòå ñ ïðèìåñüþ), 
â òî âðåìÿ êàê ýêñïåðèìåíòàòîðû îáû÷íî èíòåðåñó-
þòñÿ çàãðÿçíåíèåì ôèêñèðîâàííûõ îáëàñòåé ïðî-
ñòðàíñòâà, ò.å. èìåþò äåëî ñ ýéëåðîâûìè êîîðäèíà-
òàìè. Ñâÿçü ìåæäó ýéëåðîâûìè è ëàãðàíæåâûìè  

êîîðäèíàòàìè êàê ðàç è äàåò âàæíóþ èíôîðìàöèþ  
î õàðàêòåðå äâèæåíèÿ àýðîçîëÿ: îíà ïîçâîëÿåò ïðåä-
ñêàçàòü âîçíèêíîâåíèå ìíîãîïîòîêîâîñòè, êîãäà  

â îäíó òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ïîïàäàþò ÷àñòèöû ñ ðàç-
ëè÷íûìè ëàãðàíæåâûìè êîîðäèíàòàìè, ÷òî ïðèâîäèò 
ê íåîäíîçíà÷íîñòè ñâÿçè êîîðäèíàò. Çäåñü ìû èññëå-
äóåì ñòàòèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ÿêîáèàíà ïðåîáðàçîâà-
íèÿ êîîðäèíàò ÷àñòèö äûìîâîãî àýðîçîëÿ ñ ó÷åòîì 
ðåàëüíûõ àòìîñôåðíûõ óñëîâèé. 

 

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü 
 
Äëÿ ïðîñòîòû ðàñ÷åòîâ ðàññìîòðèì îäíîìåð-

íóþ çàäà÷ó, ïðèìåðîì êîòîðîé ìîæåò ñëóæèòü 
äâèæåíèå ÷àñòèö â óçêîì êàíàëå (â âåðòèêàëüíîé 
êîëîíêå ïîæàðà), êîãäà ïðèìåñü äâèæåòñÿ ïðåèìó-
ùåñòâåííî âäîëü êàíàëà è ïîïåðå÷íîé äèôôóçèåé 
ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Êàê ïîêàçàíî â [10], â îäíî-
ìåðíîì ñëó÷àå óðàâíåíèÿ â ëàãðàíæåâîì ïðåäñòàâ-
ëåíèè ñòàíîâÿòñÿ ëèíåéíûìè, ÷òî ñóùåñòâåííî óï-
ðîùàåò çàäà÷ó. 

Ñ÷èòàåì, ÷òî ñî ñòîðîíû îêðóæàþùåé ñðåäû 
íà ÷àñòèöó àýðîçîëÿ äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ, 
ïðîïîðöèîíàëüíàÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè. Ïóñòü 
k – êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ â ðàñ÷åòå íà åäè-
íèöó ìàññû ÷àñòèöû (êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîé 
âÿçêîñòè). Â ëàãðàíæåâîì ïðåäñòàâëåíèè äâèæåíèå 
÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé 
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ãäå Õ è V – ñîîòâåòñòâåííî ëàãðàíæåâû êîîðäèíà-
òà è ñêîðîñòü ÷àñòèöû; ( )( ),V X t t′  – ñêîðîñòü äâè-
æåíèÿ ñðåäû, à íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä 

 ( 0) ,X t y= =  0( 0) .V t v= =  

Äëÿ îöåíêè âåðîÿòíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ ìíîãî-
ïîòîêîâîñòè äâèæåíèÿ íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ñòà-
òèñòèêó ÿêîáèàíà ïðåîáðàçîâàíèÿ ëàãðàíæåâîé êî-
îðäèíàòû X(t) â ýéëåðîâó y(t): 
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Ïîëîæèòåëüíîñòü J(y, t) îçíà÷àåò, ÷òî ìåæäó ëà-
ãðàíæåâîé è ýéëåðîâîé êîîðäèíàòàìè èìååòñÿ âçà-
èìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ò.å. äâèæåíèå îäíî-
ïîòîêîâî. Åñëè æå ôóíêöèÿ J(y, t) çíàêîïåðåìåííà, 
òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äâèæåíèå ñòàëî ìíîãîïîòîêî-
âûì [11]. 

Â [12] ïðè óñëîâèè, ÷òî ñëó÷àéíîå ïîëå ñêîðî-
ñòåé ñðåäû ( )( ),V X t t′  ÿâëÿåòñÿ ãàóññîâûì äåëüòà-
êîððåëèðîâàííûì ñ íóëåâûì ñðåäíèì, äëÿ ñîâìåñò-
íîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé w(j, u; t) ïîëÿ J(y, t)  
è âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëÿ 
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Ïîñêîëüêó àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è (2), (3) 

íåèçâåñòíî, íåîáõîäèìî ÷èñëåííîå ðåøåíèå. Çàìå-
òèì, ÷òî ïîïûòêà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ áûëà ïðåä-
ïðèíÿòà â [12], îäíàêî îãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè 
ïàìÿòè âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè íå ïîçâîëèëè îáåñ-
ïå÷èòü íóæíóþ òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé. Çäåñü ìû 

ïðåäñòàâëÿåì óòî÷íåííûå ðåçóëüòàòû, à òàêæå âïåð-
âûå àíàëèçèðóåì âåðîÿòíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ìíîãî-
ïîòîêîâîñòè äâèæåíèÿ àýðîçîëÿ â óñëîâèÿõ ðåàëüíîé 
àòìîñôåðû. 

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïðåæäå âñåãî ïåðåéäåì 

ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì. Íåñìîòðÿ íà òî ÷òî  
â çàäà÷å åñòü äâà ïàðàìåòðà ðàçìåðíîñòè âðåìåíè, 
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íèÿ áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè íå ïîçâîëÿåò â äàëüíåé-
øåì ïðîñëåäèòü ýâîëþöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé 

ÿêîáèàíà â çàâèñèìîñòè îò èíåðöèîííîñòè ÷àñòèö  

è êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè, ïîñêîëüêó èñêëþ÷àåò 

ñîîòâåòñòâóþùèé ïàðàìåòð (ýôôåêòèâíûé êîýôôè-
öèåíò âÿçêîñòè èëè êîýôôèöèåíò äèôôóçèè) èç óðàâ-
íåíèÿ. Ïîýòîìó ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå 
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Óðàâíåíèå (4) ðåøàëîñü ÷èñëåííî ìåòîäîì 

Êðàíêà–Íèêîëñîí ñ ïîðÿäêîì àïïðîêñèìàöèè 

 ( )2 2( ) ( )O jτ + Δυ + Δ  

íà êàæäîì øàãå ïî áåçðàçìåðíîìó âðåìåíè τ [13]. 
Ñåòêà ïî «êîîðäèíàòàì» (υ, j) áûëà âûáðàíà òàê, 
÷òî Δυ = Δj = 0,02, øàã áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè Δτ = 
= 0,01, ïðè ýòîì ðàçìåðû ñ÷åòíîé îáëàñòè ñîñòàâèëè 
−3 ≤ υ ≤ 3; −2 ≤ j ≤ 1,5; 0 ≤ τ ≤ 1,0. Âûáîð çíà÷åíèÿ 
ïàðàìåòðà 0t  = 0,3 ñ ïîçâîëèë ïðîñëåäèòü ýâîëþöèþ 

ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé âïëîòü äî τ = 1 áåç ïîòåðè 
òî÷íîñòè (êîíòðîëèðîâàëîñü óñëîâèå íîðìèðîâêè 

âåðîÿòíîñòè íà åäèíèöó â ñ÷åòíîé îáëàñòè). Íà êàæ- 
äîì øàãå ïî âðåìåíè âû÷èñëÿëàñü ïëîòíîñòü âåðî-
ÿòíîñòåé ÿêîáèàíà 
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×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèëîñü äëÿ çíà-
÷åíèé ýôôåêòèâíîé âÿçêîñòè k è êîýôôèöèåíòà äèô- 
ôóçèè ,

u u
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′ ′
 ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåàëüíûì àòìîñôåðíûì 

óñëîâèÿì. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [14] äëÿ ïðîìûøëåííîãî 
àýðîçîëÿ õàðàêòåðíîå çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ýôôåê- 
òèâíîé âÿçêîñòè äëÿ äîñòàòî÷íî êðóïíûõ (ðàäèóñîì 

ïîðÿäêà 3,6 ⋅ 10−4 ì) ÷àñòèö ñàæè ðàâíÿëîñü 0,3 ñ−1; 
ïðè ñëàáîì âåòðå (äî 1 ì/ñ) êîýôôèöèåíò äèôôóçèè 

u u
D

′ ′
 = 0,3 ì2/ñ3. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè 

ýòèõ ïàðàìåòðàõ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1, èç êîòîðî-
ãî âèäíî, ÷òî äàæå íà ïîñëåäíåì øàãå ïî âðåìåíè 
(êðèâàÿ 4) ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè îòðèöàòåëüíûõ 
çíà÷åíèé ÿêîáèàíà ðàâíà íóëþ, à ýòî îçíà÷àåò, ÷òî 
äâèæåíèå ïðèìåñè îñòàåòñÿ îäíîïîòîêîâûì. 
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Ðèñ. 1. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (5) ïðè k = 0,3 ñ−1, 

u u
D

′ ′
 = 0,3 ì2/ñ3 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè: τ = 0 (1); 

  0,5 (2); 0,75 (3); 1,0 (4) 

 

Îäíàêî äëÿ áîëåå ëåãêèõ ÷àñòèö óâåëè÷èâàåò- 
ñÿ êàê êîýôôèöèåíò ýôôåêòèâíîé âÿçêîñòè k, òàê  

è êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, â èòîãå ñèòóàöèÿ ïðèí-
öèïèàëüíî ìåíÿåòñÿ. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ðåçóëüòà-
òû ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè çíà÷åíèè ïàðàìåòðà k, õà-
ðàêòåðíîãî äëÿ ÷àñòèö äûìîâîãî àýðîçîëÿ ñ ðàäèó-
ñîì ïîðÿäêà 1,8 ⋅ 10−4 ì, ïðè ýòîì êîýôôèöèåíò 

u u
D

′ ′
 ñîîòâåòñòâóåò òîé æå ñêîðîñòè âåòðà, ÷òî è íà 

ðèñ. 1. Âèäíî, ÷òî, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà, 
ïëîùàäü ïîä êðèâîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé â îá-
ëàñòè îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ÿêîáèàíà (ò.å. âåðî-
ÿòíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ìíîãîïîòîêîâîãî äâèæåíèÿ 
÷àñòèö) ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ. 

 

 
Ðèñ. 2. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé (5) ïðè k = 1,2 ñ−1, 

u u
D

′ ′
 = 1,2 ì2/ñ3 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè: τ = 0 (1); 

  0,5 (2); 0,75 (3); 1,0 (4) 

 

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíà êàðòà ðàñïðåäåëåíèÿ «âå-
ðîÿòíîñòíîé ìàññû» 
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äëÿ âåðîÿòíîñòè ìíîãîïîòîêîâîãî äâèæåíèÿ àýðî-
çîëÿ â ìîìåíò τ = 0,9. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå  
 

 
Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèå «âåðîÿòíîñòíîé ìàññû» ìíîãîïîòî- 
  êîâîãî äâèæåíèÿ àýðîçîëÿ 

 

ïðîâîäèëîñü â áîëüøîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé êîýô-
ôèöèåíòîâ âÿçêîñòè è äèôôóçèè. Ðåçóëüòàòû ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñ óìåíüøåíèåì ìàññû 
÷àñòèö (ñîîòâåòñòâåííî ñ ðîñòîì êîýôôèöèåíòîâ k 
è )

u u
D

′ ′
 ìàêñèìóì ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé âñå áîëü-

øå ñäâèãàåòñÿ â îáëàñòü îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé 

ÿêîáèàíà. Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, äëÿ òàêèõ ÷àñòèö 
âåðîÿòíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ ìíîãîïîòîêîâîñòè ñóùå-
ñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò íóëÿ. 

 

Çàêëþ÷åíèå 

 
×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî áî-

ëåå òÿæåëàÿ ïðèìåñü ìåíüøå ïîäâåðæåíà âëèÿíèþ 
îêðóæàþùåé ñðåäû è ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿåò õàðàê-
òåð ñâîåãî äâèæåíèÿ â òóðáóëåíòíîì ïîòîêå. Áîëåå 
ëåãêèå ÷àñòèöû àýðîçîëÿ (ñ áîëüøèì çíà÷åíèåì 
êîýôôèöèåíòà ýôôåêòèâíîé âÿçêîñòè) áûñòðåå ïîä-
âåðãàþòñÿ äåéñòâèþ îêðóæàþùåé ñðåäû, è èõ äâè-
æåíèå ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ñòàíîâèòñÿ ìíîãî-
ïîòîêîâûì: â îäíó îáëàñòü ïðîñòðàíñòâà ïðèõîäÿò 

÷àñòèöû ñ ðàçëè÷íûìè íà÷àëüíûìè êîîðäèíàòàìè. 
Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ êîýôôèöèåíòà äèôôóçèè. 
Ïîëó÷åííûå çäåñü ðåçóëüòàòû ìîãóò îêàçàòüñÿ ïî-
ëåçíû ïðè àíàëèçå äàííûõ îïòè÷åñêîãî çîíäèðîâà-
íèÿ àòìîñôåðíîãî àýðîçîëÿ. 
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E.Z. Gribova, S.E. Losev. The influence of the inertia of aerosol particles on the formation of multi- 
stream when moving in a turbulent flow. 

We describe diffusion processes when aerosol particles are moving in the atmosphere. The impact of parti-
cles' inertia and diffusion coefficient on multistream formation was determined via the numerical solution of the 
Fokker–Planck equation. The simulation has been performed within the certain range of parameters, conside- 
ring turbulent diffusion effects in real atmospheric conditions. The results of the study may be useful in inter-
preting aerosol optical sensing data. 
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