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Ðàçðàáîòàí ìåòîä ðàñ÷åòà õàðàêòåðèñòèê ðàññåÿíèÿ ñâåòà äâóõñëîéíîé ñôåðîé ñ îäíîðîäíûì ÿäðîì è 
ðàäèàëüíî-íåîäíîðîäíîé îáîëî÷êîé ñî ñòåïåííîé çàâèñèìîñòüþ êîìïëåêñíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 
m = Aρb, ãäå ρ = 2πr/λ (r — ðàññòîÿíèå oò öåíòðà ÷àñòèöû, λ — äëèíà âîëíû); À, b — ïðîèçâîëüíûå êîì-
ïëåêñíûå ïîñòîÿííûå. Ìåòîä îñíîâàí ïà êîìáèíàöèè òåîðåìû ñëîæåíèÿ Ãåãåíáàóýðà è ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ 
äðîáü äëÿ ôóíêöèé Áåññåëÿ è èõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ. 

 
 

Ïðè òåîðåòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè ðàññåÿíèÿ ñâåòà äèñïåðñíûìè îáúåêòàìè íåðåäêî ñòàëêèâàþòñÿ 
ñ íåîáõîäèìîñòüþ ó÷åòà îïòè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè ÷àñòèö. Òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìàÿ ïðè ýòîì ìî-
äåëü ñëîèñòîé ñôåðû ñ ïîñòîÿííûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ â ïðåäåëàõ êàæäîãî ñëîÿ çà÷àñòóþ îêà-
çûâàåòñÿ íåàäåêâàòíîé ðåàëüíîé îïòèêå ÷àñòèö, ÷òî ïîáóæäàåò ââîäèòü áîëåå ñëîæíûå ìîäåëè, ñàìàÿ 
óïîòðåáèòåëüíàÿ èç êîòîðûõ — äâóõñëîéíàÿ ñôåðà ñ îäíîðîäíûì ÿäðîì è ðàäèàëüíî-íåîäíîðîäíîé 
îáîëî÷êîé. Òàêîé ïîäõîä èñïîëüçîâàëñÿ â 60—70 ãã. äëÿ îïèñàíèÿ ðàññåèâàþùèõ ñâîéñòâ ðÿäà îáú-
åêòîâ, äàëåêèõ îò àòìîñôåðíîé îïòèêè (ñì. ññûëêè â [1, 2]). 

Â ïîñëåäíèå ãîäû èíòåðåñ ê ýòîé ìîäåëè âîçíèê âíîâü â ñâÿçè ñ çàäà÷àìè ðàññåÿíèÿ íà ÷àñòè÷íî 
ðàñòâîðèìûõ ÷àñòèöàõ àòìîñôåðíîãî àýðîçîëÿ, èñïàðÿþùèõñÿ ÷àñòèöàõ ñ ïàðîãàçîâûì «îðåîëîì», 
íåêîòîðûõ èñêóññòâåííûõ àýðîçîëÿõ. Ñôåðà ñ íåîäíîðîäíîé îáîëî÷êîé èñïîëüçîâàëàñü äëÿ îïèñàíèÿ 
ìåëêîäèñïåðñíîé ôðàêöèè îêåàíñêîé âçâåñè [3, 4] è ìîäåëèðîâàíèÿ ðàññåÿíèÿ íà àíñàìáëå ÷àñòèö 
ñëó÷àéíîé ôîðìû [5, 6]; îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò åå ïðèìåíåíèå ê ôðàêòàëüíûì êëàñòåðàì [7]. 
Øèðîêîìó âíåäðåíèþ ýòîé ìîäåëè â ïðàêòèêó ðàñ÷åòîâ ñâåòîðàññåÿíèÿ ïðåïÿòñòâóþò ìàòåìàòè÷åñêèå 
çàòðóäíåíèÿ (êàê àíàëèòè÷åñêîãî, òàê è âû÷èñëèòåëüíîãî ïëàíà). 

Öåëüþ íàñòîÿùåé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå óñòîé÷èâîãî è íàäåæíîãî àëãîðèòìà ðàñ÷åòà õàðàê-
òåðèñòèê ðàññåÿíèÿ íà óêàçàííîé ðàçíîâèäíîñòè äâóõñëîéíûõ ÷àñòèö ñ ïðîôèëåì ðàäèàëüíîé íåîä-
íîðîäíîñòè äîñòàòî÷íî îáùåãî âèäà. 

Óòî÷íèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ìîíîõðîìàòè÷åñêàÿ (äëèíà âîëíû λ) ïëîñêàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ 
âîëíà ïàäàåò íà ÷àñòèöó, ñîñòîÿùóþ èç ñôåðè÷åñêîãî ÿäðà ðàäèóñîì r1 ñ ïîñòîÿííûì êîìïëåêñíûì 

ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ 
1 1 1

m n i
∧

= − i  è êîíöåíòðè÷åñêîé îáîëî÷êè âíåøíåãî ðàäèóñà r2, ïîêàçàòåëü 

ïðåëîìëåíèÿ êîòîðîé 
2 2 2
( ) ( ) ( )m n i

∧

ρ = ρ − ρi  çàâèñèò îò îòíîñèòåëüíîãî ðàññòîÿíèÿ äî öåíòðà ñôåðû 

ρ = 2πr/λ. Ñòðîãàÿ òåîðèÿ ðàññåÿíèÿ íà òàêîì îáúåêòå áûëà ðàçâèòà â [8]. Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà ïîä-
ðîáíîñòÿõ äîñòàòî÷íî ñëîæíîãî è ãðîìîçäêîãî âûâîäà, ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 
õàðàêòåðèñòèê ðàññåÿíèÿ. Âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóäíûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàññåÿííîãî ïîëÿ ìîæíî, â 
îòëè÷èå îò [8], çàïèñàòü â ñëåäóþùåé óäîáíîé äëÿ ðàñ÷åòîâ ôîðìå (l = 1, 2, …): 
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(âûðàæåíèÿ äëÿ γ(3) ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ âûðàæåíèé äëÿ γ(1) ïðè çàìåíå F(1) è R(1) íà F(3) 
è R(3)), 
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 (3) 

 

Â (2, 3) ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: ρ1,2 = 2πr1,2/λ — ïàðàìåòðû äèôðàêöèè äëÿ ÿäðà è îáîëî÷êè 
ñîîòâåòñòâåííî; ψl(ρ) è ζl(ρ) — ôóíêöèè Ðèêàòòè-Áåññåëÿ è Ðèêàòòè-Õàíêåëÿ; Di(ρ) è Gi(ρ) — ëîãà-
ðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ψl(ρ) è ζl(ρ) ñîîòâåòñòâåííî; Wl(ρ) è Vl(ρ) — ìàãíèòíàÿ è ýëåê-
òðè÷åñêàÿ ðàäèàëüíûå ôóíêöèè (îïðåäåëåíèå ñì. íèæå); Rl(ρ) è Fl(ρ) — ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîä-
íûå ôóíêöèé Wl(ρ) è Vl(ρ) ñîîòâåòñòâåííî; âåðõíèì èíäåêñîì (1) îáîçíà÷àþòñÿ ôóíêöèè, ðåãóëÿð-
íûå â íà÷àëå êîîðäèíàò, à (3) — óäîâëåòâîðÿþùèå â âîëíîâîé çîíå óñëîâèþ èçëó÷åíèÿ. Åñëè àìïëè-
òóäíûå êîýôôèöèåíòû αl, βl èçâåñòíû, òî õàðàêòåðèñòèêè ðàññåÿíèÿ ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî îáû÷íûì 
ôîðìóëàì (ñì., íàïðèìåð, [9]). 

Ðàäèàëüíûå ôóíêöèè ( )( )i

l
W ρ  è ( )( )i

l
V ρ  (i = 1, 3) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ëèíåéíûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà: 
 

 (4) 
 

 (5) 
 

ãäå øòðèõ — ïðîèçâîäíàÿ ïî ρ. Êîíêðåòíûé âèä ýòèõ óðàâíåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, èõ ðåøåíèå çàâè-
ñèò îò âûáîðà ïðîôèëÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ m2(ρ) â îáîëî÷êå. Êàê ïîêàçàíî â [2], àíàëèòè÷åñêèå 
ðåøåíèÿ ðàäèàëüíûõ óðàâíåíèé (4, 5) âîçìîæíû ëèøü äëÿ âåñüìà îãðàíè÷åííîãî íàáîðà ïðîôèëåé 
m2(ρ); ïðè ýòîì, êàê ïðàâèëî, ðåøåíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, êðàéíå íå-
óäîáíûå äëÿ ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà. Åäèíñòâåííûì ðåàëüíûì ïðîôèëåì, ïîçâîëÿþùèì èçáåæàòü ïîÿâ-
ëåíèÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü 
 

 (6) 
 

ãäå b1, b2 — ïðîèçâîëüíûå êîìïëåêñíûå ïîñòîÿííûå. ×àñòíûé ñëó÷àé ïðîôèëÿ (6) ñ äåéñòâèòåëüíû-
ìè b1 è b2 ðàññìàòðèâàëñÿ â [8, 10], à åùå áîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé ñ b2 = —1 â [3—5, 11]. Ïðîôèëü (6) 
ñîäåðæèò 4 ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà è ïîçâîëÿåò íåçàâèñèìî çàäàòü êîìïëåêñíûå ïîêàçàòåëè ïðåëîìëå-
íèÿ íà ãðàíèöå ÿäðà è îáîëî÷êè m2(ρ1) è íà âíåøíåé ãðàíèöå ÷àñòèöû m2(ρ2). Ïðè ýòîì õîä ïðîôèëÿ 
m2(ρ) âíóòðè îáîëî÷êè îêàçûâàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì. 

Ïðè ïîäñòàíîâêå (6) â ðàäèàëüíûå óðàâíåíèÿ (4,5) ïîëó÷àåì äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, ðå-
øåíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè: 
 

 (7) 
 

 (8) 
 

ãäå J — ôóíêöèÿ Áåññåëÿ; Í(2) — ôóíêöèÿ Õàíêåëÿ âòîðîãî ðîäà (èíäåêñ «(2)» äàëåå îïóñêàåì). 
Àðãóìåíò õ è èíäåêñû ýòèõ ôóíêöèé ðàâíû 
 

 (9) 
 

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè îäíîðîäíîñòè îáîëî÷êè (b2 = 0) ôóíêöèè V1 è W1 ñ òî÷íîñòüþ äî íåñóùåñòâåííî-
ãî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ ïåðåõîäÿò â ôóíêöèè Ðèêàòòè-Áåññåëÿ è Ðèêàòòè-Õàíêåëÿ. Åñëè æå îáî-
ëî÷êà íåîäíîðîäíà, òî èíäåêñû μl è νl â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñíû. Êàê âèäíî èç (1—3), â àìïëèòóä-
íûå êîýôôèöèåíòû öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè (7, 8) âõîäÿò â âèäå ñëåäóþùèõ îòíîøåíèé: 
 

 (10) 
 

 (11) 
 

ãäå «øòðèõ» îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî àðãóìåíòó x(ρ); (3)

l
R  è (3)

l
F  ïîëó÷àþòñÿ èç (10) è (11) ïðè 

çàìåíå ôóíêöèè Áåññåëÿ íà ôóíêöèþ Õàíêåëÿ; 
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 (12) 
 

(âûðàæåíèå El àíàëîãè÷íî (12), åñëè çàìåíèòü νl íà μl). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå b2 = —1 [3, 5, 11] ðàäèàëü-

íûå ôóíêöèè âûðîæäàþòñÿ â ñòåïåííûå è (1) (3) ( 1) / 2 ,
l l l

R F q= − = − ρ  (1) (3) ( 1) / 2 ,
l l l

F R q= − = + ρ  

1 2
( ) ,lql lC E= = ρ ρ  2 2 1/2

12[( 0,5) ] .
l

q l b= + −  

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðàñ÷åòà àìïëèòóäíûõ êîýôôèöèåíòîâ íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü òðè ãðóïïû 
ôóíêöèé: 1) ôóíêöèè ψl(ρ2), ζl(ρ2) è ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå Dl(ρ2), Gl(ρ2), Dl(m1ρ1); 2) ëîãà-
ðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ( ) / ( ),

l l
J z J z
ν ν
′  ( ) / ( )

l l
H z H z

ν ν
′  è îòíîøåíèÿ ( ) / ( )

l l
J z H z
ν ν

 äëÿ àðãóìåíòîâ 

z = x(ρ1) è z = õ(ρ2); 3) àíàëîãè÷íûå ôóíêöèè äëÿ íàáîðà èíäåêñîâ μl. Âû÷èñëåíèå ôóíêöèé ïåðâîé 
ãðóïïû çàòðóäíåíèé íå âûçûâàåò. Äëÿ îöåíêè ÷èñëà ÷ëåíîâ L, äîñòàòî÷íîãî äëÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïî 
àìïëèòóäíûì êîýôôèöèåíòàì, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå [12]: 
 

 (13) 
 

ïåðâîíà÷àëüíî ïîëó÷åííîå äëÿ îäíîðîäíûõ ñôåð. Íàáîð ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ Dl(ρ2) è 
Dl(m1ρ1) (l = L, L—1, …, 1) ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ðåêóðñèè «âíèç», ïðè÷åì ñòàðòîâûå ÷ëåíû ðåêóðñèé 
ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü [13]. Ôóíêöèè ζ1(ρ2) è Gl(ρ2) ðàññ÷èòûâàëèñü ïî ðå-
êóðñèè «ââåðõ» (l = 1, 2, …, L), à ôóíêöèè ψl(ρ2) — ïî ðåêóðñèè «âíèç» ñ ïåðåñ÷åòîì. Ïîäðîáíîñòè 
ìåòîäèêè ðàñ÷åòà ýòèõ ôóíêöèé ìîæíî íàéòè â [12—14]. 

Ãîðàçäî ñëîæíåå îáñòîèò äåëî ñ ôóíêöèÿìè âòîðîé è òðåòüåé ãðóïï. Êàê âèäíî èç (9), ïîñòðîå-
íèå ðåêóððåíòíîé ïî l ñõåìû çäåñü íåâîçìîæíî, ÷òî âûíóæäàåò ïðîâîäèòü íåçàâèñèìûé ðàñ÷åò äëÿ 
êàæäîãî l = 1, 2, …, L. Íå óïðîùàåò ñèòóàöèþ è òî, ÷òî íàì íåîáõîäèìû íå ñàìè ôóíêöèè, à èõ îò-
íîøåíèÿ. Â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ èíäåêñîâ ýòè îòíîøåíèÿ íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü, íå ïðîâåäÿ ïðÿìîé 
ðàñ÷åò õîòÿ áû îäíîé öèëèíäðè÷åñêîé ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî íóæíî âûáðàòü ðåãóëÿðíóþ ôóíêöèþ 
J
ν
(z) (äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ïîñëåäóþùåå ðàññìîòðåíèå ïðîâîäèòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àðãóìåíòà z è 

èíäåêñà ν). Ñ öåëüþ åå âû÷èñëåíèÿ ìû íåñêîëüêî ìîäèôèöèðîâàëè ìåòîäèêó, ïðåäëîæåííóþ â [15] è 
ÿâëÿþùóþñÿ îáîáùåíèåì íà êîìïëåêñíûå ν ìåòîäà, îïèñàííîãî â [16]. Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé Fn(z) n = 0, 1, …, *

1
;N  îïðåäåëåíèå *

1
N  ñì. íèæå), ñâÿçàííûõ ñ ôóíêöèÿ-

ìè J
ν+n(z) íîðìèðîâî÷íîé ïîñòîÿííîé A: AJ

ν+n(z) = Fn(z) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîä÷èíÿþùèõñÿ òîé æå 
ðåêóðñèè ïî n, ÷òî è ôóíêöèÿ Áåññåëÿ 
 

 (14) 
 

Êàê èçâåñòíî, ðåêóðñèÿ âèäà (14) óñòîé÷èâà ëèøü ïðè ðàñ÷åòå «âíèç», ïðè÷åì íà÷èíàòü ðåêóð-
ñèþ ñëåäóåò ñ èíäåêñà *

1
,N  çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäÿùåãî êàê |ν|, òàê è |z|. Ìû èñïîëüçîâàëè ñëåäóþ-

ùóþ îöåíêó äëÿ *

1
:N  

 

 (15) 
 

ñ îêðóãëåíèåì äî áëèæàéøåãî íå÷åòíîãî. Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ *

1 1N
F

−

= 0, *

1N
F = 10–35(1+i). Ïðè âû-

ïîëíåíèè óñëîâèÿ (15) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Fn(z) âûõîäèò íà ïðàâèëüíûå çíà÷åíèÿ ìàêñèìóì çà 5—6 
øàãîâ ðåêóðñèè. Ïîýòîìó â àëãîðèòìå ïîëàãàþòñÿ âåðíî ðàññ÷èòàííûìè Fn ñ n = 0, 1, …, 2N1, ãäå 
2N1 =

*

1
N —5. 

Èç òåîðåìû ñëîæåíèÿ Ãåãåíáàóýðà [17] 
 

 (16) 
 

ãäå Γ — ãàììà-ôóíêöèÿ, ñëåäóåò (ïîäðîáíîñòè ñì. â [16]) âûðàæåíèå äëÿ íîðìèðîâî÷íîé ïîñòîÿííîé À: 
 

 (17) 
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ãäå êîýôôèöèåíòû αk ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïî ìóëüòèïëèêàòèâíîé ðåêóðñèè αk = ckαk–1, ïðè÷åì 
α0 = (2/z)νΓ(1+ν), a ck = (ν+2k)(ν+k—l)/k(ν+2k—2). Ñóììèðîâàíèå â (17) èäåò èëè äî k = N1, èëè 
ïðåêðàùàåòñÿ, åñëè îòíîøåíèå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ïîñëåäóþùåãî ÷ëåíà ðÿäà ê ñóììå ïðåäûäóùèõ 
íå ïðåâûøàåò 10–8. Èñêîìàÿ ôóíêöèÿ J

ν
(z) ðàâíà 

 

 (18) 
 

Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ýòîãî ìåòîäà âîçíèêàþò çàòðóäíåíèÿ. Ðÿä (17) ñõîäèòñÿ äîâîëüíî 
ìåäëåííî, îñîáåííî ïðè áîëüøîì îòðèöàòåëüíîì çíà÷åíèè Reν, ïîýòîìó â àëãîðèòìå ïðè Reν < 0 ïðå-
äóñìîòðåí ðàñ÷åò íå J

ν
(z), a J–ν

(z). 
Íåêîòîðûå íåóäîáñòâà âûçûâàåò ðàñ÷åò ãàììà-ôóíêöèè îò .êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà Γ(1+ν). 

Ñòàíäàðòíûå ïîäïðîãðàììû ðàáîòàþò â îäèíàðíîé çíà÷íîñòè, ÷òî ïðèâîäèò èëè ê ïåðåïîëíåíèþ èëè 
ê çàíóëåíèþ ðåçóëüòàòà è, â êîíå÷íîì ñ÷åòå, ê íåâåðíîìó çíà÷åíèþ α0. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì îêà-
çàëñÿ ïåðåõîä ê ëîãàðèôìè÷åñêîé çàïèñè lnα0 = νln(2/z)+lnΓ(1+ν) ñ ïîñëåäóþùèì âîññòàíîâëåíèåì 
α0. Ëîãàðèôì ãàììà-ôóíêöèè ìîæíî ðàññ÷èòàòü ïî ñòàíäàðòíîé ïîäïðîãðàììå. 

Áîëüøèõ ïîðÿäêîâ, ïîÿâëÿþùèõñÿ â ïðîöåññå ðàñ÷åòà ïî ðåêóðñèÿì äëÿ Fn è ck, ìîæíî â çíà÷è-
òåëüíîé ñòåïåíè èçáåæàòü, ïðîíîðìèðîâàâ Fn íà ReF0, à αk — íà α0. Ïîñëå íîðìèðîâêè îñíîâíîå ñî-
îòíîøåíèå (18) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 
 

 (19) 
 

Íàèáîëüøèå çàòðóäíåíèÿ ñâÿçàíû, îäíàêî, ñ ðàçíîíàïðàâëåííîñòüþ ðåêóðñèé äëÿ F è α ïðè çàðàíåå 
íåèçâåñòíîé îáëàñòè ñõîäèìîñòè ðÿäà (17). Åñëè N1 ÷ëåíîâ ðÿäà íå îáåñïå÷èâàþò ñõîäèìîñòè ïî âû-

áðàííîìó êðèòåðèþ, òî íåîáõîäèìî ïðîâåñòè äîïîëíèòåëüíûé ðàñ÷åò 
n

F  (n = 2N1, 2N1+1, …, *

1
N ) ïî 

ðåêóðñèè (14) «âíèç» ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè *

2 1N
F

+

= 0, *

2N
F = 10–15(1+i), ãäå *

2
N = 2N1+15. Ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü 
n

F  è ðàíåå ïîëó÷åííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
n

F�  ìîæíî «ñøèòü» ïðè n = 2N1. Åñëè îáî-

çíà÷èòü îòíîøåíèå 
1 12 2
/ ,

N N
f F F=

�  òî î÷åâèäíî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 
1 1 2 22 1 2 1 2 2

, ...
N N N N

F fF F fF
+ +

= =

�  

(ãäå 2N2 =
*

2
N —5) íîðìèðîâàíà òî÷íî òàê æå, êàê è ïåðâîíà÷àëüíàÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, äîñ÷èòàâ ïî ðå-

êóðñèè çíà÷åíèÿ ck (k = N1+1, …, N2), ìîæíî ïðîäîëæèòü ñóììèðîâàíèå â çíàìåíàòåëå (19). Åñëè 
ñõîäèìîñòü è íà ýòîò ðàç íå äîñòèãàåòñÿ, ïðîöåññ òðåáóåòñÿ ïîâòîðèòü. 

Îñíîâàííûé íà òåîðåìå ñëîæåíèÿ Ãåãåíáàóýðà ìåòîä ðàñ÷åòà J
ν
(z) ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ïîëó-

÷èòü è çíà÷åíèå ëîãàðèôìè÷åñêîé ïðîèçâîäíîé 
 

 (20) 
 

Áîëåå òîãî, ýòîò ìåòîä äîïóñêàåò ðàñ÷åò è ôóíêöèè Íåéìàíà Y
ν
(z).B [16] ïîêàçàíî, ÷òî 

 

 (21) 
 

ãäå βk = ckβk–1(2ν+k—1)/(ν—k), k = 2, 3, …; 2

0 0
ctg / ;β = νπ − α νπ  2

1 0
2 ( 2) / ( 1).β = α ν + π ν −  Çíàíèÿ 

J
ν
, Y

ν
 è D

ν
 âïîëíå äîñòàòî÷íî äëÿ ïîëó÷åíèÿ (ñ ïîìîùüþ âðîíñêèàíîâ è ñîîòíîøåíèé äëÿ ïðîèçâîä-

íûõ) íóæíûõ íàì îòíîøåíèé. Îäíàêî ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ýòîò ñïîñîá ðàñ÷åòà ÷èñëåííî ñòàáèëåí 
ëèøü ïðè |ν|� |z|. Ïðè |ν|� |z| (à ýòî, êàê ïðàâèëî, è èìååò ìåñòî ïðè ñóììèðîâàíèè ðÿäà (21)) ïðîèñ-
õîäèò êàòàñòðîôè÷åñêàÿ ïîòåðÿ çíà÷íîñòè. Åñëè æå èíäåêñ è àðãóìåíò îäíîãî ïîðÿäêà, òî ïîòåðÿ 
çíà÷íîñòè íåâåëèêà, íî çàòî íàáëþäàåòñÿ î÷åíü ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà (21). Ïîýòîìó ìû ïðèìåíèëè 
äðóãîé ïîäõîä. Êàê èçâåñòíî, ðàçëîæåíèå îòíîøåíèÿ J′

ν
(z)/J

ν
(z) â öåïíóþ äðîáü ïðè ïîëóöåëûõ ν 

øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ñîâðåìåííûõ àëãîðèòìàõ ðàñ÷åòà ïî òåîðèè Ìè [12, 13]. Ýòî ðàçëîæåíèå âåñü-
ìà ñòàáèëüíî â ÷èñëåííîì îòíîøåíèè; íåçíà÷èòåëüíàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü åãî ê êîì-
ïëåêñíûì èíäåêñàì è ðàññ÷èòàòü D–ν

(z) (Reν > 0). Ïðè Reν < 0 ýòèì ñïîñîáîì ðàññ÷èòûâàåòñÿ D
ν
(z). 

Äàëåå, èç èçâåñòíîãî âðîíñêèàíà ïîëó÷àåì 
 

 (22) 
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(âåðõíèå çíàêè äëÿ Reν > 0, íèæíèå — äëÿ Reν < 0). Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Õàíêåëÿ ñëåäóþò âû-
ðàæåíèÿ äëÿ èñêîìûõ îòíîøåíèé: 
 

 
 

 (23) 
 

ãäå K
ν
(z) = eiνπ — M

ν
(z). 

Ðàçðàáîòàííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí íà ÝÂÌ ÁÝÑÌ-6. Êîíòðîëüíûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè ñîâ-
ïàäåíèå ñ ïðèâåäåííûìè â [10, 11] ðåçóëüòàòàìè äëÿ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ. Ïîëèäèñïåðñíûé âàðè-
àíò ýòîé ïðîãðàììû (ëîãíîðìàëüíîå è ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ðàäèóñà ÿäðà r1; ïîñòîÿííîå îòíîøåíèå 
âíåøíåãî ðàäèóñà r2 ê r1) áûë èñïîëüçîâàí äëÿ èññëåäîâàíèÿ õàðàêòåðèñòèê ñâåòîðàññåÿíèÿ êëàñòåð-
íûõ îáðàçîâàíèé è íåêîòîðûõ ðàçíîâèäíîñòåé àòìîñôåðíîãî àýðîçîëÿ. 
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V . A .  B a b e n k o ,  S . Ò .  L e i k î . The Method of Scattering Function Calculation for a Double-Layer 
Sphere with the Inhomogeneous Shell. 
 

The method of scattering function calculations is presented for the case of a double-layer sphere with homogene-
ous core surrounded by a radially inhomogeneous shell with a «power law» behavior of the complex refractive index 
m = Aρb where ρ = 2πr/λ (r is the distance from the particle center, λ is the wavelength); A, b are the complex pa-
rameters. The method is a combination of Gegenbouer addition theorem and continuous fraction expansion for the 
Bessel functions and their logarithmic derivatives. 


