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ВОССТАНОВЛЕНИЕ ПОЛЯ ЗАГРЯЗНЕННОСТИ ВОЗДУХА 
В ГЕОГРАФИЧЕСКИХ РЕГИОНАХ НА ОСНОВЕ 
МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ ПЕРЕНОСА ПРИМЕСЕЙ 
 

Предлагается методика восстановления поля загрязненности воздуха, усредненного по высоте планетарно-

го пограничного слоя атмосферы, по площади ячейки сеточной области расчета и по времени.  Методика осно-

вана на численном решении уравнения переноса примесей с применением теории матриц при использовании 

данных  о выбросах примесей в атмосферу и климатических данных о ветре и осадках. 

Методика реализована для сеточной области из m×n узлов (m, n = 12).  Приводятся примеры восстановле-

ния усредненных концентраций сернистого газа над восточными штатами США и прилегающей к ним аквато-

рии Атлантического океана для января и июля. 

 

Введение 
 

Загрязнение атмосферы, почвы и водных бассейнов различными отходами, образующи-

мися в результате промышленной, сельскохозяйственной и прочей деятельности общества, 

приводит к значительному ухудшению экологической обстановки в отдельных районах и в 

крупных географических регионах. 

Ввиду этого все большее внимание уделяется контролю за состоянием природной среды, 

который осуществляется путем создания мониторинга – комплексной системы наблюдений и 

оценок ее состояния с помощью теоретических методов [2, 4, 13, 14, 16]. 

В России для этой цели реализуется специальная программа <Экологическая безопас-

ность России>.  В результате осуществления этой программы будет выполнено географиче-

ское районирование России по степени экологической напряженности [5].  Реализация иссле-

дований в глобальном масштабе дает возможность выявить статистические модели однород-

ных районов в экологическом отношении, как это было сделано в [9] в отношении температу-

ры и некоторых газовых компонентов атмосферы.  При решении этих задач с успехом могут 

быть применены геоинформационные подходы [10]. 

Весьма перспективными остаются методы оценки экологической обстановки, в особенно-

сти уровня загрязненности атмосферного воздуха, с помощью физико-математических моде-

лей переноса примесей, реализуемых на ЭВМ [4, 6, 11, 15, 17, 18].  Однако значительную 

трудность при этом представляет оценка уровня загрязненности воздуха в районах, где совер-

шенно не проводятся измерения концентраций примеси (океанические и полярные районы). 

В данной статье предложен метод восстановления усредненного по времени и пространству 

поля загрязнения воздуха над такими районами при наличии климатических данных. В методе 

применены численные схемы [3] решения уравнения переноса примесей и теория матриц [7, 8, 12]. 
 

Методика восстановления поля загрязненности воздуха 
 

Основу методики составляет уравнение переноса любой примеси 
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где s – объемная концентрация примеси; ε
a
 – скорость возникновения или уничтожения при-

меси a в единице объема воздуха; k = k(z) и k
1
 – коэффициенты турбулентности при перемеще-

ниях частиц по вертикали и горизонтали; w
a
 – собственная вертикальная скорость примеси a; 
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Δ= 
∂2

∂ x2
 + 

∂2

∂ y2
 . 

 

Для целей восстановления концентрации примеси в планетарном пограничном слое 

(ППС) высотой H [3] ставятся следующие граничные условия: 
 

при z = H   w = w
a
 = 0 ,   k = k

1
 = 0 ; 

 

при z = 0   k 
∂ s

∂ z
 – w

a
 s

0
 = β s

0
 – f

0
 , (2) 

 

где s
0
 – значение s при z = 0; β – скорость <сухого> поглощения примеси земной поверхно-

стью; f
0 
= f

0
(x, y) – поток примеси с земной поверхности вверх. 

Функция 
 

ε
a
 = F – W – R , (3) 

 

где F – скорость поступления примеси от источников; W = σ
2 
s – скорость  <влажного> удале-

ния примеси из воздуха атмосферными осадками; R = σ
3 
s – скорость химического преобразо-

вания данной примеси в другие; σ
2
, σ

3
 – коэффициенты. 

Имея в виду решение уравнения (1) численными методами [3] в сеточной области, проин-

тегрируем его по высоте z = 0 до z = H, по x и y от x = –δ/2 до x = δ/2 и от y = –δ/2 до y = δ/2, где 

δ = Δ x = Δy – шаги сетки, а также по времени от t = t
1
 до t = t

2
, где t

1
 – t

2
 – интервал времени, 

который может составлять сутки, месяц, год и т.д.  Введем в рассмотрение усредненные по 

пространству и времени величины по соотношениям вида: 
 

s– = 
1

(t
2
 – t

1
) δ2 H

 ⌡⌠
t
1

t
2

 
 ⌡⌠

 
 ⌡⌠

 
  

–δ/2

δ/2

⌡⌠
0

H

 
 s(x, y, z, t) dz dx dy dt ,

u– = 
1

(t
2
 – t

1
) δ2 H

 ⌡⌠
t
1

t
2

 
 ⌡⌠

 
 ⌡⌠

 
  

–δ/2

δ/2

⌡⌠
0

H

 
 u(x, y, z, t) ds dx dy dt

 (4) 

 

и т.д. 

После интегрирования уравнения (1) с учетом граничных условий (2) и соотношений вида 

(4), а также опускания несущественных членов, получаем следующее уравнение для усред-

ненных величин: 
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где 
 

ϕ– = F
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 + 
1

H
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 . (6) 

 

Заметим, что при выводе уравнения (5) величина s
0
 была выражена через s

–
 следующим 

образом: s
0
 = α

0 
s
–
, где α

0
 = s

0
/s
–
 – коэффициент, определяемый эмпирическим путем. 

При усреднении по времени для значительных интервалов (порядка месяца) производная 

∂ s/t мала по сравнению с другими членами.  В этом случае последнее уравнение имеет сле-

дующий вид (черта сверху опущена): 
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В результате получаем стационарную краевую задачу, при решении которой для усред-

ненных величин можно пренебречь вертикальными движениями и турбулентностью на верх-

ней границе ППС.  Химические же превращения (R) данной примеси можно учесть суммар-

ным образом, посчитав, что часть поступающей в атмосферу примеси сразу же превращается в 

другие.  Тогда F и f
0
 должны быть заменены на (1 – γ) F и (1 – γ) f

0
, где γ – часть рассматривае-

мой примеси, превращающаяся в другие в момент ее выброса (γ ≈ 0,1).  В таком случае пере-

менная σ в уравнении (7) может быть представлена в виде суммы: 
 

σ = σ
1
 + σ

2
 , 

 

где σ
1
= (β/H)α

0
, а σ

2
= α*I (I – интенсивность осадков, а α*– коэффициент).  Величину β/H = k

погл
 

можно квалифицировать как коэффициент <сухого> поглощения примеси поверхностью, а вели-

чину σ
2
 = k

вым
 – как коэффициент <вымывания> примеси из атмосферы осадками [11]. 

 

Математическая реализация модели 
 

Дифференциальное уравнение (7) стационарной краевой задачи для функции s(x, y) заме-

ним соответствующим конечно-разностным уравнением [3,7].  Для этого введем сетку точек 

(рис. 1) и новые координаты j = x/δ, i = – y/δ, где δ = Δ x = Δy.  Заметим, что при таких обозна-

чениях при дальнейшем использовании матричных символов [7, 12] числа i будут соответст-

вовать номеру строк, а числа j – номеру столбцов прямоугольной матрицы A
ij
.  Производные 

функций по x и y выразим с помощью центрированных разностей в виде [3, 7]: 
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Рис. 1. Сеточная область расчетов.  Штриховой линией отделена область для расчета m×n переменной s
ij
 

 

В таком случае вместо дифференциального уравнения (7) получаем следующее конечно-

разностное: 
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или после умножения на δ2/k
1
 и объединения ряда членов: 

 

a
i j
 s

i, j + 1
 + b

i j
 s

i, j – 1
 + c

i j
 s

i – 1, j
 + d

i j
 s

i + 1, j
 + e

i j
 s

i j
 = g

 
ϕ

i j
  (9) 

 

(i = 1, 2, ... , m,   j = 1, 2, ... , n). 
 

Коэффициенты a
ij
, b

ij
 и др. для внутренней области расчета выражаются в виде 
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                                                                                                                                                                      (10) 
 

Значения этих коэффициентов при переменных s
ij
, находящихся вне пределов области 

расчета, будут иными (см. рис. 1, i=0, m + 1, j = 0, n + 1).  Последние получаются с помощью 

экстраполяции из <внешних> точек на внутренние по формуле: 
 

f(x) = f(x0) + (df / dx)
x=x0

 Δ x . 

 

С помощью этого соотношения, например, для крайнего левого ряда (кроме угловых то-

чек) получаем 
 

f( j = 0) = f( j = 1) – (2 f( j = 2) – f( j = 1)δ)/δ = 2 f( j = 1) – f( j = 2). 
 

Или в более общем виде 
 

f
i, j=0

 = q
1
 f

i, j=1
 – q

2
 f

i, j=2
 , 

 

где q
1
 и q

2
 – коэффициенты. 

Уравнение (9) выражает собой систему m×n линейных алгебраических уравнений с m×n 

неизвестными.  Эту систему уравнений можно записать в матричной форме 
 

A x = b , (11) 
 

где A – квадратная матрица (m = n) 
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b – матрица правых частей уравнения 
 

b = b
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Элементы матриц A
ij
 и b

ik
 получаются с помощью коэффициентов a

ij
, b

ij
 и других по соотноше-

ниям (10) и выражению для функции ϕ
ij
. 

Решение системы уравнений (9, 11) можно представить с помощью обратной матрицы A–1 

в виде [7, 12]: 
 

x = A–1 b . 
 

Обратная к исходной матрице A такая, что 
 

A⋅A–1 = E , 
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где 
 

E = E(δ
i j
) = 

⎣
⎢
⎢
⎡

⎦
⎥
⎥
⎤1 0 ... 0

0 1 ... 0

... ... ... ...

0 0 ... 1

 

 

– единичная матрица [7, 12]. 

Если обратная матрица с элементами 
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найдена, то элементы искомой матрицы x
ik
(s

ik
)   выражаются в виде 

 

x
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 , 

 

т.е. элементы матрицы x
ik
(s

ik
), стоящие в i-й строке и j-м столбце, равны сумме произведений 

элементов i-й строки матрицы A–1 и k-го столбца матрицы b. 

Матрица искомых неизвестных может быть представлена в виде 
 

s
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 = [ x
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 . 

 

Наиболее трудоемкой в вычислительном плане является нахождение обратной матрицы A–1.  

Весьма эффективным способом обращения матриц является предложенный А.П. Ершовым [8] 

способ, который неоднократно применялся при статистических прогнозах.  В этих прогнозах по-

рядок исходной матрицы достигал 45 (min = 45). 

Этот метод заключается в следующем.  Исходная матрица A заменяется матрицей 

С(0) = A – E(δ
ij
).  Далее строятся две последовательные матрицы C(1)′, C(1),..., C(n)′, C(n),..., элемен-

ты которых вычисляются по соотношениям 
 

C(m)' = C 
(m–1)
i j

 (i = m) / δ
mj

 (i = m) (при i, j = 1, ..., n ;  m = 1, ..., n) ; 

 

C 
(m)
i j

 = C 
(m)′
i j

 – C(m)' / (1 + C 
(m–1)
m m

) C 
(m–1)
m j

 . 

 

Матрица Cm–n и будет исходной матрицей A–1 по отношению к матрице A. 
 

Практическое приложение модели 
 

По изложенной методике были выполнены расчеты среднемесячных значений концен-

трации сернистого газа, усредненных по толщине ППС (принято 1,5 км) и по площади ячейки 

принятой сетки из m×n узлов с шагом по горизонтальной координате 250 км (см. рис. 1) для 

промышленных районов северо-востока США и прилегающей к ним акватории Атлантическо-

го океана (рис. 2 и 3) для января и июля.  Для расчетов использовались данные о годовых вы-

бросах сернистого газа и климатические данные о ветре и осадках. 

Результаты расчетов концентрации сернистого газа представлены на рис. 2 (январь) и 3 

(июль).  На этих же рисунках показаны поля изобарической поверхности 850 гПа [1], на осно-

ве которых рассчитывались составляющие средних для ППС скоростей ветра в узлах сетки 

вдоль осей координат. 

На рисунках хорошо видно, что наибольшее загрязнение слоя воздуха в ППС, как в янва-

ре, так и в июле, наблюдается в северо-восточной части США, т.е. в районах с развитой про-
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мышленностью.  Здесь усредненные по площади ячейки сетки концентрации сернистого газа 

достигают 9 мкг/м3, и также в юго-восточных штатах, где они составляют порядка 3 мкг/м3.  

Над океаном, где воздух, в принципе, должен быть экологически чистым, значительные кон-

центрации (до 3–6 мкг/м3) обнаруживаются лишь в областях, прилегающих к северо-

восточным штатам.  В эти районы, удаленные от берега на расстояние до 3 тыс. км, загрязне-

ния поступают с сильным (до 12 м/с) западным ветром.  Над остальной частью акватории 

океана концентрация сернистого газа не превышает 1 мкг/м3. 
 

 
 

Рис. 2.  Восстановленное поле загрязненности воздуха (мкг/м3) над восточными штатами США и при-

легающей к ним акватории Атлантического океана: 1 – изолинии АТ
850

(гПа); 2 – изолинии концен-

трации сернистого газа (январь) 

 

 
 

Рис. 3.  То же, что на рис. 2 (июль) 
 

В заключение отметим, что с помощью предложенной методики возможна оценка уровня 

загрязнения в любом географическом регионе при наличии климатических данных.  Получен-

ные значения концентрации, усредненные по высоте и по площади, следует рассматривать как 

некоторые фоновые значения при наличии антропогенных источников загрязнения в данном 

регионе или вблизи него.  Детальное распределение загрязнения внутри выделенной площади 

возможно с помощью локальных моделей и региональных моделей с большим пространствен-

ным разрешением. 
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P . N .  B e l o v .  Reconstructing of Air Pollution Field in Geographic Regions Based on Impurity Transfer Model. 

 

A method is proposed for reconstructing the air pollution field averaged over height of planetary atmosphere boundary 

layer, mesh size of the calculation network, and time.  The method is based on numerical solution of the impurity transfer equation 

using matrix theory and data on the impurity ejection into atmosphere as well as climatic data on wind and precipitations. 

The method is realized for a network of m×n nodes.  Some examples of reconstruction of January and July averaged 

concentrations of sulfurous gas over east regions of the USA and adjoining water areas of the Atlantic Ocean are presented.  

 


