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Àíàëèòè÷åñêè èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå ñàìîñæàòèÿ ïó÷êà ïðè åãî ôîêóñèðîâêå â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ êóáè÷-
íîé íåëèíåéíîñòüþ íà âðåìåííóþ ôàçîâóþ ñàìîìîäóëÿöèþ è ÷àñòîòíûé ñïåêòð. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ñèëüíîé 
íåëèíåéíîñòè ÷àñòîòíûé ñïåêòð ìîæåò ïðèîáðåòàòü õàðàêòåðíóþ îñîáåííîñòü: ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ñïåê-
òðàëüíîé èíòåíñèâíîñòè ñìåùàåòñÿ ê íåñóùåé ÷àñòîòå èìïóëüñà. 

 
 

Ñîçäàíèå ìîùíûõ ôåìòîñåêóíäíûõ ëàçåðíûõ ñèñòåì ïîçâîëèëî â ïîñëåäíåå âðåìÿ âûïîëíèòü 
ðÿä ýêñïåðèìåíòîâ ïî íàáëþäåíèþ óøèðåíèÿ è äåôîðìàöèè ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà ïðè ôîêóñèðîâêå â 
âîçäóõå ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ [1, 2]. Ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äî âîçíèêíîâåíèÿ ñâåðõóøèðå-
íèÿ îñíîâíûì ìåõàíèçìîì äåôîðìàöèè èìïóëüñà ÿâëÿåòñÿ ôàçîâàÿ ñàìîìîäóëÿöèÿ (ÔÑÌ). Õàðàê-
òåðíîé îñîáåííîñòüþ ñóáïèêîñåêóíäíûõ èìïóëüñîâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî íåñìîòðÿ íà âûñîêèå èíòåíñèâíîñòè 
(I  1013—1015 Âò/ñì2) ëàâèííûå ïðîöåññû ïðîáîÿ â êàíàëå ïó÷êà íå óñïåâàþò ðàçâèòüñÿ è âîçìîæíî 
ïðîÿâëåíèå êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòè òèïà êåððîâñêîé ñ ìàëûì âðåìåíåì ðåëàêñàöèè (n  10

–14 ñ) [3]. 
Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî â îäíîðîäíîé ñðåäå (â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò âîëîêîííûõ ñâåòîâîäîâ) õàðàê-
òåðíàÿ ìîùíîñòü ÔÑÌ ñîâïàäàåò ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû ñ êðèòè÷åñêîé ìîùíîñòüþ ñàìîôîêóñèðîâêè 
è âðåìåííûå ýôôåêòû ðàçâèâàþòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ñàìîñæàòèåì ïó÷êà. Ïðè ýòîì 
åñëè ñïåêòðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè èìïóëüñà ïðè îáû÷íîé ÔÑÌ (â ïëîñêîé âîëíå èëè ïîïåðå÷íîé ìîäå 
ñâåòîâîäà) õîðîøî èçó÷åíû [4], òî â îäíîðîäíîé ñðåäå èõ ïîâåäåíèå íåäîñòàòî÷íî ÿñíîå. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå îïðåäåëåí õàðàêòåð èçìåíåíèÿ ôîðìû è ñïåêòðà èìïóëüñà ïðè ôîêóñèðîâêå 
ïó÷êà â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ áåçûíåðöèîííîé êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ. 
 
Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 
 

Äëÿ ðàñ÷åòà ñïåêòðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê èìïóëüñà âîñïîëüçóåìñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì 
êâàçèîïòèêè ñ êóáè÷íîé íåëèíåéíîñòüþ, çàïèñàííûì äëÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ïó÷êà [5]: 
 

 (1) 
 

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðàñïðîñòðàíåíèå â îáùåì ñëó÷àå ôîêóñèðîâàííûõ ïó÷êîâ ãàóññîâñêîãî ïðîôèëÿ: 
 

 (2) 
 

Ôîðìà èìïóëüñà íà âõîäå â íåëèíåéíóþ ñðåäó I0(t) ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé âðåìåíè, 
îäíàêî ïðè ÷èñëåííûõ îöåíêàõ ìû ïðåäïîëàãàëè ãàóññîâñêóþ îãèáàþùóþ: 
 

 (3) 
 

Óðàâíåíèå (1) äëÿ íåëèíåéíîé äèôðàêöèè ïó÷êà çàïèñàíî áåç ó÷åòà äèñïåðñèè èìïóëüñà. Ïðî-
ñòûå îöåíêè ïîêàçûâàþò, ÷òî â âîçäóõå âäàëè îò ðåçîíàíñîâ äèñïåðñèîííàÿ äëèíà 85 ôñ èìïóëüñà íà 
äëèíå âîëíû 628 íì ñîñòàâëÿåò îêîëî Ld  200 ì. Â óñëîâèÿõ ñèëüíîé ôîêóñèðîâêè äèñïåðñèîííàÿ 
äëèíà, êàê ïðàâèëî, ïðåâûøàåò ðàññòîÿíèå äî ïåðåòÿæêè ïó÷êà, ãäå ðàçûãðûâàþòñÿ îñíîâíûå íåëè-
íåéíûå ýôôåêòû. 

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñïåêòðà âûõîäíîãî èçëó÷åíèÿ íåîáõîäèìî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1) ñ ãðà-
íè÷íûì óñëîâèåì (2) íà âûõîäå èç íåëèíåéíîé ñðåäû â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Äàëåå, èñïîëü-
çóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ìîæíî ïîëó÷èòü òðàíñôîðìèðîâàííûé âðåìåííîé ñïåêòð èìïóëüñà. 
 
Ðåøåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé çàäà÷è 
 

Äëÿ ðåøåíèÿ (1) âîñïîëüçóåìñÿ ìîäèôèöèðîâàííûì â ñðàâíåíèè ñ [6] áåçàáåððàöèîííûì ïðè-
áëèæåíèåì. Ïåðåéäåì ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì: 
 

 (4) 
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è ââåäåì íîðìèðîâàííûé ðàäèóñ ôîêóñèðîâêè 2
0/ .f fR R ka   Â ýòèõ ïåðåìåííûõ (îïóñêàÿ øòðèõè) 

óðàâíåíèå (1) ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì (2) èìååò âèä 
 

 (5) 
 

 (6) 
 

Ïàðàìåòð 2 2
0 0 0 2 0( ) 2 ( ) /R t k a I t n n  ïðîïîðöèîíàëåí òåêóùåé ìîùíîñòè èìïóëüñà. Ðåøåíèå (5) èùåì â 

âèäå 
 

 (7) 
 

ïðè ýòîì (z, R(t)) îïèñûâàåò ÔÑÌ èìïóëüñà ñ ó÷åòîì ñàìîñæàòèÿ ïó÷êà. Äëÿ áåçðàçìåðíîãî ðàäèó-
ñà ïó÷êà, èñïîëüçóÿ ìåòîä ìîìåíòîâ [7], ïîëó÷àåì: 
 

 (8) 
 

ãäå êð( ) ( ) / 4 ( ) /R t R t P t P  — îòíîøåíèå òåêóùåé ìîùíîñòè ê êðèòè÷åñêîé, ïðè êîòîðîé (â ðàì-

êàõ áåçàáåððàöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ) ïó÷îê ñõëîïûâàåòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîì ôîêóñå. 
Ðåøåíèå äëÿ (z, R(t)) â äîêðèòè÷åñêîì è çàêðèòè÷åñêîì ðåæèìàõ èìååò âèä 

 

 (9) 
 

 (10) 
 

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ 
 

Ä î ê ð è ò è ÷ å ñ ê è é  ð å æ è ì . Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñîâ îãðàíè÷åííîé èíòåíñèâ-
íîñòè òàê, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 0 ( ) 1R t   è ôàçîâàÿ ñàìîìî-
äóëÿöèÿ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (9). 

Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåòÿæêà ôîêóñèðîâàííîãî ïó÷êà ìîæåò íàõîäèòüñÿ âíóòðè ñðåäû. Âûïîëíèì 
àíàëèç ïàðàìåòðîâ èìïóëüñà íà îñè ïó÷êà äëÿ äâóõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ: 2 1fR  — ôîêóñèðîâàííûé 

ïó÷îê è R = — êîëëèìèðîâàííûé ïó÷îê. 
 

 
 

Ðèñ. 1. Äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà t, îïðåäåëÿåìàÿ ïî óðîâíþ å–1 â ïåðâîíà÷àëüíî êîëëèìèðîâàííîì 
(à) è ôîêóñèðîâàííîì (á, Rf = 0,2) ïó÷êàõ â çàâèñèìîñòè îò ïðîéäåííîãî â ñðåäå ðàññòîÿíèÿ 
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Äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà. Èç ðèñ. 1 âèäíî, ÷òî â êîëëèìèðîâàííîì ïó÷êå ôîðìà èìïóëüñà ìåíÿ-
åòñÿ íà ðàññòîÿíèÿõ z > 1, åñëè ïàðàìåòð R  (t = 0) íå ñëèøêîì ìàë. Ïðè÷åì íà îñè ïó÷êà äëèòåëü-
íîñòü èìïóëüñà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé ïî îñíîâàíèþ è óìåíüøàåòñÿ íà ïîëóâûñîòå (ðèñ. 1, à) çà ñ÷åò 
«ïîä÷åðêèâàíèÿ» öåíòðàëüíûõ ÷àñòåé èìïóëüñà. 

Â ôîêóñèðîâàííîì ïó÷êå èçìåíåíèå ôîðìû èìïóëüñà ïðîèñõîäèò â îáëàñòè ëèíåéíîé ïåðåòÿæêè 
(ðèñ. 1, á). Ïðè ýòîì äî ôîêóñà îíà óìåíüøàåòñÿ, à çàòåì âîññòàíàâëèâàåò ñâîå ïåðâîíà÷àëüíîå çíà÷åíèå. 

Ôàçà. Ôàçîâàÿ ìîäóëÿöèÿ íà áîëüøèõ ðàññòîÿíèÿõ â êîëëèìèðîâàííîì ( 1/2(1 )z R   ) è ôî-
êóñèðîâàííîì ( 2

f fz R R  ) ïó÷êàõ èìååò îäèíàêîâûé âèä. Îäíàêî â ôîêóñèðîâàííîì ïó÷êå (ïðè 

íåèçìåííîé ôîðìå èìïóëüñà) ãëóáèíà ôàçîâîé ìîäóëÿöèè â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì â êîëëèìèðîâàí-
íîì. Íåëèíåéíûé íàáåã ôàçû ( ) ( ) ( )n t t t       ïðè íåáîëüøèõ ïàðàìåòðàõ íåëèíåéíîñòè ïîâòî-
ðÿåò ôîðìó âõîäíîãî èìïóëüñà. Ñ ðîñòîì íåëèíåéíîñòè çàâèñèìîñòü ôàçû îò âðåìåíè îáîñòðÿåòñÿ; â 
ôîêóñèðîâàííîì ïó÷êå øèðèíà ôóíêöèè n(t) ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà, à ôîðìà 
îòëè÷íîé îò ãàóññîâñêîé (ðèñ. 2). 
 

 
 

Ðèñ. 2. Íåëèíåéíûé íàáåã ôàçû n íà îñè ïåðâîíà÷àëüíî ôîêóñèðîâàííîãî ïó÷êà (Rf = 0,333, 
z p Rf) 

 
×àñòîòíûé ñïåêòð. Àíàëèç ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà óäîáíî âûïîëíèòü -â ñðàâíåíèè ñ îáû÷íîé 

(ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ñàìîñæàòèåì ïó÷êà) ÔÑÌ â áåçäèñïåðñèîííîì ðåæèìå (ðèñ. 3). Èçâåñòíî [4], ÷òî 
â ýòîì ñëó÷àå ïðè áîëüøèõ íåëèíåéíûõ íàáåãàõ ôàçû ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì ñïåêòðàëüíîé èíòåíñèâ-
íîñòè íàõîäèòñÿ íà êðàÿõ ñïåêòðà. 

Â çàâèñèìîñòè îò íåëèíåéíîãî íàáåãà ôàçû íà âåðøèíå èìïóëüñà màõ ìîæíî âûäåëèòü äâå õàðàê-
òåðíûå îáëàñòè òðàíñôîðìàöèè ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà. Â îáëàñòè óìåðåííîé íåëèíåéíîñòè (óñëîâíî 
màõ < 4) ÷àñòîòíûé ñïåêòð ìîæåò èñïûòûâàòü ñèëüíîå óøèðåíèå, â íåì ïîÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿöèîííàÿ 
ñòðóêòóðà. Îäíàêî òàêàÿ òðàíñôîðìàöèÿ ñïåêòðà ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò èçìåíåíèþ ñïåêòðà ïðè îáû÷-
íîé ÔÑÌ. 

Â îáëàñòè ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè (màõ > 4) ñóùåñòâåííî ìåíÿåòñÿ õàðàêòåð òðàíñôîðìàöèè 
ñïåêòðà: ìàêñèìóì â ñïåêòðàëüíîé èíòåíñèâíîñòè ñìåùàåòñÿ ê öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå (ðèñ. 4) ïðè îä-
íîâðåìåííîì óøèðåíèè ñïåêòðà. Â êîëëèìèðîâàííîì ïó÷êå ìîäóëÿöèîííàÿ ñòðóêòóðà ñïåêòðà îêàçû-
âàåòñÿ ñèëüíî óøèðåííîé âñëåäñòâèå ñîêðàùåíèÿ - äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà. 

Ç à ê ð è ò è ÷ å ñ ê è é  ð å æ è ì . Áóäåì ãîâîðèòü î çàêðèòè÷åñêîì ðåæèìå ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëü-
ñà â òîì ñëó÷àå, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî èíòåðâàëà âðåìåíè ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî ( ) 1.R t   Â ýòîì èí-
òåðâàëå ÔÑÌ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (10), â òî âðåìÿ êàê íà ôðîíòå è â õâîñòå èìïóëüñà — ôîðìóëîé 
(9). Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå ïåðâîíà÷àëüíî êîëëèìèðîâàííûõ ïó÷êîâ äî òî÷êè áëèæàéøåãî íåëè-
íåéíîãî ôîêóñà zf. Ïðåæäå âñåãî ïðîàíàëèçèðóåì ÔÑÌ â øèðîêèõ ïó÷êàõ: 2

0 ,a    ò.e. R(t)   

ïðè z  0. Âûðàæåíèå (10) â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèò â õîðîøî èçâåñòíîå ñîîòíîøåíèå 
äëÿ ÔÑÌ ïëîñêîé âîëíû â áåçäèñïåðñèîííîì ðåæèìå,  = —1/2Rz, è ÷àñòîòíûé ñïåêòð èçëó÷åíèÿ 
ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîé ôàçîâîé ñàìîìîäóëÿöèè. 

Íåëèíåéíûé íàáåã ôàçû ìîæåò áûòü ïîëó÷åí òàêæå ïðè íåáîëüøîì ïðåâûøåíèè íà âåðøèíå èì-
ïóëüñà ïàðàìåòðîì íåëèíåéíîñòè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ màõ äîñ-
òèãàþòñÿ â îêðåñòíîñòè íåëèíåéíîãî ôîêóñà zf. Ðàñ÷åòû ïîêàçûâàþò, ÷òî äëÿ (0)R = 1,025 ïðè 



 

158 À.Ì. Êî÷åòêîâà, Ñ.À. Øëåíîâ  

z/zf = 0,99999 íåëèíåéíûé íàáåã ôàçû íà âåðøèíå èìïóëüñà ñîñòàâëÿåò màõ = 7,6. Ïðè ýòîì ÷àñ-
òîòíûé ñïåêòð, ñèëüíî óøèðåííûé âñëåäñòâèå ñîêðàùåíèÿ äëèòåëüíîñòè èìïóëüñà, îáëàäàåò âñåìè 
îñîáåííîñòÿìè ñïåêòðà ïðè îáû÷íîé ÔÑÌ, â ÷àñòíîñòè ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì â ñïåêòðàëüíîé èíòåí-
ñèâíîñòè íàõîäèòñÿ íà êðàþ ñïåêòðà. 
 

 
Ðèñ. 3. ×àñòîòíûé ñïåêòð ïðè îáû÷íîé ÔÑÌ (à) è ïî-
ñëå ôîêóñèðîâêè (Rf = 0,333) ïó÷êà â íåëèíåéíîé ñðå-
äå (á). Ïàðàìåòð êðèâûõ — íåëèíåéíûé íàáåã ôàçû íà 
âåðøèíå èìïóëüñà, 0 — íåñóùàÿ ÷àñòîòà èìïóëüñà 

Ðèñ. 4. Ïîëîæåíèå ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà â ÷àñòîò-
íîì ñïåêòðå èìïóëüñà ïîñëå ôîêóñèðîâêè ïó÷êà â 
çàâèñèìîñòè îò íåëèíåéíîãî íàáåãà ôàçû íà âåðøèíå 
èìïóëüñà maõ. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ — òî æå ïðè 
îáû÷íîé ÔÑÌ. Ñòðåëêîé îáîçíà÷åíà óñëîâíàÿ ãðà-
íèöà îáëàñòåé óìåðåííîé è ñèëüíîé íåëèíåéíîñòè 

 
 
Çàêëþ÷åíèå. 
 

Âûïîëíåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ôîêóñèðîâêå èìïóëüñà â îäíîðîäíîé ñðåäå ñ êóáè÷íîé 
íåëèíåéíîñòüþ ÷àñòîòíûé ñïåêòð â óñëîâèÿõ ñèëüíîé ÔÑÌ â äîêðèòè÷åñêîì ðåæèìå ìîæåò ïðèîáðå-
òàòü õàðàêòåðíóþ îñîáåííîñòü: ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì íàõîäèòñÿ âáëèçè íåñóùåé ÷àñòîòû èçëó÷åíèÿ. 
Ýòîò âûâîä, ïîëó÷åííûé ñ èñïîëüçîâàíèåì áåçàáåððàöèîííîãî ïðèáëèæåíèÿ, äîëæåí áûòü ïðîâåðåí 
÷èñëåííî. Ïðÿìûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû áûëè âûïîëíåíû â îáëàñòè óìåðåííîé íåëèíåéíîñòè [8], 
ãäå ðåçóëüòàòû êà÷åñòâåííî ñîãëàñóþòñÿ ñ ïîëó÷åííûìè â íàñòîÿùåé ñòàòüå. 
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À . Ì .  K o c h e t k o v a ,  S . A .  S h l e n o v . Transformations of Shape and Spectrum of a Subpicosecond 
Pulse Focused onto a Homogeneous Kerr Medium. 
 

Influence of the beam self-compression when it is focused onto a homogeneous Kerr medium on time dependent 
phase self-modulation and' frequency spectrum is analytically studied. It is shown that at a strong nonlinearity the 
frequency spectrum can take a specific feature that the position of the main spectral maximum of the beam intensity 
shifts towards the carrier frequency of the pulse. 


