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Ðàññìàòðèâàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà — îñíîâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òîìî-
ãðàôèè äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ôàçû âîëíîâûõ ïîëåé è êîýôôèöèåíòîâ Öåðíèêå åå ïîëèíîìèàëüíîãî 
ðàçëîæåíèÿ ïî èçìåðåíèÿì íàêëîíîâ âîëíîâîãî ôðîíòà â äàò÷èêå Ãàðòìàíà. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþ-
ùèå âîññòàíàâëèâàòü ôàçîâûé ôðîíò è îïðåäåëÿòü àìïëèòóäû åãî ìîäîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ ïðè ïðîèçâîëüíûõ 
ðàçìåðàõ è ðàñïîëîæåíèè ñóáàïåðòóð. Â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå îöåíèâàåòñÿ òî÷íîñòü âîññòàíîâëåíèÿ. 

 
 

Ïðè ñîçäàíèè àäàïòèâíûõ îïòè÷åñêèõ ñèñòåì, óñòðîéñòâ êîíòðîëÿ êà÷åñòâà îïòèêè çíà÷èòåëüíîå 
âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðàçðàáîòêå äàò÷èêîâ âîëíîâîãî ôðîíòà. Â ÷àñòíîñòè, äàò÷èê Ãàðòìàíà ïîçâîëÿåò 
ïîëó÷èòü îöåíêó óñðåäíåííûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíîé ôàçû â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ öåíòðàì ñóá-
àïåðòóð [1, 2]. Ýòè äàííûå ñëåäóåò ïðåîáðàçîâàòü â çíà÷åíèÿ ôàçû. Ñóùåñòâóþùèå àëãîðèòìû òàêîãî 
ïðåîáðàçîâàíèÿ îñíîâàíû íà ïðåäñòàâëåíèè ïðîèçâîäíûõ êîíå÷íûìè ðàçíîñòÿìè ñ ïîñëåäóþùèì ðå-
øåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Èñïîëüçóþòñÿ è äðóãèå ÷èñëåííûå ìåòîäû. 
Òàêîé ïîäõîä â èçâåñòíîé ìåðå çàòðóäíÿåò îöåíêó êà÷åñòâà âîññòàíîâëåíèÿ âîëíîâîãî ôðîíòà â ïðè-
ñóòñòâèè øóìîâ, íå ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âûáðàòü ðàçìåðû, ôîðìó ñóáàïåðòóð, ïîëîæåíèå äàò÷èêîâ. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå, ñâÿçû-
âàþùåå ôàçó ñî çíà÷åíèÿìè åå ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Íà ýòîé îñíîâå ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ñîîò-
íîøåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà íàêëîíà, äåôîêóñèðîâêè, àñòèãìàòèçìà è äðóãèõ ìîäîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ ðàçëî-
æåíèÿ ôàçû ïî ïîëèíîìàì Öåðíèêå [1], ìèíóÿ ýòàï âîññòàíîâëåíèÿ ñàìîé ôàçû. Ýôôåêòèâíîñòü òà-
êîãî ñïîñîáà âîññòàíîâëåíèÿ èññëåäóåòñÿ â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå. 

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ôàçû S(x, ó) ïî å¸ ÷àñòíûì 
ïðîèçâîäíûì (õ, ó) = S(x, ó)/õ, (x, y) = S(x, ó)/ó, çàïèøåì îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà [3] 
 

 (1) 

 
ãäå 
 

 (2) 

 
—ïðÿìîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà. Èíòåãðàë (1) ñóùåñòâóåò â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. Ñìûñë ïåðå-

ìåííûõ â ôîðìóëàõ (1) è (2) ÿñåí èç ðèñ. 1. Âûðàæåíèå äëÿ ( , ) /S p p


    çàïèøåì ÷åðåç ïðîèçâîä-
íóþ ïî íàïðàâëåíèþ 
 

 (3) 

 
Ïîäñòàâëÿÿ (3) â (1), âîñïîëüçîâàâøèñü ñâîéñòâîì -ôóíêöèè è ïðîèçâîäÿ èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëî-
âîé ïåðåìåííîé , ïîëó÷èì 
 

 (4) 

 

Ôóíêöèè (), () ÿâëÿþòñÿ ôèíèòíûìè, òî åñòü 
 

 (5) 
 

ãäå R — ðàäèóñ àïåðòóðû, supp f — íîñèòåëü ôóíêöèè f. 
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Ðèñ. 1 Ðèñ. 2. Ñõåìà ïåðåñ÷åòà êîîðäèíàò è ïðåäåëîâ èíòåã-
ðèðîâàíèÿ ïðè âîññòàíîâëåíèè ôàçû ïî ôîðìóëå (6) 

 

Ôîðìóëà (4) âûðàæàåò ôàçó ÷åðåç åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå. Ó÷èòûâàÿ (5), åå ìîæíî ïåðåïèñàòü 
è â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ 
 

 
 

 (6) 
 

ãäå 
1, 0

( )
0, 0

z
z

z
     

— õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. 

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ðàçëîæåíèå ôàçû âîëíîâîãî ôðîíòà ïî ïîëèíîìàì Öåðíèêå [1] 
 

 (7) 
 

ãäå k — ìîäû Öåðíèêå, îïèñûâàþùèå êëàññè÷åñêèå àáåððàöèè îïòè÷åñêèõ ñèñòåì. Ìîäû Öåðíèêå 
îðòîãîíàëüíû â êðóãå ðàäèóñà R. Àáåððàöèîííûå êîýôôèöèåíòû ak õàðàêòåðèçóþò äèàïàçîí èçìåíå-
íèÿ ôóíêöèè S(x, ó). Èñïîëüçóÿ èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå (4), ñâÿçûâàþùåå ôàçó ñ åå ãðàäèåíòîì, 
ìîæíî óñòàíîâèòü èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå, ïîçâîëÿþùåå îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû àk ÷åðåç êîì-
ïîíåíòû ãðàäèåíòà S(x, ó). 

Îïðåäåëèì êîìïîíåíòû âåêòîðà à = {à1, à2, à3, ., àn}; 
 

 (8) 
 

ãäå— 2, ( , )k k k k d d           – íîðìà, ,f g — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 

Ïîäñòàâèì (4) â .(8) è ïîñëå äâóõêðàòíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî óãëîâîé, ðàäèàëüíîé ïåðåìåííûì 
ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà à ÷åðåç ãðàäèåíò ôóíêöèè S(, ): 

äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà à, îòðàæàþùèõ âêëàä ìîä, èíâàðèàíòíûõ «îòíîñèòåëüíî âðàùåíèÿ 
 

 (9) 
 

äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà à, îòðàæàþùèõ âêëàä ÷åòíûõ ìîä 
 

 (10) 
 

äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà à, îòðàæàþùèõ âêëàä íå÷åòíûõ ìîä 
 

 (11) 
 

Çäåñü 
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 (12) 
 

 (13) 
 

 (14) 
 

 (15) 
 

m < n, n m — ÷åòíîå. Òàê, òðè ïåðâûõ êîýôôèöèåíòà Öåðíèêå âîññòàíàâëèâàþòñÿ ÷åðåç ãðàäèåíò 
ðàñïðåäåëåíèÿ ôàçû ïîñðåäñòâîì èíòåãðàëüíûõ ñîîòíîøåíèé: 
 

 (16) 
 

2 2 2
2
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[ ( / 2 ) ]

2
a xy y R dxdy





          — íàêëîíû ôàçîâîãî ôðîíòà ïî îñÿì x è ó; 

2
3

3
( 1)( )

2
a x y dxdy





        — äåôîêóñèðîâêà ôàçîâîãî ôðîíòà. Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ, ïî 

[ , ],x R R   ïî 2 2 2 2[ , ].y R x R x     Êîýôôèöèåíòû àk ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ âûðàáîòêè 
ñèãíàëîâ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ àäàïòèâíîé îïòè÷åñêîé ñèñòåìîé ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé 
ñâîáîäû [2, 3], òàê êàê çàäà÷à ðàñ÷åòà àk òîæäåñòâåííà (â ñìûñëå ìèíèìèçàöèè ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêî-
ãî óêëîíåíèÿ) çàäà÷à îá îïòèìèçàöèè ïðèáëèæåíèÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè ïîëèíîìàìè Öåðíèêå. 

Íà îñíîâå èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (4) ðàçðàáîòàí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé âîññòàíàâëèâàòü 
ôàçîâûé ôðîíò è îïðåäåëÿòü êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ (7) ÷åðåç ãðàäèåíò ôàçû S. 

Ïðè âîññòàíîâëåíèè ôàçû ÷åðåç åå ãðàäèåíò èíòåãðàëû âû÷èñëÿëèñü êâàäðàòóðîé Ñèìïñîíà â 
ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äëÿ äîñòèæåíèÿ õîðîøåé òî÷íîñòè èíòåãðàë ðàçáèâàëñÿ íà ñóììó äâóõ 
èíòåãðàëîâ 
 

 
 
ãäå 
 

màõ =  + arccos min =  – arccos  

 
màõ = R+ — íàèáîëüøåå óäàëåíèå òî÷êè íàáëþäåíèÿ îò êðàÿ àïåðòóðû, min = R— — íàèìåíüøåå 
óäàëåíèå òî÷êè íàáëþäåíèÿ îò êðàÿ àïåðòóðû, (, ) — êîîðäèíàòû öåíòðà àïåðòóðû â ñèñòåìå êîîð-
äèíàò, ñ öåíòðîì â òî÷êå íàáëþäåíèÿ.  

Ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ îïðåäåëÿëèñü ïåðåñå÷åíèåì êîîðäèíàòíîé ñåòêè (i, j) ñ ãðàíèöåé  

íîñèòåëÿ ôóíêöèè 22( )R      (ñì. ðèñ. 2). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè òî÷êà, â êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ 

ôàçà, íàõîäèòñÿ â öåíòðå àïåðòóðû, ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ íàèáîëåå ïðîñòûå:   [0, R], 
  [0, 2]. Ïðè óäàëåíèè òî÷êè îò öåíòðà àïåðòóðû ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ çàäàâàëèñü êàê (ñì. 
ðèñ. 2)   [0, 2] ïðè   [0, min] è   [min, màõ] ïðè   [min, màõ]. Äèñêðåòèçàöèÿ ïî óãëó N è 
ïî ðàäèóñó N ñîñòàâëÿëà ñîîòâåòñòâåííî 60 è 30. 

Â êà÷åñòâå ïðîâåðêè ïîëó÷åííûõ ôîðìóë è ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà âîññòàíîâëåíèÿ áûëà âçÿòà 
ôóíêöèÿ S1(x, ó), ñîñòîÿùàÿ èç ñóììû ïåðâûõ äåñÿòè ïîëèíîìîâ Öåðíèêå. Ýòè ïîëèíîìû ïðèâåäåíû 
â òàáëèöå. 
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Âèä ñàìîé ôóíêöèè ïîêàçàí íà ðèñ. 3. Ïîñëå îïðåäåëåíèÿ ãðàäèåíòà ôóíêöèè S1(õ, ó) ïî ôîðìóëå 
(5) áûëà âîññòàíîâëåíà ôàçà S2(x, ó), à ïî ôîðìóëàì (9)—(11) îïðåäåëåíû êîýôôèöèåíòû Öåðíèêå. 
Çíà÷åíèÿ âîññòàíîâëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ à òàêæå ïðèâîäÿòñÿ â òàáëèöå. Ñ èõ ïîìîùüþ ðåêîíñòðóèðî-
âàíà ôóíêöèÿ S3(x, ó) 
 

 
 

Ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè èñõîäíîé S1(õ, ó) è âîññòàíîâëåííûõ S2(x, ó) è S3(x, ó) ôóíêöèé èçî-
áðàæåíû íà ðèñ. 3. Ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ àk ïî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå Ãàóññà íå ïðåâûøàåò 10%. 
 

 

 

 
 

Ðèñ. 3. Ðàñïðåäåëåíèÿ ôàçû â ïðåäåëàõ àïåðòóðû: à — èñõîäíîå ðàñïðåäåëåíèå S1(x, ó);  
á — ðàñïðåäåëåíèå S2(x, ó), âîññòàíîâëåííîå ïî ôîðìóëå (6); â — ðàñïðåäåëåíèå S3(x, ó), ðåêîí-
ñòðóèðîâàííîå ïî âû÷èñëåííûì êîýôôèöèåíòàì Öåðíèêå 
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Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííûé ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîãî 
ïîäõîäà ê îïðåäåëåíèþ ôàçû è ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ â åå ðàçëîæåíèè ïî ïîëèíîìàì 
Öåðíèêå. Íà íàø âçãëÿä, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäîâàòü òî÷íîñòü è ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü 
ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ïðè ôèêñàöèè íàêëîíîâ ôàçîâîãî ôðîíòà â ðåàëüíûõ èçìåðèòåëüíûõ ñèñòå-
ìàõ. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ ó÷åñòü óñðåäíåíèå íàêëîíîâ â ïðåäåëàõ ñóáàïåðòóðû, êîíôèãóðàöèþ è 
ðàçìåùåíèå ñóáàïåðòóð. Ðàññìîòðåíèå ïëàíèðóåòñÿ ïðîâåñòè íà îñíîâå ðàñ÷åòà ïàðàìåòðà Øòðåëÿ è 
ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè ðàññåÿíèÿ òî÷êè (ÔÐÒ) äëÿ ñèñòåìû «èçìåðèòåëü—àëãîðèòì». 
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V . P .  A k s e n o v ,  Y u . N .  I s a e v . Radon Transform in the Problem of Phase Optic Control. 
 

Application of Radon transform, which is the basic 'transform of computing tomography, for reconstruction of 
wavefield phase distribution and Zernike coefficients of its polynomial expansion from the measurements of wavefront 
-slope in the Hartman sensor is discussed in the paper. Algorithm allowing to reconstruct the wavefront and to deter-
mine its mode components amplitudes were working out for the case of arbitrary sizes and subapertures locations. Ac-
curasy of reconstruction is estimated in the numerical experiment. 


