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ÂÛ×ÈÑËÅÍÈÅ ÐÅÇÎÍÀÍÑÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ Â ÓÄÀÐÍÎÉ ÒÅÎÐÈÈ ÓØÈÐÅÍÈß È ÑÄÂÈÃÀ 
ÑÏÅÊÒÐÀËÜÍÛÕ ËÈÍÈÉ 
 
 

Âû÷èñëåíû ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè òåîðèè Àíäåðñîíà—Òñàî—Êàðíàòà—Ôðîñòà äëÿ ïîëÿðèçàöèîííîé 
÷àñòè ìåæìîëåêóëÿðíîãî ïîòåíöèàëà. Ïðîâåäåíî óñðåäíåíèå ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé ïî îòíîñèòåëüíîé ñêîðî-
ñòè ñòîëêíîâåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ìàêñâåëëà. 

 
 

Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ ïîãëîùåíèÿ àòìîñôåðíûõ è çàãðÿçíÿþùèõ àòìîñôåðó ãàçîâ òðåáóåò 
çíàíèÿ ïàðàìåòðîâ êîíòóðà ëèíèé — ïîëóøèðèíû è ñäâèãà öåíòðà. Â ïîñëåäíèå ãîäû çíà÷èòåëüíûå 
óñèëèÿ áûëè íàïðàâëåíû íà óòî÷íåíèå êîýôôèöèåíòîâ óøèðåíèÿ ëèíèé ïîãëîùåíèÿ âîäÿíîãî ïàðà, 
ìåòàíà, îçîíà, óãëåêèñëîãî ãàçà äàâëåíèåì àçîòà, êèñëîðîäà, âîçäóõà [1—4]. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ 
ðàñ÷åòîâ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè ïîêàçàëî íåîáõîäèìîñòü ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäîâ ðàñ÷å-
òà, à èìåííî — âêëþ÷åíèå â ðàñ÷åò âûñîêèõ ÷ëåíîâ ìóëüòèïîëüíîãî ðàçëîæåíèÿ ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî 
ïîòåíöèàëà, ïîëÿðèçàöèîííûõ âçàèìîäåéñòâèé, ñèë îòòàëêèâàíèÿ, ýôôåêòà èñêðèâëåíèÿ òðàåêòîðèè 
ñòîëêíîâåíèåì. Ó÷åò ïåðå÷èñëåííûõ ôàêòîðîâ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè âû÷èñëåíèÿ íîâûõ ðåçî-
íàíñíûõ ôóíêöèé. 

×àñòü íåîáõîäèìûõ äëÿ ðàñ÷åòîâ êîýôôèöèåíòîâ óøèðåíèÿ è ñäâèãà ëèíèé ðåçîíàíñíûõ ôóíê-
öèé ïðîâåäåíà ðàíåå â [5—9]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíû íîâûå ôóíêöèè äëÿ èíäóêöèîííîãî è 
äèñïåðñèîííîãî âçàèìîäåéñòâèé, ïðîâåäåíî óñðåäíåíèå ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé ïî ðàñïðåäåëåíèþ 
Ìàêñâåëëà äëÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè. 

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíèìû íå òîëüêî â ìåòîäå Àíäåðñîíà—Òñàî—Êàðíàòà—Ôðîñòà [5, 
8], íî ìîãóò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû è â äðóãèõ âàðèàíòàõ óäàðíîé òåîðèè [7]. 

1. Ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè gn(k) (n = 1, , 7) è ôóíêöèè Gn(k), ïðèìåíÿåìûå â ìåòîäàõ, èñ-
ïîëüçóþùèõ «ïðèáëèæåíèå ïðåðûâàíèÿ» [5], çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà àäèàáàòè÷íîñòè 
 

 (1) 
 
ãäå b — ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå; v — îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ñòîëêíîâåíèÿ; Å — áàëàíñ ýíåðãèè 
áåçûçëó÷àòåëüíûõ ïåðåõîäîâ â ïîãëîùàþùåé è óøèðÿþùåé ìîëåêóëàõ. Ôóíêöèè gn(k) è Gn(k) ñâÿ-
çàíû ñîîòíîøåíèåì 
 

 (2) 
 

ãäå N = 10 äëÿ n = 1,2 è N = 12 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè äëÿ ñäâèãà Ign(k) è 
IGn(k) ïîëó÷àþòñÿ èç gn(k) è Gn(k) ïðåîáðàçîâàíèåì Ãèëüáåðòà [7]: 
 

 (3) 
 

 (4) 
 

Ãëàâíîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà ïî Êîøè îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 
 

 (5) 
 

Óñðåäíåíèå ïî îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòè ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Ìàêñâåëëà ïðèâîäèò ê ïåðå-
îïðåäåëåíèþ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé [9]: 
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ è ôóíêöèè ( ), ( ), ( ).n n nG k Ig k IG k    

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ gn(k) [7], ïîëó÷èòü: 
à) ôóíêöèè Gn(k) ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (2); 
á) ôóíêöèè äëÿ ñäâèãà Ign(k), IGn(k) ñ ïîìîùüþ (3)—(5); 
â) ïðîâåñòè óñðåäíåíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ìàêñâåëëà ñîãëàñíî (6). 

 

 
 

Ñõåìà âû÷èñëåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé. Â ñêîáêàõ óêàçàíû íîìåðà ôîðìóë, ïî êîòîðûì ïðîâî-
äèëèñü ðàñ÷åòû. Ïîä÷åðêíóòû ôóíêöèè, ïðåäñòàâèìûå â àíàëèòè÷åñêîì âèäå 

 

Ïîðÿäîê âû÷èñëåíèÿ ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåí íà ðèñóíêå. 
2. Ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè äëÿ ïîëÿðèçàöèîííûõ âçàèìîäåéñòâèé èìåþò âèä [7] 

 

 (7) 
 

Ôóíêöèè Gn(k), Ign(k), IGn(k) ðàíåå â ëèòåðàòóðå íå ïðèâîäèëèñü. Ïîäñòàâèâ (7) â ôîðìóëû (2)—
(6) è èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå èíòåãðàëû èç [10], ïîñëå ðÿäà ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì: 
 

 (8) 
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Àíàëîãè÷íûå (9) è (10) ôîðìóëû ïîëó÷àþòñÿ è äëÿ ôóíêöèé IGn(k), ( )nG k  ñ çàìåíîé êîýôôèöèåí-

òîâ ( )n
ma  íà ( )n

mb  è ( )n
mc  íà ( ).n

md  Ýòè êîýôôèöèåíòû ïðèâåäåíû â òàáë. 1—3. Â (8)—(10) Ei(x) —
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 èíòåãðàëüíàÿ ýêñïîíåíòà; (nIm) — ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè [11], Mn = N—3 (ñì. ôîðìóëó (2)); 
Ðn, Rn — íîìåðà ïîñëåäíèõ êîýôôèöèåíòîâ ( )n

mb  è ( )n
mc  â òàáë. 2 è 3 ñîîòâåòñòâåííî. 

Òàêèì îáðàçîì, ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè äëÿ ïîëÿðèçàöèîííûõ âçàèìîäåéñòâèé, â òîì ÷èñëå è óñ-
ðåäíåííûå ïî ñêîðîñòè, ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â àíàëèòè÷åñêîì âèäå, ÷òî óïðîùàåò âû÷èñëåíèÿ 
êîýôôèöèåíòîâ óøèðåíèÿ è ñäâèãà ëèíèé â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èíäóêöèîííîå è äèñïåðñèîííîå âçàè-
ìîäåéñòâèÿ âíîñÿò çíà÷èòåëüíûé âêëàä. 
 

Ò à á ë è ö à  1  
 

Êîýôôèöèåíòû a ( )n
m  â ôîðìóëå (7) 

 

 
 

Ò à á ë è ö à  2  
 

Êîýôôèöèåíòû b ( )n
m  â ôîðìóëå (8) 

 

 
 

3. Ðåçîíàíñíûå ôóíêöèè äëÿ ñäâèãà Ign(k), IGn(k) èìåþò «ìåäëåííóþ» àñèìïòîòèêó ïðè áîëü-
øèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòîâ, ÷òî çàòðóäíÿåò ïðîâåäåíèå âû÷èñëåíèé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ 
ôîðìóë ïðè áîëüøèõ k èñïîëüçîâàëñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ðÿä äëÿ èíòåãðàëüíîé ýêñïîíåíòû: 
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 (11) 
 

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (11) è ôîðìóëû (9), ìû ïîëó÷èëè 
 

 

 (12) 
 

Äëÿ ðàñ÷åòîâ ïðè k  30 äîñòàòî÷íî ó÷åñòü ïåðâûå òðè ÷ëåíà â ñóììå (11). Êîýôôèöèåíòû ( )n
mA  è 

( )n
mB  ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 4. 

4. Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòå ðåçîíàíñíûõ ôóíêöèé, à òàêæå ôóíêöèé fn(k), Ifn(k), Fn(k), 
IFn(k) (n = 1, , 5) âû÷èñëåí èíòåãðàë (6). Èíòåãðèðîâàíèå ïðîâåäåíî ÷èñëåííî ïî ôîðìóëå òðàïå-
öèè (óìåíüøåíèå øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ â 10 ðàç èçìåíÿåò ðåçóëüòàò ìåíüøå, ÷åì íà 10–5). Âåðõíèé 
ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî îãðàíè÷èòü çíà÷åíèåì k = 4, òàê êàê äëÿ áîëüøèõ k ïîäûíòåãðàëüíîå 

âûðàæåíèå ïðåíåáðåæèìî ìàëî (< 5  10–7), à 
2

2.n

k
f

x
    

 

 
Ò à á ë è ö à  3  

 

Êîýôôèöèåíòû c ( )n
m , d ( )n

m  â ôîðìóëå (9) 
 

 
 
Â òî÷êå k = 0 èíòåãðàëû (6) âû÷èñëÿþòñÿ òî÷íî: 
 

 
 

 
 

 (13) 
 

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàþòñÿ (0), (0), (0)n n ng Ig G  è (0).nIG  
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Ò à á ë è ö à  4  
 

Êîýôôèöèåíòû ( ), n
m mA B( )n â ôîðìóëàõ (12) 

 

 
 

Ò à á ë è ö à  5  
 

Ôóíêöèè íåàäèàáàòè÷íîñòè, óñðåäíåííûå ïî ðàñïðåäåëåíèþ Ìàêñâåëëà 
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Ï ð î ä î ë æ å í è å  ò à á ë .  5  
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Ï ð î ä î ë æ å í è å  ò à á ë .  5  
 

 
 

Ïðèìå÷àíèå.  Ôóíêöèè 
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 ïðèâåäåíû â [9]. 

 

Äëÿ ôóíêöèé ( )nIg k  è ( )nIG k  òàêæå íàéäåíû àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ 
àðãóìåíòîâ: 
 

 
 

 (14) 
 

àíàëîãè÷íûå ôîðìóëû ïîëó÷åíû äëÿ ôóíêöèé ( )nIf k  è ( ).nIF k  Çàìåòèì, ÷òî èç ïðèâåäåííîé àñèì-

ïòîòèêè ñëåäóåò: çíà÷åíèÿ óñðåäíåííûõ ïî ñêîðîñòè ôóíêöèé ïðè áîëüøèõ k áëèçêè, òàê êàê ñîâïà-
äàþò ïåðâûå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêèõ ðÿäîâ (12) è (14) ïðè m = 0, äàþùèå îñíîâíîé âêëàä. 

Â òàáë. 5 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìûõ â ðàñ÷åòàõ ôóíêöèé ( ),nIf k  

( )nIF k  (n = 1, , 3) 1 1 1 1( ), ( ), ( ), ( ).g k Ig k G k IG k    Çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ( ), ( )n nf k F k   ïðèâåäåíû â [9]. 
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A . D .  B y k o v .  N . N .  L a v r e n t i e v a . Calculation of the Resonance Functions in the Theory of 
Collisional Broadening and Shifts of Spectral Lines. 
 

The resonance functions of the Anderson—Tsao—Curnutte—Frost theory are calculated in the paper for the po-
larization part of the intermolecular potential. The resonance functions are averaged over relative velocities of colli-
sions, the velocity being of the Maxwellian distribution. 


