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Ðàññìîòðåí íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ èíòåðïðåòàöèè äàííûõ ëèäàðíîãî çîíäèðîâàíèÿ ãàçîâîãî 
ñîñòàâà àòìîñôåðû. Ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè äåñêðèïòèâíûõ ñãëàæèâàþùèõ ñïëàéíîâ, êîòîðûå 
ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ îá èñêîìîé ôóíêöèè, çàäàâàåìóþ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ îòíî-
ñèòåëüíî çíà÷åíèé ïðèáëèæàåìîé ñïëàéíîì ôóíêöèè èëè åå ïðîèçâîäíûõ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû êàê ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, òàê è îáðàáîòêè ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà. 

 

Ââåäåíèå 
 

Ìíîãèå ïîäõîäû ê èíòåðïðåòàöèè äàííûõ ëèäàðíîãî çîíäèðîâàíèÿ ãàçîâîãî ñîñòàâà àòìîñôåðû 
ñâÿçàíû ñî ñãëàæèâàíèåì è äèôôåðåíöèðîâàíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà ìîæíî ïðèâåñòè îáðàáîòêó äàííûõ, ïîëó÷åííûõ ÊÐ- èëè ôëþîðåñöåíòíûì ìåòîäîì, ñ öåëüþ 
îïðåäåëåíèÿ ïðîôèëÿ êîíöåíòðàöèè ãàçîâ ïî íàêëîííûì è ãîðèçîíòàëüíûì òðàññàì. Èçâëå÷åíèå 
èíôîðìàöèè î ïðîôèëå êîíöåíòðàöèè ãàçà â ÄÏ-ìåòîäå îñóùåñòâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì ëîãà-
ðèôìà îòíîøåíèÿ ñèãíàëîâ, ïîëó÷åííûõ â ëèíèè è âíå ëèíèè ïîãëîùåíèÿ [1, 2]. 

Îäèí èç ìåòîäîâ óñòîé÷èâîãî ðåøåíèÿ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ èíòåðïðåòàöèè îñíîâàí íà èñïîëü-
çîâàíèè ñãëàæèâàþùèõ êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ [3, 4]. Îäíàêî â ñëó÷àå ñèëüíî èñêàæåííûõ «øóìîì» 
èçìåðåíèÿ äàííûõ (íàïðèìåð, îáðàáîòêà «ñëàáûõ» ëèäàðíûõ ýõîñèãíàëîâ, ïîëó÷åííûõ ñ áîëüøèõ 
âûñîò ïðè ðåãèñòðàöèè â ðåæèìå ñ÷åòà ôîòîíîâ) íå âñåãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïðèåìëåìîå ñ ôèçè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðåøåíèå çàäà÷è (ïîÿâëåíèå îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé èñêîìîé ôóíêöèè, êîãäà îíà 
äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé). 

Â äàííîé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ èíòåðïðåòàöèè, êîòîðûé ïîçâîëÿ-
åò ó÷èòûâàòü àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ, çàäàâàåìóþ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèé ïðè-
áëèæàåìîé ôóíêöèè èëè åå ïðîèçâîäíûõ. 
 

Äåñêðèïòèâíûå ñãëàæèâàþùèå ñïëàéíû 
 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èññëåäóåìàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü f(õ) ïðåäñòàâëåíà èçìåðåííûìè â 
n òî÷êàõ çíà÷åíèÿìè: 
 

 (1) 
 

ãäå ηi — øóì èçìåðåíèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé 2
,

i
σ  õi — óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ 

óçëû èçìåðåíèé. 

Äëÿ óñòîé÷èâîãî âû÷èñëåíèÿ f(x) è åå ïðîèçâîäíûõ f′(x), f″(õ) ïî òàáëèöå {xi, i
f� } âåñüìà ÷àñòî 

èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ñãëàæèâàþùèå ñïëàéíû [3, 4]. Ñãëàæèâàþùèì êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì 
Sn,α(x) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîì òðåòüåé ñòåïåíè ñ íåïðåðûâíîé íà (õ1, õn) âòîðîé ïðîèçâîäíîé è íà êàæ-
äîì èíòåðâàëå [xi, õi+1] äîïóñêàþùèé ïðåäñòàâëåíèå 
 

 (2) 
 

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà â òî÷êàõ x1, õn çàäàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå 
êðàåâûå óñëîâèÿ [3], îïðåäåëÿåìûå çíà÷åíèÿìè f(x) èëè åå ïðîèçâîäíûõ. 

Ïðè âàðèàöèîííîì ïîäõîäå ñïëàéí Sn,α îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà 
 

 (3) 
 

ãäå α — ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ; ði > 0 — âåñîâûå ìíîæèòåëè, ÷òî â êîíå÷íîì èòîãå ïðèâîäèò ê îï-
ðåäåëåííûì àëãåáðàè÷åñêèì ñîîòíîøåíèÿì, îïðåäåëÿþùèì êîýôôèöèåíòû ñïëàéíà ài, bi, ci, di [3]. 
Âûáîðîì îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ óäàåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêóþ 
îøèáêó (ÑÊÎ) ñãëàæèâàíèÿ [3] 
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ãäå M[⋅] — îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. 
Òàê íàçûâàåìûå ñïëàéíû íà âûïóêëûõ ìíîæåñòâàõ [5] ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå óñëîâíîé ìèíèìèçà-

öèè ôóíêöèîíàëà 
 

 (4) 
 
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 
 

 (5) 
 

ãäå εi — «ïîëóøèðèíà» êîðèäîðà îøèáîê èçìåðåíèÿ. Óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè è ñóùåñòâîâàíèÿ òà-
êèõ ñïëàéíîâ ðàññìîòðåíû â [5]. 

Ïðè èíòåðïðåòàöèè äàííûõ çîíäèðîâàíèÿ àòìîñôåðû âîçíèêàåò «ïðîìåæóòî÷íàÿ» ñèòóàöèÿ: 
æåëàòåëüíî ïîñòðîèòü ñïëàéí, õîðîøî ïðèáëèæàþùèé f(x) (â ñìûñëå ÑÊÎ ñãëàæèâàíèÿ) è îäíî-
âðåìåííî óäîâëåòâîðÿþùèé àïðèîðíûì îãðàíè÷åíèÿì, ïîðîæäàåìûì ôèçè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèÿìè 
î ðåøàåìîé çàäà÷å. Òàêîé ñïëàéí ïîäîáåí äåñêðèïòèâíîìó, à åãî ïîñòðîåíèå ñôîðìèðóåì â âèäå 

âàðèàöèîííîé çàäà÷è: ìèíèìèçèðîâàòü [ , ]F S f
α

�  (ñì. âûðàæåíèå (3)) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 

 

 (6) 
 

ãäå ilD — îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ li-ãî ïîðÿäêà (li = 0, 1, 2); Ir — ìíîæåñòâî èç Nr èíäåêñîâ 

(çäåñü Nr — îáùåå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé)⊆{1, 2, … ,n}); ,

H B

i i
d d — íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû äëÿ 

çíà÷åíèÿ ( ).il

i
D S x  Ñïëàéí, ÿâëÿþùèéñÿ ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è, îáîçíà÷èì ÷åðåç *

, ( ).
n

S x
α

 

Ïðåäëîæåííîå îïðåäåëåíèå äåñêðèïòèâíîãî ñïëàéíà îòëè÷àåòñÿ îò (4), (5) äâóìÿ ìîìåíòàìè. 
Âî-ïåðâûõ, ïîçâîëÿåò îäíîâðåìåííî ó÷èòûâàòü àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ î ôóíêöèè f(x) â ðàçëè÷íîé 

ôîðìå (âêëþ÷àÿ ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, à òàêæå îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâ H B

i i
d d= ). Âî-

âòîðûõ, åñëè ÷èñëî îãðàíè÷åíèé ìàëî èëè îãðàíè÷åíèÿ íîñÿò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð (íàïðèìåð, 
S′(õ) ≥ 0), òî òàêîé àïðèîðíîé èíôîðìàöèè áûâàåò íåäîñòàòî÷íî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîäõîäÿùåãî (ñ 
òî÷êè çðåíèÿ ÑÊÎ ñãëàæèâàíèÿ) ñïëàéíà. Ïåðåõîä îò (4) ê ôóíêöèîíàëó (3) ñíèìàåò ýòó òðóäíîñòü 
ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ. 
 

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äåñêðèïòèâíîãî ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà 
 

Â ïðèëîæåíèè ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèîíàë (4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé sòQs. 
Òîãäà èç (3) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò 
 

 (7) 
 

ãäå Ð = diag{ð1,…,ðn} — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà; 
T

, 1 ,( ), ..., ( )
n n n

s S x S x
α α

= — âåêòîð çíà÷åíèé ñïëàéíà 

â óçëàõ õi, Q — ìàòðèöà ðàçìåðîì (n×n), îïðåäåëåííàÿ â ïðèëîæåíèè. 
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîñòîðîííèå îãðàíè÷åíèÿ 

 

 
 
êîòîðûå ñ ó÷åòîì (Ï5) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 
 

,Ds d≤  
 

ãäå D — ìàòðèöà ðàçìåðîì (Nr×n). Ó÷èòûâàÿ (7), ïðèõîäèì ê çàäà÷å êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ 
 

 (8) 
 

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ 
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â

,Ds d≤  (9) 
 

ãäå U
α
 = 2(αQ+P), 2 ,U Pf= −

�  dâ — âåðõíèå îãðàíè÷åíèÿ. 

Îñòàíîâèìñÿ íà ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ *

s
α
 çàäà÷è (8), (9). Ñóùåñòâîâàíèå 

ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîâìåñòíîñòüþ ñèñòåìû îãðàíè÷åíèé (9), êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ àïðèîðè. 
Äàëåå, ïðè ëþáîì α > 0 ìàòðèöà U

α
 ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, à ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë ÿâ-

ëÿåòñÿ ñòðîãî âûïóêëûì. Äîïóñòèìîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ s, óäîâëåòâîðÿþùèõ (9), åñòü 
âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Ïîýòîìó ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè èìååò åäèíñòâåííîå 

ðåøåíèå *

s
α
 [6]. 

Äëÿ íàõîæäåíèÿ *

s
α
 èñïîëüçóåì ìåòîä ðàáîòû [7]. Äâîéñòâåííàÿ ïî Ëàãðàíæó çàäà÷à ñîñòîèò â 

ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà 
 

 
 
ïðè îãðàíè÷åíèè 
 

0,μ ≥  
 

ãäå μ — âåêòîð ðàçìåðíîñòè Nr. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ μ* ýòîé çàäà÷è âåêòîð *

s
α
 âû÷èñëÿåòñÿ 

ïî ôîðìóëå 
 

 (10) 
 

ãäå s
α — âåêòîð, äîñòàâëÿþùèé áåçóñëîâíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (8). Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì 

ïîñòðîåíèÿ äåñêðèïòèâíîãî ñïëàéíà ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèìè ýòàïàìè: 
1. Çàäàåòñÿ ïàðàìåòð ñãëàæèâàíèÿ α è ðåøàåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèÿ 

 

 (11) 
 

îòíîñèòåëüíî âåêòîðà m
α
 ðàçìåðíîñòè (n—2) («åñòåñòâåííûå» êðàåâûå óñëîâèÿ). 

2. Âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð 
 

 (12) 
 

Â ïðèëîæåíèè 2 ïîêàçàíî, ÷òî ñïëàéí s
α
, ïîñòðîåííûé ïî ôîðìóëàì (11), (12), ñîâïàäàåò ñ ðå-

øåíèåì, äîñòàâëÿþùèì áåçóñëîâíûé ìèíèìóì (8). Ñõåìà (11), (12) áîëåå ýôôåêòèâíà â ÷èñëåííîé 
ðåàëèçàöèè ïîñòðîåíèÿ ñïëàéíà, òàê êàê ìàòðèöà ÍÐ–1Íò ÿâëÿåòñÿ íåïîëíîé (ïÿòèäèàãîíàëüíîé), â 
òî âðåìÿ êàê ìàòðèöà U

α
 â (8) çàïîëíåíà ïîëíîñòüþ (ñì. Ïðèëîæåíèå 1). 

3. Ïðè âûïîëíåíèè îãðàíè÷åíèé (9) ñëåäóåò ïðèíÿòü *

s
α
= s

α
 è ïîñòðîåíèå ñïëàéíà çàêàí÷èâàåòñÿ. 

4. Åñëè îãðàíè÷åíèå (9) íå âûïîëíÿåòñÿ, òî ñòðîèòñÿ ðåøåíèå μ* ñîïðÿæåííîé çàäà÷è. 

5. Èç ñîîòíîøåíèÿ (10) âû÷èñëÿåòñÿ *

.s
α

 

6. Ðåøàåòñÿ ñèñòåìà Am = H *

s
α
 ñ òðåõäèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé À. Ïî íàéäåííîìó âåêòîðó m îï-

ðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû bi, ci, di [3] äåñêðèïòèâíîãî ñãëàæèâàþùåãî ñïëàéíà (ai={s
α
}i). 

Â ñëó÷àå äâóõñòîðîííèõ îãðàíè÷åíèé (Ï6) ïîñòðîåíèå äåñêðèïòèâíîãî ñïëàéíà îñóùåñòâëÿåòñÿ 
ýòèì æå àëãîðèòìîì ïîñëå ïåðåõîäà ê îäíîñòîðîííèì îãðàíè÷åíèÿì 
 

,Ds d≤
��  

 

ãäå D D D= −

� � — ìàòðèöà ðàçìåðîì (2Nr×n); 
ò

í â

d d d=

� � — âåêòîð ðàçìåðíîñòè 2Nr. 

Çàìåòèì, ÷òî â ïðèâåäåííîì àëãîðèòìå ïîñòðîåíèÿ äåñêðèïòèâíîãî ñïëàéíà ñóùåñòâåííîå âëèÿ-
íèå íà òî÷íîñòü ïðèáëèæåíèÿ îêàçûâàåò âåëè÷èíà ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ α. Äëÿ åãî âûáîðà ìîæíî 
èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî ïîäõîäîâ. 

Òàê ïðè âûáîðå α ìîæíî íå ó÷èòûâàòü ââîäèìóþ àïðèîðíóþ èíôîðìàöèþ, ò. å. âìåñòî âåêòîðà 
*

s
α
 èñïîëüçîâàòü s

α
, îïðåäåëÿåìûé (11), (12). Ïðè ýòîì äëÿ îöåíèâàíèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ αîïò 

èñïîëüçóþòñÿ àëãîðèòìû, ïîñòðîåííûå íà îñíîâå êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè è ìåòîäà ïåðåêðåñòíîé 
çíà÷èìîñòè [3]. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî ââåäåíèå àïðèîðíîé èíôîðìàöèè, êàê ïðàâèëî, îêàçûâàåò 
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«ðåãóëÿðèçèðóþùåå» âëèÿíèå è ïîýòîìó íàéäåííóþ âåëè÷èíó α ìîæíî óìåíüøèòü íà îäèí ïîðÿäîê. 
Ïðîâåäåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë öåëåñîîáðàçíîñòü òàêîãî ïðèåìà, ïîçâîëÿþùåãî 
óëó÷øèòü ðàçðåøàþùóþ ñïîñîáíîñòü ñïëàéíà. Òàêæå âîçìîæåí âûáîð α, èñõîäÿ èç çàäàííûõ òî÷íî-
ñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñïëàéíà [8]. Ìû èñïîëüçîâàëè â äàííîé ðàáîòå îïòèìàëüíûé êðèòåðèé. 

Àëüòåðíàòèâíûì ïîäõîäîì îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà ñãëàæèâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îöåíèâàíèå αîïò òåìè 

æå àëãîðèòìàìè, îäíàêî â íèõ óæå âõîäèò âåêòîð *

,s
α

, è òîãäà øàãè 1—5 ïîâòîðÿþòñÿ íà êàæäîé 

èòåðàöèè àëãîðèòìà âûáîðà α, ÷òî ñóùåñòâåííî (íà ïîðÿäîê è áîëåå) óâåëè÷èâàåò çàòðàòû ìàøèííî-
ãî âðåìåíè. 
 

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò 
 

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ èçëîæåííîãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ äåñêðèïòèâíîãî ñïëàéíà áûë ïðîâåäåí 
îáøèðíûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû îäíîãî ýêñïåðèìåíòà. 

Ôóíêöèÿ f(x) íà èíòåðâàëå [0,6] çàäàâàëàñü âûðàæåíèåì 
 

 (13) 

 

Íà ðèñ. 1, 2 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè f(x) è f′(x). Çàìåòèì, ÷òî òàêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ «òðóäíîé» äëÿ 
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ñãëàæèâàíèÿ, òàê êàê ñîäåðæèò ó÷àñòêè ñ ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþùèìèñÿ çíà÷å-
íèÿìè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé. Çíà÷åíèÿ f(x) îïðåäåëÿëèñü â òî÷êàõ xi=6(i—1)/(n—1), n = 40, è èñêàæà-

ëèñü àääèòèâíûì øóìîì ñ äèñïåðñèåé 2

i
σ = const = (δ ⋅ [f(xi)]màõ/2), ãäå δ — óðîâåíü øóìà, 

[f(xi)]màõ — ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè íà èíòåðâàëå [0, 6]. Ïî çíà÷åíèÿì ,
i
f�  1 ≤ i ≤ n ñòðîèëèñü 

ñïëàéíû *

s
α
(x) è s

α
(x). Äåñêðèïòèâíûé ñïëàéí ñòðîèëñÿ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ: s(x) ≥ 0; õ ∈ [0, 6]; 

s′(x) ≥ 0; õ ∈ [0; 3,5]; s′(õ = 3,50) ≥ 5,7; s′(x = 4,5) ≤ —5,7; s″(x) ≥ 0; x ∈ [0; 3,5]; õ ∈ [4,5; 6]. Ïî-
ñòðîåíèå ñïëàéíîâ îñóùåñòâëÿëîñü ïðè çíà÷åíèÿõ α: α1 = αîïò è α2 = 0,1 ⋅ αîïò. 

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñãëàæèâàíèÿ ôóíêöèè f(x), íà ðèñ. 2 — åå 

ïðîèçâîäíîé f′(x); óðîâåíü øóìà çàäàâàëñÿ ðàâíûì 10%. Èç ðèñ. 1, 2 âèäíî, ÷òî ñïëàéí *

s
α
 ïðè 

α = α2 áîëåå òî÷íî ïðèáëèæàåò f(x) è ïðîèçâîäíóþ f′(õ) è, ÷òî íåìàëîâàæíî, *

s
α
 óäîâëåòâîðÿåò «ôè-

çè÷åñêèì» ïðåäñòàâëåíèÿì î ïðèáëèæàåìîé ôóíêöèè f(x) è åå ïðîèçâîäíîé f′(x). Ñëåäóåò çàìåòèòü, 
÷òî ñòîëü îáøèðíàÿ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè f(x) è åå ïðîèçâîäíûõ çà÷àñòóþ ýêñïåðèìåí-
òàòîðó íåäîñòóïíà (â îñîáåííîñòè èíôîðìàöèÿ î âòîðîé ïðîèçâîäíîé), ïîýòîìó ïîëó÷åííûå ðåçóëü-
òàòû çäåñü ïðèâîäÿòñÿ ëèøü äëÿ äåìîíñòðàöèè âîçìîæíîñòåé àëãîðèòìà. 
 
 

 
 

Ðèñ. 1. Ïðèáëèæåíèå ñïëàéíàìè ôóíêöèè f(x): I — òî÷-
íàÿ êðèâàÿ f(õ) (ñì. (13)); 2 — «çàøóìëåííàÿ» êðèâàÿ ñ 
óðîâíåì øóìà δ = 10%; 3 — ñïëàéí sα, ïîñòðîåííûé ñ 

α1 = αîïò; 4 — äåñêðèïòèâíûé ñïëàéí *

,s
α

 ïîñòðîåííûé 

ïðè α2 = 0,1 ⋅ αîïò 

Ðèñ. 2. Ïðèáëèæåíèå ñïëàéíàìè ïåðâîé ïðîèçâîäíîé 
f′(x): 1 — òî÷íàÿ êðèâàÿ f′(õ) (ñì. (13)); 2 — êðèâàÿ 

s′α(õ) ïðè α1 = αîïò; 3 — êðèâàÿ [ *

s
α
(x)]' ïðè 

α2 = 0,1 ⋅ αîïò 
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Îáðàáîòêà äàííûõ íàòóðíîãî ýêñïåðèìåíòà 
 

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû îáðàáîòêè ëèäàðíûõ äàííûõ çîíäèðîâàíèÿ îçîíà, ïî-
ëó÷åííûõ â ÈÎÀ [9]. Âñëåäñòâèå çíà÷èòåëüíîãî ðàçíåñåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ êàíàëîâ (λ1 = 308 íì, 
λ2 = 532 íì) ïåðâè÷íàÿ îáðàáîòêà ñèãíàëîâ âûïîëíÿëàñü ïî ìåòîäèêå, îñíîâàííîé íà ñïåêòðàëüíîé 
çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà àýðîçîëüíîãî îñëàáëåíèÿ âèäà αa ∼ λ

–4 [10] (ãäå λ — äëèíà âîëíû). Òî-
ãäà êîýôôèöèåíò ïîãëîùåíèÿ îçîíà çàïèøåòñÿ: 
 

 (14) 
 
ãäå N(õ) ëèäàðíûé ýõîñèãíàë íà äëèíå âîëíû 308 íì, ïîëó÷åííûé ñ äèñòàíöèè õ; Nô — ôîíîâûé 
ñèãíàë; R(x) — îòíîøåíèå ðàññåÿíèÿ, èçìåðåííîå íà äëèíå âîëíû 532 íì; βì(x) — ìîëåêóëÿðíûé 
êîýôôèöèåíò îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ (áåðåòñÿ èç ìîäåëè); Ò2(õ) — êâàäðàò ïðîçðà÷íîñòè àòìîñôåðû, îáó-
ñëîâëåííîé ñóììàðíûì îñëàáëåíèåì çà ñ÷åò ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ è àýðîçîëüíîãî îñëàáëåíèÿ ñâåòà 
 

 (15) 
 
Ïîãðåøíîñòü èñõîäíûõ äàííûõ âû÷èñëÿëàñü ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: 
 

 
 

Çäåñü 2 2 2( )
R R

R xσ = δ ⋅  — äèñïåðñèÿ îøèáêè îòíîøåíèÿ ðàññåÿíèÿ. Âåëè÷èíà δR â ñîîòâåòñòâèè ñ äàí-

íûìè ðàáîòû [11] çàäàâàëàñü ðàâíîé 7%. 
 

 
 

Ðèñ. 3. Êîýôôèöèåíò ìîëåêóëÿðíîãî ïîãëîùåíèÿ îçîíà 
3O
,α ïîëó÷åííûé èç ëèäàðíûõ äàííûõ 

 
Äëÿ îáðàáîòêè èñïîëüçîâàëèñü ëèäàðíûå ýõîñèãíàëû, ïîëó÷åííûå â ðàçëè÷íûå ñðîêè â 1989 ã. 

(ÿíâàðü—ìàðò). Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû âîññòàíîâëåííûå èç ëèäàðíûõ äàííûõ ïðîôèëè ìîëåêó-
ëÿðíîãî êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ îçîíà 

3O
,α  ñîîòâåòñòâóþùèå ñðîêàì 4.01.89; 6.01.89 è 28.02.80 

(ðèñ. 3, á) è 22.02.89, 3.03.89 (ðèñ. 3, à). Ïåðåñ÷åò 
3O

α  â êîíöåíòðàöèþ O3 ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè 

èçâåñòíî ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ îçîíà íà äëèíå âîëíû 308 íì. Íà ðèñ. 3, á ïðîôèëè 
3O

α  ïîëó÷åíû ñ 

ïîìîùüþ ñãëàæèâàþùèõ ñïëàéíîâ èç ðåøåíèÿ áåçóñëîâíîé çàäà÷è (7), íà ðèñ. 3, à — ñ ïîìîùüþ 
äåñêðèïòèâíûõ ñïëàéíîâ. Âèäíî, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå êà÷åñòâåííî ïðîôèëè 

3O
α  íå ïðîòèâîðå÷àò 

ôèçè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì î âûñîòíîì ðàñïðåäåëåíèè îçîíà. Äëÿ óâåðåííîé êîëè÷åñòâåííîé èí-
òåðïðåòàöèè ëèäàðíûõ ñèãíàëîâ íåîáõîäèìî ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè íåçàâèñèìîãî ýêñïåðèìåíòà 
(íàïðèìåð, ñðàâíåíèå ñ äàííûìè îçîíîìåòðà), âûïîëíåííîãî ñèíõðîííî ñ ëèäàðíûì çîíäèðîâàíèåì. 

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ äåñêðèïòèâíûõ ñãëàæèâàþùèõ 
ñïëàéíîâ ìîæåò áûòü óñïåøíî èñïîëüçîâàí äëÿ îáðàáîòêè äàííûõ ëàçåðíîãî çîíäèðîâàíèÿ àòìîñôåðû. 
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Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü Â.Í. Ìàðè÷åâó è À.Â. Åëüíèêîâó çà ëþáåçíî ïðåäîñòàâëåí-
íûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïî ëèäàðíîìó çîíäèðîâàíèþ îçîííîãî ñëîÿ àòìîñôåðû. 
 

Ï ð è ë î æ å í è å  1  
 

Ââåäåì âåêòîð âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ 
 

 
 
êîòîðûé ñâÿçàí ñ âåêòîðîì çíà÷åíèé ñïëàéíà 
 

 
 
ìàòðè÷íûì ñîîòíîøåíèåì [3] 
 

.Am Hs=  (Ï1) 
 

Ýëåìåíòû òðåõäèàãîíàëüíûõ ìàòðèö A, Í îïðåäåëÿþòñÿ ïðèíÿòûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè [3]. 
Çäåñü ìû îãðàíè÷èìñÿ çàïèñüþ âûðàæåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèö A, Í äëÿ «åñòåñòâåííûõ» êðàåâûõ 
óñëîâèé 
 

 
 
Òîãäà âåêòîð m èìååò âèä 
 

 
 

à ýëåìåíòû ìàòðèöû À ðàçìåðà (n—2)×(n—2) îïðåäåëÿþòñÿ êàê 
 

 
 

ãäå hi = xi+1—xi > 0, 1 ≤ i ≤ n–1. 
Ìàòðèöà Í ðàçìåðîì (n—2)×n èìååò ýëåìåíòû 

 

 
 

Äëÿ äðóãèõ êðàåâûõ óñëîâèé ìàòðèöû À è Í èìåþò ðàçìåð (n×n) è îòëè÷àþòñÿ ïåðâîé è ïî-
ñëåäíåé ñòðîêîé. Èñïîëüçóÿ âåêòîð m, ôóíêöèîíàë (4) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 
 

 (Ï2) 
 

Òîãäà èç (Ï1) è (Ï2) íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò 
 

 (Ï3) 
 

ãäå Q — ìàòðèöà ðàçìåðîì (n×n) 
 

 (Ï4) 
 

Ðàññìîòðèì ñâÿçü êîýôôèöèåíòîâ ñïëàéíà ai, bi, ñi, di ïðåäñòàâëåíèÿ (2) ñ âåêòîðîì s. Ìîæíî 
ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû à, b, ñ, ñîñòàâëåííûå èç êîýôôèöèåíòîâ ài, bi, ci, ñâÿçàíû ñî ñëåäóþùèìè 
ìàòðè÷íûìè ñîîòíîøåíèÿìè: 
 

0 1 2
, , ,a D s b D s c D s= = =  

 

ãäå D0 — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà; D1, D2 ìàòðèöû ðàçìåðîì (n×n) è (n—2)×n: 
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Çäåñü L — ìàòðèöà ðàçìåðîì (n×n) ñ ýëåìåíòàìè 
 

 
 

Ò—ìàòðèöà n×(n—2) ñ ýëåìåíòàìè 
 

 
 

Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé li-þ ïðîèçâîäíóþ îãðàíè÷åíèé (6) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 
 

 (Ï5) 
 

ãäå ilD — îçíà÷àåò i-þ ñòðîêó ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû Dl, l = 0, 1, 2. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå çà-
ïèñü (Ï4), ñèñòåìó îãðàíè÷åíèé (6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà 
 

 (Ï6) 
 

â êîòîðîì ìàòðèöà D èìååò ðàçìåð (Nr×n) è ñîñòàâëåíà èç ýëåìåíòîâ ñòðîê , 1 .il

r
D i N≤ ≤  

 
Ï ð è ë î æ å í è å  2  

 

Ñïëàéí s
α
, ïîëó÷åííûé èç (11), (12) ìîæíî ïðåäñòàâèòü, ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê 

 

 
ãäå 

 (Ï7) 
 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðåøåíèå ,s
α
�  äîñòàâëÿþùåå áåçóñëîâíûé ìèíèìóì (8), èìååò âèä 

 

 
 
èëè ñ ó÷åòîì (Ï4) 
 

 (Ï8) 
 

ãäå ò 1 1( ) .R H A H P P
− −

= α +
�  

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöû R è R�  òîæäåñòâåííî ðàâíû, ñëåäîâàòåëüíî ñïëàéí s
α
 = .s

α
�  
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Y u . Å .  V o s k o b o i n i k o v ,  Ì . Y u .  K a t a e v ,  A . A .  M i t s e l ’ . Solution of the Inverse Problem 
on Monitoring the Atmospheric Gas Composition Using the Descriptive Smoothing Splines. 
 

The paper presents a new approach to solving the problem on interpretation of lidar data on the atmospheric 
gas composition. The approach is based on the use of descriptive smoothing splines. The use of splines allows one to 
take into account a priori information in the function sought The a priori information can be presented in the form of 
inequalities between the spline and the function of its derivatives. Some results of numerical studies and processing 
experimental data are presented. 


