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ÍÎÂÛÉ ÌÅÕÀÍÈÇÌ ÁÈÑÒÀÁÈËÜÍÎÑÒÈ ÏÐÈ ÃÅÍÅÐÀÖÈÈ 
ÂÒÎÐÎÉ ÃÀÐÌÎÍÈÊÈ Â ÐÅÇÎÍÀÒÎÐÅ Ñ ÂÍÅØÍÅÉ ÍÀÊÀ×ÊÎÉ 
 
 

Ðàññìîòðåíà ãåíåðàöèÿ âòîðîé ãàðìîíèêè â êîëüöåâîì ðåçîíàòîðå ñ âíåøíåé íàêà÷êîé íà îñíîâíîé ÷àñ-
òîòå. Ïîêàçàíî, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü áèñòàáèëüíîé è ìóëüòèñòàáèëüíîé. Äëÿ ðåàëèçàöèè ýòèõ ðå-
æèìîâ ðàáîòû íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïðèâåäåííàÿ äëèíà íåëèíåéíîé ñðåäû (îòíîøåíèå äëèíû ñðåäû ê äëèíå 
ïðåîáðàçîâàíèÿ) áûëà äîñòàòî÷íî âåëèêà (t 4). 

 
 

Ãåíåðàöèÿ âòîðîé ãàðìîíèêè (ÃÂÃ) â ðåçîíàòîðå ñ âíåøíåé íàêà÷êîé, âíóòðü êîòîðîãî ïîìåùåí 
íåëèíåéíûé êðèñòàëë, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñ äâóõ òî÷åê çðåíèÿ. Ñ îäíîé ñòîðîíû, â ðåçîíàòîðå íà-
ðÿäó ñ ïîâûøåíèåì ýôôåêòèâíîñòè ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ âûõîäíîé èíòåíñèâíîñòüþ 
âòîðîé ãàðìîíèêè (ÂÃ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïàññèâíûé ðåçîíàòîð, ñîäåðæàùèé íåëèíåéíóþ ñðåäó, 
ïðåäñòàâëÿåò íåëèíåéíóþ ñèñòåìó ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ è ñïåöèôè÷åñêèì ìåõàíèçìîì ñâÿçè âîëíû íà-
êà÷êè è ÂÃ. Ïîýòîìó ìîæíî îæèäàòü ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ñòàöèîíàðíûõ (áèñòàáèëüíîñòè [1] è ìóëüòè-
ñòàáèëüíîñòè) è íåñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ (íàïðèìåð, òàêèõ, êàê ñàìîïóëüñàöèè [2, 3]). 

Â ðàáîòàõ [1—3] ðàññìîòðåíà ÃÂÃ â ïàññèâíîì ðàçîíàòîðå ñ «äâîéíîé» îáðàòíîé ñâÿçüþ äëÿ ïî-
ëåé ñ ÷àñòîòàìè ω è 2ω. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëîñü ïðèáëèæåíèå òî÷å÷íîé ñðåäû, ò. å. ïðåíåáðåãàëîñü 
ýôôåêòàìè ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ðàññìîòðåëè ñëó÷àé îäíîé îáðàòíîé ñâÿçè òîëü-
êî äëÿ ÂÃ, íî ó÷ëè èçìåíåíèå àìïëèòóäû ÂÃ â ðåçóëüòàòå âçàèìîäåéñòâèÿ, â òîì ÷èñëå çà ñ÷åò îáðàò-
íîé ðåàêöèè íà âîëíó íàêà÷êè. Ýòî ïðèâåëî ê îáíàðóæåíèþ íîâûõ, íåèçâåñòíûõ ðàíåå ðåæèìîâ. 

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ÃÂÃ â ðåçîíàòîðå íåîáõîäèìî çíàòü ïîâåäåíèå ÂÃ ïðè ãåíåðàöèè â ïîëó-
áåñêîíå÷íîé ñðåäå ñ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè êîìïëåêñíûõ àìïëèòóä íà ãðàíèöå. Â ï. 1 ïðîàíàëè-
çèðîâàíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ïðîöåññà â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷å-
ñêèõ è ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ÃÂÃ â ïàññèâíîì ðåçîíàòîðå ïðåäñòàâëåíû â ï. 2. Íàéäåíû óñëîâèÿ 
âîçíèêíîâåíèÿ íåñêîëüêèõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé è èññëåäîâàíà èõ óñòîé÷èâîñòü. 
 

1. Îáùèå ñâîéñòâà ÃÂÃ áåç ðåçîíàòîðà 
 

Ïðè ðàññìîòðåíèè ÃÂÃ â ðåçîíàòîðå ñ îáðàòíîé ñâÿçüþ òðåáóþòñÿ ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è î 
ñòàöèîíàðíîé ÃÂÃ â ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäå ñ ïðîèçâîëüíûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè íà ãðàíèöå ñðå-
äû. Â ñëó÷àå òî÷íîãî ôàçîâîãî ñèíõðîíèçìà Δê = 2ê1—ê2 = 0 ýòî ðåøåíèå ïðèâåäåíî â [4]. Äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ çíà÷åíèé Δê èçìåíåíèÿ ñ ðàññòîÿíèåì àìïëèòóäû ÂÃ a2(z) è ôàç âîëí ñ ÷àñòîòàìè ω è 
2ω—ϕ1(z) è ϕ2(z) ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä [5]: 
 

 (1) 
 

 (2) 
 

 (3) 

 
ãäå ðàññòîÿíèå z îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ãðàíèöû íåëèíåéíîé ñðåäû; z0 îïðåäåëÿåòñÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëî-
âèÿ; σ — êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîé ñâÿçè; Δ = Δê/2σÅ — ïðèâåäåííàÿ îòñòðîéêà, à ïàðàìåòð ýëëèï-
òè÷åñêîãî ñèíóñà m = (å2—e3)/(e1—e3) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (À1, ñì. Ïðè-
ëîæåíèå À) å1 > å2 > å3. Èíòåãðàëû â âûðàæåíèÿõ (2), (3) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ýëëèïòè÷åñêèå 
ôóíêöèè (ñì. (Á1), (Á2) Ïðèëîæåíèå (Á). Âõîäÿùèå â (1)—(3) âåëè÷èíû Å è Ñ ñîõðàíÿþòñÿ ïðè 
ðàñïðîñòðàíåíèè âîëí â ñðåäå [4, 6]: 
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 (4) 
 

 (5) 

 

ãäå ψ = 2ϕ1—ϕ2 — ðàçíîñòü ôàç. Ðåøåíèå (1) îïèñûâàåò ïåðèîäè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå ýíåðãèè ÂÃ â 
èçëó÷åíèå íà îñíîâíîé ÷àñòîòå è îáðàòíûé ïðîöåññ, çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ ñëó÷àåâ. Êîãäà àìïëèòóäû 
âîëí è ðàçíîñòü ôàç íà ãðàíèöå òàêèå, ÷òî à2(0)cosψ(0) = ΔÅ (Ñ = Δ), òî âñÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïðåîá-
ðàçóåòñÿ âî âòîðóþ ãàðìîíèêó â ïðåäåëå z → ∞. Äðóãîé ïðèìåð íåïåðèîäè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ — ýòî 
ôàçîâûå öåíòðû (ñì., íàïðèìåð, [6]), ãäå àìïëèòóäû âîëí íå èçìåíÿþòñÿ ñ ðàññòîÿíèåì. Ðàçíîñòü ôàç, 
êàê ñëåäóåò èç (5), òîæå ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé z. Îòìåòèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûé ïåðèîä 
 

 (6) 
 
ãäå K(m) — ýëëèïòè÷åñêèé èíòåãðàë ïåðâîãî ðîäà, à òàêæå ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèÿ 
àìïëèòóäû ÂÃ 
 

 (7) 

 

çàâèñÿò, êðîìå íåëèíåéíîñòè è îòñòðîéêè Δê, îò àìïëèòóä âîëí è ðàçíîñòè ôàç íà ãðàíèöå è îäíî-
çíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíàìè Å è Ñ. Ïðè êà÷åñòâåííîì îïèñàíèè óäîáíî èñïîëüçîâàòü ôàçîâûé 
ïîðòðåò [6], íà êîòîðîì Ñ îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ (Å = const). Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå 

min 1 3
T e e E= π − σ  äîñòèãàåòñÿ â ôàçîâûõ öåíòðàõ, ãäå m = 0, |Ñ| = |Ñmàõ|. Ïåðèîä Ò óâåëè÷èâàåòñÿ 

ïðè Ñ → Δ, ò.å. ïðè ïðèáëèæåíèè òðàåêòîðèè ê ñåïàðàòðèñå (Ñ = Δ, m = 1), ãäå îáðàùàåòñÿ â ∞. 
Ãëóáèíà ìîäóëÿöèè (àmàõ—amin) ìàêñèìàëüíà ïðè Ñ = 0 è óìåíüøàåòñÿ äî íóëÿ ïðè óâåëè÷åíèè |Ñ| äî 
|Ñ| = |Ñmàõ| â ôàçîâûõ öåíòðàõ. 

Â ñëó÷àå Δê = 0 èç (2) è (4) ñëåäóåò, ÷òî ϕ1(z) è ϕ2(z) ìîíîòîííî âîçðàñòàþò èëè óáûâàþò â çà-

âèñèìîñòè îò çíàêà Ñ. Êîãäà 
2

π
ϕ = −  (Ñ = 0) àìïëèòóäà ÂÃ a2(z) óáûâàåò, îáðàùàÿñü â íóëü ïðè 

0
/ .z z E= σ�  Â ýòîé òî÷êå ôàçà ÂÃ ñêà÷êîì èçìåíÿåòñÿ íà π (ñì. Ïðèëîæåíèå Á) è ïðîèñõîäèò ïåðå-

õîä íà âåòâü ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùóþ .
2

π
ψ =  Ïðè Δê ≠ 0 ôàçû âîëí ìîíîòîííî çàâèñÿò îò z, åñëè 

íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òàêèå, ÷òî 2 10, ,C C C C
Φ Φ

≤ < Δ < ≤  ãäå ÷åðåç 1C
Φ  è 2C

Φ  îáîçíà÷åíû çíà÷åíèÿ Ñ 

â ôàçîâûõ öåíòðàõ. 
 

2. Ãåíåðàöèÿ ÂÃ â ðåçîíàòîðå ñ âíåøíåé íàêà÷êîé 
 

Ïîìåñòèì íåëèíåéíóþ ñðåäó, äëèíîé l, â êîëüöåâîé ðåçîíàòîð. Â êà÷åñòâå íàêà÷êè èñïîëüçóåì 
èçëó÷åíèå âíåøíåãî ëàçåðà ñ ÷àñòîòîé ω. Ïóñòü çåðêàëà ðåçîíàòîðà ïðîçðà÷íû äëÿ âîëíû íàêà÷êè, 
òîãäà ðåçîíàòîðíûå óñëîâèÿ âîçíèêàþò äëÿ ÂÃ 
 

 
 

 (8) 
 

ãäå Δt = (lð—l)/ñ, lð — äëèíà ðåçîíàòîðà; α — êîýôôèöèåíò îñëàáëåíèÿ çà ïðîõîä; δ — ðàññòðîéêà 
ðåçîíàòîðà. Â ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå àìïëèòóäà è ôàçà ÂÃ as(z) è ϕs(z) íå çàâèñÿò îò âðåìåíè è óäîâ-
ëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé 
 

 (9) 
 

 (10) 
 

Î÷åâèäíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå àìïëèòóäà è ôàçà íà âûõîäå íåëèíåéíîé ñðåäû as(l) è ϕs(l) äàåòñÿ ðå-
øåíèåì ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è î ÃÂÃ áåç ðåçîíàòîðà (1), (3) ñ ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè as(0), ϕs(0). 
Çíà÷åíèÿ à1(0) è ϕ1(0) ïîñòîÿííû è îïðåäåëÿþòñÿ èçëó÷åíèåì âíåøíåãî ëàçåðà. Ïîñêîëüêó ÃÂÃ çàâè-
ñèò òîëüêî îò ðàçíîñòè ôàç íà ãðàíèöå, òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ϕ1(0) = 0 è 
ψ(0, t) = —ϕ2(0, t). 



 

 Íîâûé ìåõàíèçì áèñòàáèëüíîñòè 139 
 

Êîãäà îòñòðîéêà îò òî÷íîãî ôàçîâîãî ñèíõðîíèçìà Δê = 0 è ôàçîâûå ñêîðîñòè âîëí â ñðåäå ñî-
ãëàñîâàíû, âðåìåííóþ ýâîëþöèþ ìîæíî èññëåäîâàòü, èñïîëüçóÿ ìåòîä îòîáðàæåíèé Ïóàíêàðå. Åñëè 
àn(0), ϕn(0) — çíà÷åíèÿ íà n-ì îáõîäå ðåçîíàòîðà íà âõîäå â íåëèíåéíóþ ñðåäó, òîãäà àn(l), ϕn(1) íà 
âûõîäå îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèé (1), (3) ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è áåç ðåçîíàòîðà, à óñëîâèÿ (8) äàþò 
çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû è ôàçû íà n+1 îáõîäå. Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì îòîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò íàé-
òè çíà÷åíèå àìïëèòóäû è ôàçû ÂÃ ÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè, êðàòíûå âðåìåíè îáõîäà ðåçîíàòîðà. 
Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ (9), (10) ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè îòîáðàæåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â 
îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè, ãäå êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà ÂÃ ìàëî èçìåíÿåòñÿ çà âðåìÿ, ðàâíîå 
âðåìåíè îáõîäà ðåçîíàòîðà, ïðè îïèñàíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â ñðåäå ìîæíî ïðèáëèæåííî 
èñïîëüçîâàòü ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîé çàäà÷è (1), (3) â òîì ñëó÷àå, åñëè Δê/ê2 � 1. 

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè íàéäåì îòîáðàæåíèå, ñâÿçûâàþùåå ìàëûå 
îòêëîíåíèÿ îò íåïîäâèæíîé òî÷êè 
 

 
 

íà n è n+1 ïðîõîäàõ. Â Ïðèëîæåíèè Â ïðèâåäåíû êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû Ò 
 

 (11) 
 

Ïåðåéäåì â (11) ê ïåðåìåííûì õ = à2ñîsϕ2, ó = a2sinϕ2. Íåïîäâèæíàÿ òî÷êà óñòîé÷èâà, åñëè ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû T�  â íîâûõ ïåðåìåííûõ λ1 è.λ2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 1,2 1.λ <  

 

à) Ñëó÷àé òî÷íîãî ðåçîíàíñà è ñèíõðîíèçìà (δ = 0 è Δê = 0) 
 

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóùåñòâîâàëî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (10), ñîîòâåòñòâóþùåå n = 0, íåîáõîäèìî, ÷òî-
áû íåëèíåéíîå èçìåíåíèå ôàçû ÂÃ çà ïðîõîä Δϕ = ϕ2(l)—ϕ2(0) áûëî ðàâíî íóëþ. Ýòî âîçìîæíî 

òîëüêî â îäíîì ñëó÷àå ïðè (0) ,
2

π
ψ =  Ñ = 0. Ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû íà âõîäå â íåëèíåé-

íóþ ñðåäó äàåòñÿ âûðàæåíèåì 
 

 (12) 
 

Ýòî ðåøåíèå ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé ïðèâåäåííîé äëèíû íåëèíåéíîé ñðåäû l/L (L = 1/σa1(0) — äëèíà 
ïðåîáðàçîâàíèÿ) è ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé äîáðîòíîñòè ðåçîíàòîðà. 

Äëÿ Ñ = 0 è l . L èç (B1)—(Â4) ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè â âèäå 
 

 (13) 
 

Êàê ïîêàçûâàåò ÷èñëåííûé àíàëèç, (13) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé äîáðîòíîñòè ðåçîíàòîðà, åñëè 
l < lêð = 3,6 L. Äëÿ äëèí, áîëüøèõ êðèòè÷åñêîé, ïðè «ñðåäíèõ» α ïîÿâëÿåòñÿ îáëàñòü íåóñòîé÷èâîñòè, 
êîòîðàÿ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì ïðèâåäåííîé äëèíû. Ïðè àíàëèçå ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòîé÷èâî-
ñòè îáðàòèìñÿ ê ôàçîâîìó ïîðòðåòó. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ äëèí ñòàöèîíàðíàÿ àìïëèòóäà à2(0)/Å ≈ α. 

Ïóñòü ñòàöèîíàðíûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû è ôàçû ÂÃ ïðè ðàçëè÷íûõ α ïîëó÷àþò îäíî è òî æå ïðè-
ðàùåíèå δà0 è δϕ0. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâóþùèå âîçìóùåííûì çíà÷å-
íèÿì òî÷êè ïîïàäàþò íà ñàìûå óäàëåííûå îò ñåïàðàòðèñû òðàåêòîðèè, êîãäà α ≈ 1—α. Äëÿ òàêèõ α èç-
ìåíåíèå ôàçû ÂÃ çà îäèí ïðîõîä áóäåò ìàêñèìàëüíûì. Â îáëàñòè ìàëûõ Ñ Δϕ ëèíåéíî çàâèñèò îò Ñ 
(Á4). Ïîýòîìó åñëè äëèíà íåëèíåéíîé ñðåäû òàêàÿ, ÷òî 

0
2 ,Δϕ > δϕ  òî íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ 

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ δϕ è ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñòàíåò íåóñòîé÷èâûì. Î÷åâèäíî, ÷òî òèï íåóñòîé÷èâî-
ñòè — «ñåäëî», ò. å. ïðè âîçìóùåíèè òîëüêî àìïëèòóäû ñèñòåìà âîçâðàùàåòñÿ â íåïîäâèæíóþ òî÷êó. 

Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (9), (10) äëÿ n = ±1 ñóùåñòâóåò â íåêîòîðîé îáëàñòè äîáðîòíîñòè ðåçî-
íàòîðà, åñëè íåëèíåéíîå èçìåíåíèå ôàçû ÂÃ çà ïðîõîä ñîñòàâëÿåò ±2π. Âåëè÷èíà |Δϕ| çà ïåðèîä Ò (Ò 

îïðåäåëåí â (6)) âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì |Ñ| è ìàêñèìàëüíà â ôàçîâûõ öåíòðàõ, ãäå 
max

1
.

3 3
C C= = . Òàê 

êàê Ò ìèíèìàëåí â ôàçîâûõ öåíòðàõ, òî äëÿ ñðåä ñ äëèíîé 
2

3
l T L

Φ
≥ = π  íåëèíåéíîå èçìåíåíèå ôàçû 

ìàêñèìàëüíî äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôàçîâûì öåíòðàì 
2 2
(0) / 3a a E

Φ
= =  è 

ψ(0) = 0, π. Ïîýòîìó ìèíèìàëüíóþ äëèíó ìîæíî íàéòè èç óñëîâèÿ 
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 (14) 

 

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè I = lmin (9) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ α = 1. Ïðè óâåëè÷åíèè äëèíû íåëèíåéíîé 
ñðåäû óðàâíåíèÿ (9) è (10) èìåþò ðåøåíèÿ â íåêîòîðîì äèàïàçîíå äîáðîòíîñòè ðåçîíàòîðà. Íà 
ðèñ. 1, à ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ (9) è (10) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êîýôôè-
öèåíòà îñëàáëåíèÿ çà îäèí ïðîõîä. Îáëàñòè óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé ïîêàçàíû íåïðå-

ðûâíîé ëèíèåé, à îáëàñòè íåóñòîé÷èâîñòè — øòðèõîâîé. Â ñëó÷àå n = ±1 ìàòðèöà T�  íàõîäèëàñü 
÷èñëåííî. Ïîëó÷åíî, ÷òî íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì èëè íåóñòîé÷èâûì «ôîêóñîì». 
Îòìåòèì, ÷òî ýòîìó ñòàöèîíàðó ñîîòâåòñòâóþò äâà íàáîðà çíà÷åíèé ðàçíîñòè ôàç íà âõîäå, ò. ê. ïðè 
Δê = 0 íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ψ(0) è π—ψ(0) äàþò îäèíàêîâûå ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëèòóä â ñðåäå. 

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ 2 / 4l L ≥ π  âîçíèêàåò òðåòüå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, îòâå÷àþùåå 
Δϕ = ±4 π (ðèñ. 2). Òàêèì îáðàçîì, äàæå â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå Δê = 0 è δ = 0 ìîæíî ïîëó÷èòü áèñòà-
áèëüíîñòü è ìóëüòèñòàáèëüíîñòü ïðè äîñòàòî÷íî äëèííîé ñðåäå ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ äëèí ïðåîáðàçî-
âàíèÿ L. 
 

á) Ñëó÷àé íåíàñòðîåííîãî ðåçîíàòîðà (δ ≠ 0) 
 

Ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå ñ n = 0 è δ < π ñóùåñòâóåò â íåêîòîðîì äèàïàçîíå à, êîãäà íåëèíåéíûé íà-
áåã ôàçû ïðè îäíîêðàòíîì îáõîäå ðåçîíàòîðà êîìïåíñèðóåò ëèíåéíûé, îáóñëîâëåííûé ðàññòðîéêîé, ò.å. 
Δϕ = δ. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé äëèíû íåëèíåéíîé ñðåäû, â òîì ÷èñëå è êî-
ðîòêîé (l/L n 1), êîãäà ñïðàâåäëèâî ïðèáëèæåíèå çàäàííîãî ïîëÿ. Åñëè δ > π, òî ïðè ëþáîé äëèíå l/L 
ìîæíî âûïîëíèòü óñëîâèå Δϕ2+δ = 2π. Ïðè÷åì ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû áóäåò òàêèì æå, êàê â 
ñëó÷àå δ′ = δ—π. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî Δϕ äëÿ ðàññòðîåê δ è δ′ ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü çíàêîì, çíà÷èò 
ðàçíîñòè ôàç íà âõîäå â ýòèõ ñëó÷àÿõ ψ(0) è π—ψ(0), à àìïëèòóäû ðàâíû. Êîãäà δ = π, ðàçíîñòü ôàç â 

ñòàöèîíàðíîì ñîñòîÿíèè (0) ,
2

π
ψ = −  à àìïëèòóäó ìîæíî âû÷èñëèòü èç (12) ïðè z0 < 0. 

 

  
 

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü ñòàöèîíàðíîé àìïëèòóäû ÂÃ îò 
äîáðîòíîñòè ðåçîíàòîðà äëÿ à) δ = 0, Δ = 0, l/L = 4,4; 
á) δ = 0,2, Δ = 0, l/L = 5,5; â) δ = 0, Δ = 0,05, 
1/L = 4,4. Êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèîíàðíûì àìïëè-
òóäàì ñ íåëèíåéíûì èçìåíåíèåì ôàçû çà ïðîõîä Δϕ = δ, 
2 è 3 — Δϕ = δ±2π (â ñëó÷àå δ = 0 è Δ = 0 ñòàöèîíàðíûå 
ñîñòîÿíèÿ ñ Δϕ = ±2π; èìåþò îäèíàêîâûå àìïëèòóäû). 
Óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå îáëàñòè îáîçíà÷åíû íåïðå-
ðûâíîé è ïóíêòèðíîé ëèíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî 

 

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ñòàöèîíàðíîé àìïëèòóäû ÂÃ îò 
äîáðîòíîñòè ðåçîíàòîðà äëÿ δ = 0, Δ = 0, l/L = 10 

 

Äëèíó, ïðè êîòîðîé â íåêîòîðîé îáëàñòè α ñóùåñòâóþò îäíîâðåìåííî äâà ðåøåíèÿ, ìîæíî íàéòè 
èç óñëîâèÿ 1 2 ,

ΦΔϕ + δ ≥ π  ãäå èñïîëüçóåòñÿ (Á5) â ôàçîâîì öåíòðå Φ1 (Δϕ > 0). Ïðè óâåëè÷åíèè l/L 

òàê, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ 2 2 ,ΦΔϕ + δ ≥ π  ïîÿâëÿåòñÿ òðåòüå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå (ðèñ. 1, á). Âèäíî, ÷òî 
äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ïðèâåäåííûõ â ïîäïèñè ê ðèñóíêó, åñòü îáëàñòü äîáðîòíîñòè, â êîòîðîé 
äâà ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿ, îòâå÷àþùèõ Δϕ+δ = ±2π, îäíîâðåìåííî óñòîé÷èâû. 
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Êîãäà íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàöèîíàðó ñ n = 0, ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâîé, íà 
ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïîÿâëÿåòñÿ ïàðà òî÷åê 1 è 2 òàêèõ, ÷òî åñëè ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â 1, òî ÷åðåç îáõîä 
îíà îêàçûâàåòñÿ â 2 è çàòåì âîçâðàùàåòñÿ íàçàä. Â ñëåäóþùåé ðàáîòå ìû ïîêàæåì, ÷òî òàêîå ïîâåäå-
íèå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ÃÂÃ â âèäå ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ. 
 

â) Ñëó÷àé íåòî÷íîãî ôàçîâîãî ñèíõðîíèçìà (Δê ≠ 0, δ = 0) 
 

Â ýòîì ñëó÷àå èç (4) ñëåäóåò, ÷òî îäíîïðîõîäîâàÿ çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèé, äëÿ êîòîðûõ 
ϕ2(z) ≡ ϕ2(0). Íî ïðè ëþáîé äëèíå íåëèíåéíîé ñðåäû ìîæíî íàéòè ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñ ϕ2(l) = ϕ2(0), ò. 
å. ëèíåéíûé íàáåã ôàçû, îáóñëîâëåííûé îòñòðîéêîé îò òî÷íîãî ñèíõðîíèçìà, â òî÷íîñòè ñêîìïåíñèðîâàí 
íåëèíåéíûì èçìåíåíèåì ôàçû. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîæíî ïîñòðîèòü ðåøåíèå ñ Δϕ = 0 â íåêîòîðîé îáëàñòè 
α. Äëèíó, ïðè êîòîðîé ïîÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñ Δϕ = ±2π, ìîæíî îöåíèòü, âíîâü èñïîëüçóÿ (Á5). Êàê ïîêà-
çûâàþò ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïðè Δê ≠ 0 ìîæåò ïðîèñõîäèòü èçìåíåíèå òèïà óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî 
ñîñòîÿíèÿ ñ Δϕ = 0: «óçåë» ïðåîáðàçóåòñÿ â «ôîêóñ». Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò îáëàñòü äîáðîòíîñòè, ïðè 
êîòîðîé îäíîâðåìåííî óñòîé÷èâû ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ñ Δϕ = ±2π (ðèñ. 1, â) (çäåñü âåðõíèé ñòàöèî-
íàð óñòîé÷èâ ïðè 0,8 ≤ α ≤ 0,81), à òàêæå ñ Δϕ = 0 è Δϕ = —2π. 
 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçîâàíèå ðåçîíàòîðíîé ñèñòåìû ÃÂÃ ïðèâîäèò íå òîëüêî ê ïîâûøåíèþ ýô-
ôåêòèâíîñòè ïðåîáðàçîâàíèÿ èçëó÷åíèÿ, íî è ê âîçíèêíîâåíèþ íîâûõ ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàð-
íûõ ðåæèìîâ. Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà ìîæåò ñòàòü áèñòàáèëüíîé èëè ìóëüòèñòàáíëüíîé, à ïðè îïðåäå-
ëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò âîîáùå îòñóòñòâîâàòü. Ïðè ìàëûõ 
çíà÷åíèÿõ l/L (L = 1/σa1(0) — äëèíà ïðåîáðàçîâàíèÿ) èñïîëüçîâàíèå ðåçîíàòîðà ëþáîé äîáðîòíî-
ñòè íå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ ðåæèìîâ. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñàìî ïî ñåáå óâåëè÷åíèå èíòåí-
ñèâíîñòè âòîðîé ãàðìîíèêè, áëàãîäàðÿ ðåçîíàòîðíîìó ýôôåêòó, íå äàåò óâåëè÷åíèÿ íåëèíåéíîãî íà-
áåãà ôàçû, äîñòàòî÷íîãî äëÿ âîçíèêíîâåíèÿ íîâîãî (âòîðîãî) ðåøåíèÿ. Ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ êðèòè-
÷åñêàÿ (ïîðîãîâàÿ) âåëè÷èíà l/L, ïîñëå ïðåâûøåíèÿ êîòîðîé âîçíèêàþò íîâûå ðåøåíèÿ â ñõåìàõ ñ 
äîñòàòî÷íî äîáðîòíûìè ðåçîíàòîðàìè. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè íåëèíåéíîñòè íåëèíåéíûé íàáåã 
ôàçû ìîæåò ñòàòü êðàòíûì 2π, ÷òî ïðèâîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ ìóëüòèñòàáèëüíûõ ðåøåíèé. Îäíàêî ïðè 
ôèêñèðîâàííîì, âûøå êðèòè÷åñêîãî, çíà÷åíèè l/L íîâûå äîïîëíèòåëüíûå ðåøåíèÿ âîçíèêàþò òîëüêî ïî 
äîñòèæåíèè ìèíèìàëüíîãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ äîáðîòíîñòè ðåçîíàòîðà. Ðàññìîòðåííûå ðåæèìû âåñüìà 
÷óâñòâèòåëüíû ê èçìåíåíèþ äîáðîòíîñòè ðåçîíàòîðà â êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â 
ñõåìàõ ìîäóëÿöèè èçëó÷åíèÿ ÂÃ. Îäíèì èç âàðèàíòîâ ýòèõ ðåæèìîâ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ñâîåîáðàçíûé ðå-
æèì ïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèõñÿ ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ, êîòîðûé áóäåò ðàññìîòðåí îòäåëüíî. 
 

Ï ð è ë î æ å í è å  À  
 

Â âûðàæåíèÿõ (1)—(3) ÷åðåç e1 > e2 > e3 îáîçíà÷åíû êîðíè êóáè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ 
 

 (A1) 
 

ñ êîýôôèöèåíòàìè 
 

 
 

 (A2) 

 

Â îáùåì âèäå êîðíè óðàâíåíèÿ (À1) ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå Êàðäàíî [7] 
 

 (A3) 

 

ãäå 

 (A4) 

 

Ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ êîðíåé â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ ñåïàðàòðèñû, êîãäà Ñ = Δ 
 

 (A5) 

 

Â ñëó÷àå, åñëè Ñ = 0 (ýòî óñëîâèå îïðåäåëÿåò òðàåêòîðèþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò) 
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 (A6) 

 

Äëÿ ôàçîâûõ öåíòðîâ 
 

 
 

 (A7) 

 

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Δê = 0, òî êîðíè äëÿ ôàçîâûõ öåíòðîâ Φ1 è Φ2 ñîâïàäàþò. 
 

Ï ð è ë î æ å í è å  Á  
 

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ Δê èçìåíåíèå ôàç âîëíû íàêà÷êè è ÂÃ ñ ðàññòîÿíèåì èìååò âèä 
 

  (Á1) 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 (Á2) 

 

ãäå m — ïàðàìåòð ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé, à ïàðàìåòðû ýëëèïòè÷åñêîãî èíòåãðàëà Π(m1,2; t/m) 
 

 (Á3) 

 

èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ 0 ≤ m1 ≤ 1, Êîãäà Δê = 0 è Ñ = 0 ( (0)
2

π
ψ = ±  èëè a2(0) = 0), ðåøåíèå (1) ïåðå-

õîäèò â õîðîøî èçâåñòíîå ðåøåíèå â âèäå ãèïåðáîëè÷åñêîãî òàíãåíñà [4]. Ïðè 
2

π
ψ → ±  ïîâåäåíèå ôàçû 

ÂÃ ìîæíî ïîëó÷èòü, ðàçëàãàÿ (Á2) ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó 
2

:
3 3

C �  

 

 (Á4) 
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Â ïðåäåëå 
2

π
ψ →  (Á4) äàåò ñêà÷îê ôàçû íà π â òî÷êå ñðåäû, ãäå àìïëèòóäà ÂÃ îáðàùàåòñÿ â íóëü. 

Çà èñêëþ÷åíèåì ýòîé òî÷êè ôàçû îñíîâíîãî èçëó÷åíèÿ è ÂÃ ïîñòîÿííû äëÿ ðåøåíèÿ; ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì Ñ = 0. Êàê â ñëó÷àå Δê = 0, òàê è ïðè Δê ≠ 0 â ôàçîâûõ öåíòðàõ ϕ1(z) è 
ϕ2(z) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè z 
 

 
 

 (Á5) 

 

à ðàçíîñòü ôàç ψ(z) ïîñòîÿííà. 
 

Ï ð è ë î æ å í è å  Â  
 

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ìàòðèöó Ò, íàäî íàéòè ñâÿçü ìåæäó ìàëûìè îòêëîíåíèÿìè 
δà = à2(0)—as(0), δϕ = ϕ2(0)—ϕs(0) íà âõîäå â íåëèíåéíóþ ñðåäó è ñîîòâåòñòâóþùèìè èì îòêëîíå-
íèÿìè íà âûõîäå. Äëÿ ýòîãî âû÷èñëèì ïåðâûé ÷ëåí ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî δà è δϕ (1) è (3). Èñïîëü-
çóÿ (8), (9), (10), íàéäåì ýëåìåíòû ìàòðèöû Ò 
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îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
 

 
 

×åðåç xi, yi îáîçíà÷åíû êîýôôèöèåíòû, ïðîïîðöèîíàëüíûå δà è δϕ, ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè ðàçëîæåíèè 
êîðíåé (À3) óðàâíåíèÿ (À1): 
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Â (Â5) Bs è Ds êîýôôèöèåíòû (À2) óðàâíåíèÿ (Al), βs îïðåäåëåí â (À5), à 
 

 
 

 
 

 
 

Êîýôôèöèåíòû yi ïîëó÷àþòñÿ ïðè çàìåíå â (Â5) Fa íà Fϕ è Pa íà Ðϕ, ãäå 
 

 
 
1. D r u m m o n d  P . D . ,  M c N e i l  Ê .  J . ,  W a l l s  D . F . //Opt. Commun. 1979. V. 28. ¹ 2. P. 255—258. 
2. M c N e i l  Ê . J . ,  D r u m m o n d  P . D . ,  W a l l s  D . F . //Opt. Commun. 1978. V. 27. ¹ 2. P. 292—294. 
3. Z e h n l e  V . ,  M a n d e l  P . //Opt. Commun. 1988. V. 66. ¹ 4. P. 216—218. 
4. Á ë î ì á å ð ã å í  H . Íåëèíåéíàÿ îïòèêà. Ì.: Ìèð, 1966. 424 ñ. 
5. Ã à é í å ð  À . Â . ,  Ê î í î ï ë å â à  Í . Ï . ,  Ñ ó ð ä ó ò î â è ÷  Ã . È . Îáùèå ñâîéñòâà ïðîöåññà ãåíåðàöèè âòî-

ðîé ãàðìîíèêè ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Íîâîñèáèðñê, 1990. 20 ñ. (Ïðåïðèíò/Èí-ò àâòîìàòèêè 
è ýëåêòðîìåòðèè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, ¹ 448). 

6. À õ ì à í î â  Ñ . À . ,  Õ î õ ë î â  Ð . Â . Ïðîáëåìû íåëèíåéíîé îïòèêè. Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1964. 
7. Ê î ð í  Ã . ,  Ê î ð í  Ò . Ñïðàâî÷íèê ïî ìàòåìàòèêå. Ì.: Íàóêà, 1978. 43 ñ. 
 
Èíñòèòóò àâòîìàòèêè è ýëåêòðîìåòðèè ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 
Èíñòèòóò ôèçèêè ïîëóïðîâîäíèêîâ ÑÎ ÀÍ ÑÑÑÐ, Íîâîñèáèðñê 11 àâãóñòà 1990 ã. 
 

À . V .  G h i n e r ,  N . P .  K o n o p l e v a ,  G . I .  S u r d u t o v i c h . New Mechanism Of Bistability Second 
Harmonic Generation within a Cavity with the External Pumping. 
 

The paper considers the process of the second harmonic generation in a ring resonator with external pumping at 
the fundamental frequency. It is shown that such a system can exist in a bistable and multistable states. For these 
regimes to performed it is necessary that reduced length of the nonlinear medium (normalyzed by the conversion 
length) be large enough ( t 4). 


