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Íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà èññëåäóþòñÿ çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ëà-
çåðíûõ ïó÷êîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â àòìîñôåðå. Âûïîëíåíî ñðàâíåíèå ôóíêöèé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé 
èíòåíñèâíîñòè ôóíäàìåíòàëüíîãî ãàóññîâà ïó÷êà è ïó÷êà, îáëàäàþùåãî îðáèòàëüíûì óãëîâûì ìîìåíòîì 
(âèõðåâîãî ïó÷êà), â çàâèñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ òî÷åê íàáëþäåíèÿ â ïîïåðå÷íîé ïëîñêîñòè. Ïðåäëîæåíà 
àíàëèòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè, îïèñûâàþùàÿ ýòó 
ôóíêöèþ äëÿ ðåæèìîâ ñèëüíûõ (êîãäà äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ïðèíèìàåò íàèáîëüøèå çíà÷å-
íèÿ) è íàñûùåííûõ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âèõðåâîé ïó÷îê, òóðáóëåíòíàÿ àòìîñôåðà, ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè, ôóíêöèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé; vortex beam, turbulent atmosphere, intensity fluctuations, probability density func-
tions. 

 

Ââåäåíèå 
 

Äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ âëèÿíèÿ àòìîñôåðíîé òóð- 
áóëåíòíîñòè íà ôóíêöèîíèðîâàíèå îïòè÷åñêèõ ñèñòåì 
â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå âàæíî çíàòü ñòàòèñòè÷å-
ñêèå ñâîéñòâà ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè èñïîëüçóå- 
ìûõ â òàêèõ ñèñòåìàõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ. Íàèáîëåå 
ïîëíî ñòàòèñòèêó òàêèõ ôëóêòóàöèé (ñöèíòèëëÿöèé) 
õàðàêòåðèçóþò ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé 
èëè ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (ÔÏÂ). Æå-
ëàòåëüíî èìåòü òàêîå òåîðåòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, 
êîòîðîå ñ ìèíèìàëüíîé ïîãðåøíîñòüþ ìîäåëèðóåò 
ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíîñòè â ïëîñêîñòè ïðèåìíîé 
àïåðòóðû ïðè âñåõ âîçìîæíûõ óñëîâèÿõ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ. 

Ìåðîé òóðáóëåíòíûõ èñêàæåíèé âîëíîâîãî 

ïó÷êà, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ ïàðàìåòð Ðûòîâà 
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C  äëèíîé 
òðàññû z è âîëíîâûì ÷èñëîì ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ 
èçëó÷åíèÿ k [1]. Â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû ýòîãî 
ïàðàìåòðà óñëîâèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîäðàçäåëÿþòñÿ 
íà ðåæèì ñëàáûõ ôëóêòóàöèé (ñëàáîé òóðáóëåíòíî-
ñòè), êîãäà 

2

0 0,3,β ≤  ðåæèì íàñûùåííûõ ôëóêòóàöèé 
(íàñûùåííîé òóðáóëåíòíîñòè), êîãäà 

2

0 10,β ≥  è ïðî-
ìåæóòî÷íûå   óñëîâèÿ,  îòâå÷àþùèå  çíà÷åíèÿì 2

0 5β ≈  
 

____________ 

* Âàëåðèé Ïåòðîâè÷ Àêñåíîâ (avp@iao.ru); Âàäèì Âè- 
òàëüåâè÷ Äóäîðîâ (dvv@iao.ru); Âàëåðèé Âèêòîðîâè÷ Êî-
ëîñîâ (kvv@iao.ru). 

è íàçûâàåìûå ðåæèìîì ñèëüíîé ôîêóñèðîâêè (óìå-
ðåííîé òóðáóëåíòíîñòè). Ñîâîêóïíîñòü ðåæèìîâ ñèëü- 
íîé ôîêóñèðîâêè è íàñûùåííûõ ôëóêòóàöèé íàçû-
âàåòñÿ ðåæèìîì ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé. 

Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èçó÷àåòñÿ î÷åíü 
àêòèâíî [1–8]. Ïðåäëîæåííûå ê íàñòîÿùåìó âðåìå-
íè òåîðåòè÷åñêèå ìîäåëè âêëþ÷àþò ëîãàðèôìè÷åñêè 
íîðìàëüíîå, ýêñïîíåíöèàëüíîå, K-ðàñïðåäåëåíèå, ëî- 
ãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíîå, ïðîìîäóëèðîâàííîå ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûì, ëîãíîðìàëüíîå, ïðîìîäóëèðîâàííîå 
ðàñïðåäåëåíèåì Ðè÷÷è (òàêæå èçâåñòíîå êàê ðàñïðå-
äåëåíèå Áåêìàíà) è ãàììà-ãàììà (ãàììà ðàñïðåäåëå-
íèå, ïðîìîäóëèðîâàííîå ãàììà ðàñïðåäåëåíèåì) ðàñ- 
ïðåäåëåíèÿ. Íåêîòîðûå èç ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé áûëè 
ïðåäëîæåíû äëÿ ðàçíîé èíòåíñèâíîñòè òóðáóëåíò-
íîñòè – îò ñëàáîé äî íàñûùåííîé. 

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè ÿâëÿþòñÿ ëîã-
íîðìàëüíîå è ãàììà-ãàììà ðàñïðåäåëåíèÿ [4]. Îíè 

ïðîâåðÿëèñü íà ðåçóëüòàòàõ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ãàóññîâà ëàçåðíîãî ïó÷êà ÷åðåç 
ñòàòèñòè÷åñêè îäíîðîäíóþ è èçîòðîïíóþ òóðáóëåíò-
íîñòü. Èññëåäîâàëèñü çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ôëóê-
òóàöèé èíòåíñèâíîñòè íà îñè ïó÷êà èëè çàêîíû ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ôëóêòóàöèé ñâåòîâîãî ïîòîêà, ïðèíÿòîãî 
àïåðòóðîé êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ. Íåîäíîêðàòíî âû-
ïîëíÿëàñü ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà ïðåäëîæåí-
íûõ ìîäåëåé ðàñïðåäåëåíèé [3, 5, 7–10]. 

Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî òåîðåòè÷åñêèõ 
ìîäåëåé ÔÏÂ, îíè íå ñðàáàòûâàþò äëÿ çíà÷èòåëü-
íîãî ÷èñëà ðåàëèçóþùèõñÿ â àòìîñôåðå óñëîâèé  
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ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Íàïðèìåð, ëîãàðèôìè÷åñêè íîð-
ìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñóùåñòâåííî çàíèæàåò ÷àñòî-
òó ïîÿâëåíèÿ ãèãàíòñêèõ âûáðîñîâ èíòåíñèâíîñòè 

ñâåòà, íàáëþäàþùèõñÿ â ðåæèìå ñèëüíûõ ôëóêòóà-
öèé [10]. Íåêîòîðûå âèäû ðàñïðåäåëåíèé ñîäåðæàò 
ïàðàìåòðû ïîäãîíêè, íàïðÿìóþ íå ñâÿçàííûå ñî çíà-
÷åíèÿìè èçìåðÿåìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê 
ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè (êàê ïðàâèëî, ñðåäíÿÿ 
èíòåíñèâíîñòü è äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèè èíòåíñèâíî-
ñòè). Ýòè õàðàêòåðèñòèêè â îñíîâíîì ïîääàþòñÿ ðàñ-
÷åòàì ñ ïîìîùüþ ñóùåñòâóþùèõ òåîðèé ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ â òóðáóëåíòíîé ñðåäå. 

Íå èçó÷åííûìè â ïîëíîé ìåðå îñòàþòñÿ çàêîíû 
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ôëóêòóàöèé èíòåíñèâ-
íîñòè ïî ñå÷åíèþ ïó÷êà. Òàêèå èññëåäîâàíèÿ ñòà-
íîâÿòñÿ àêòóàëüíûìè â ñâÿçè ñ ïðèìåíåíèåì ïó÷êîâ 
ñïåöèàëüíîãî âèäà, ýêçîòè÷åñêèõ ïó÷êîâ [11]. Îñî-
áîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âèõðåâûì ïó÷êàì, îáëà-
äàþùèì îðáèòàëüíûì óãëîâûì ìîìåíòîì [12, 13]. 
  Ðàíåå ìû óñòàíîâèëè [14], ÷òî â îáëàñòè ñëàáîé 
òóðáóëåíòíîñòè 
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0( 0,3)β ≤  èíäåêñ ìåðöàíèé âèõðåâîãî 

ëàãåðð-ãàóññîâà ïó÷êà îòâå÷àåò ðåæèìó íàñûùåííûõ 
ôëóêòóàöèé íà îñè è íà ïåðèôåðèè ïó÷êà è ðåæèìó 
ñëàáûõ ôëóêòóàöèé â ìàêñèìóìå ñðåäíåé èíòåíñèâ-
íîñòè. Â [15] ìû èññëåäîâàëè ÔÏÂ ãàóññîâà, ëà-
ãåðð-ãàóññîâà ïó÷êîâ è ïó÷êà, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåçóëü-
òàòîì ñëîæåíèÿ ñâåòîâûõ ïîëåé ìàòðèöû âîëîêîí-
íûõ ëàçåðîâ [13]. Â ýòîé ðàáîòå ÔÏÂ ñòðîèëèñü 
äëÿ ðàçíûõ ïîëîæåíèé òî÷êè íàáëþäåíèÿ â ïîïå-
ðå÷íîì ñå÷åíèè ïó÷êîâ: íà èõ îñè, íà ÿðêîì êîëü-
öå, ãäå èíòåíñèâíîñòü ìàêñèìàëüíà (äëÿ âèõðåâûõ 
ïó÷êîâ), è íà ïåðèôåðèè ïó÷êîâ. Áûëî óñòàíîâëåíî, 
÷òî äëÿ óñëîâèé ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ â òóð-
áóëåíòíîé àòìîñôåðå, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëàáîé òóð-
áóëåíòíîñòè, èíäåêñ ìåðöàíèé íà îñè ãàóññîâà ïó÷êà 
îêàçûâàåòñÿ ìíîãî ìåíüøå åäèíèöû, à ôëóêòóàöèè 
èíòåíñèâíîñòè ïîä÷èíÿþòñÿ ëîãíîðìàëüíîìó ðàñ-
ïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé. Òàêîé æå ðåçóëüòàò èìåë 
ìåñòî è íà êîëüöå ëàãåðð-ãàóññîâà ïó÷êà, ãäå åãî 
ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü ìàêñèìàëüíà. Â òî æå âðåìÿ 
íà îñè âèõðåâîãî ïó÷êà èíäåêñ ìåðöàíèÿ áûë ðàâåí 
åäèíèöå, êàê è â [14], à ÔÏÂ õîðîøî àïïðîêñèìè-
ðîâàëàñü ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, õàðàê-
òåðíûì äëÿ íàñûùåííûõ ôëóêòóàöèé. Ïîäîáíûé 

ðåçóëüòàò âîñïðîèçâîäèëñÿ íà ïåðèôåðèè êàê ëà-
ãåðð-ãàóññîâà, òàê è ãàóññîâà ïó÷êîâ. Â òåõ òî÷êàõ 
ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ýòèõ ïó÷êîâ, ãäå èíäåêñ ìåð-
öàíèÿ ïðèíèìàë çíà÷åíèÿ ìåæäó íóëåì è åäèíèöåé, 
ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè èíòåíñèâíîñòè ïó÷-
êîâ õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàëèñü ãàììà-ðàñïðåäåëå- 
íèåì [16], ïðè ìàëîì èíäåêñå ìåðöàíèé áëèçêèì  

ê ëîãíîðìàëüíîìó [17]. 
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ìîäå-

ëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ â àò-
ìîñôåðå â óñëîâèÿõ ñèëüíîé òóðáóëåíòíîñòè ìû 
ñðàâíèâàåì ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ôëóê-
òóàöèé èíòåíñèâíîñòè âèõðåâîãî ëàãåðð-ãàóññîâà  
è ôóíäàìåíòàëüíîãî ãàóññîâà ïó÷êîâ. Èññëåäóþòñÿ 
ÔÏÂ äâóõ ïó÷êîâ â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ èõ ïîïåðå÷-
íûõ ñå÷åíèé. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ ðå-
çóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè àíàëèòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè 
(ëîãíîðìàëüíûì, ýêñïîíåíöèàëüíûì, ãàììà-ãàììà 

ðàñïðåäåëåíèÿìè) [4]. Ïîñòðîåííûå ïî ðåçóëüòàòàì 
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòîâûõ 
ïó÷êîâ â àòìîñôåðå ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòåé àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïðåäëîæåííûì â íà-
ñòîÿùåé ñòàòüå «äðîáíûì ýêñïîíåíöèàëüíûì» ðàñ-
ïðåäåëåíèåì. 

 

1. ×èñëåííàÿ ìîäåëü 
 

Ìîäåëèðîâàíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíûõ ïó÷- 
êîâ âûïîëíÿëîñü íà îñíîâå ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêî-
ãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ [18]. Àòìîñôåðíàÿ òóðáó-
ëåíòíîñòü ìîäåëèðîâàëàñü íàáîðîì ôàçîâûõ ýêðà-
íîâ [19–21]. Àëãîðèòìû ìîäåëèðîâàíèÿ áûëè îð-
ãàíèçîâàíû òàê æå, êàê â [13, 14]. Èñïîëüçîâàëñÿ 
ìîäèôèöèðîâàííûé ñïåêòð ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ 
ïðåëîìëåíèÿ Ýíäðþñà [4]: 
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ãäå κ0 = 2π/M0, κa = 3,3/m0, m0 è M0 – âíóòðåííèé 
è âíåøíèé ìàñøòàáû àòìîñôåðíîé òóðáóëåíòíîñòè. 
Ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî âíåøíèé ìàñøòàá àòìîñôåð-
íîé òóðáóëåíòíîñòè M0 = 20a, à âíóòðåííèé ìàñ-
øòàá m0 = 0,08a. Çäåñü a – ðàäèóñ ëàçåðíîãî ïó÷êà 
â íà÷àëüíîé ïëîñêîñòè. Òóðáóëåíòíîñòü ïðåäïîëà-
ãàëàñü èçîòðîïíîé è îäíîðîäíîé. Òóðáóëåíòíûå 
óñëîâèÿ âäîëü òðàññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ 
áûëè çàäàíû ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðà 2

0.β  Íà îñíîâå 
ïîëó÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ ìàññèâà ñëó÷àéíûõ ðåàëèçàöèé (N = 5000) 
âîëíîâîãî ïîëÿ ( , )iE zr  ðàññ÷èòûâàëèñü ñëó÷àéíûå 
çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòè ïîëÿ 

2

( , ) ( , ) .i iI z E z=r r  
Çàòåì ñòðîèëèñü ãèñòîãðàììû. Äàëåå ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ïðîöåäóðû ñãëàæèâàíèÿ àïïðîêñèìèðîâàëàñü 
ÔÏÂ. Êðîìå òîãî, îïðåäåëÿëàñü ôóíêöèÿ ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé èíòåíñèâíîñòè. Ñòðîèëàñü íå 
òåîðåòè÷åñêàÿ, à âûáîðî÷íàÿ (ýìïèðè÷åñêàÿ) ôóíê-
öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíîé 
ôîðìóëû [22]: 

 
1

1
( ) ( )

N

N i

i

F I I I
N

=

= θ −∑  (2) 

(θ(I) – ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà). 
Èññëåäîâàëèñü ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè 

ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà Ëàãåððà–Ãàóññà 

0LG
l  ñ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ïîëÿ 

 
2

2
( , , 0) 2 exp exp[ ],

l
r r

E r z il
a a

⎛ ⎞⎛ ⎞
θ = = − θ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (3) 

ãäå 
2 2

r x y= +  è θ = arctan(y/x) – ïîëÿðíûå êî-
îðäèíàòû; l – çíà÷åíèå òîïîëîãè÷åñêîãî çàðÿäà. 
Óðàâíåíèå (3) îïèñûâàåò ãàóññîâ ïó÷îê, åñëè l = 0, 
è öèðêóëÿðíóþ ìîäó 0LG

l
 ëàãåðð-ãàóññîâà ïó÷êà, 

åñëè l = 1. 
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2. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî 

ìîäåëèðîâàíèÿ 
 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿò-
íîñòè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ôëóê-
òóàöèé èíòåíñèâíîñòè, ïîëó÷åííûå â ÷èñëåííîì ýêñ-
ïåðèìåíòå (íåïðåðûâíûå êðèâûå), ïðèâåäåíû íà 
ðèñ. 1–7. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííî-
ãî ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçîâàëèñü èçâåñòíûå àíàëè-
òè÷åñêèå ìîäåëè ÔÏÂ. Ñðåäè íèõ ëîãàðèôìè÷åñêè 
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå 

 ( )
2 2

LN

1
( ) exp ln ( ) 2 ,

( ) 2
P I I r

I r

⎡ ⎤
= − − μ ξ

⎢ ⎥⎣ ⎦ξ π

 (4) 

ãäå 
2 2ln(1 );Iξ = + σ  

2

( )
ln ,

1 I

I r⎛ ⎞

⎜ ⎟μ =
⎜ ⎟

+ σ
⎝ ⎠

 ( )I r  – ñðåäíÿÿ 

èíòåíñèâíîñòü (óãëîâûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò óñðåäíå-
íèå ïî àíñàìáëþ ðåàëèçàöèé ñðåäû), 

 2

2

( )
( )

( )

I

I

B r
r

I r

σ =  (5) 

– îòíîñèòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâ-
íîñòè (èíäåêñ ìåðöàíèé), 

 
22( ) ( ) ( )IB r I r I r= −  (6) 

– äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè. 
Ëîãàðèôìè÷åñêè íîðìàëüíóþ ÔÏÂ (4) ÷àùå âñå-

ãî èñïîëüçóþò äëÿ óñëîâèé ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè. 
  Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ÔÏÂ 

 E

1
( ) exp

( ) ( )

I
P I

I r I r

⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎝ ⎠

 (7) 

– ýòî ìîäåëü ÔÏÂ äëÿ ðåæèìà íàñûùåííûõ ôëóê-
òóàöèé ( )

2( ) 1 .I rσ →  

Óíèâåðñàëüíîé ìîäåëüþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîäõî-
äÿùåé äëÿ âñåãî äèàïàçîíà òóðáóëåíòíûõ óñëîâèé, 
ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ãàììà-ãàììà ÔÏÂ [4, 23] (ïî êðàé-
íåé ìåðå, äëÿ òî÷å÷íîãî ïðèåìíèêà èçëó÷åíèÿ [9]): 
 

 ( )

( ) 2
( ) 2 1

GG

2( )
( ) 2 ,

( ) ( )
n n

P I I K I

α +β

α +β −

α −β

αβ

= αβ

Γ α Γ β

 (8) 

ãäå 
( )

( ) ;
( )

n

I r
I r

I r
=  Γ(x) – ãàììà-ôóíêöèÿ; K

ν
(x) – 

ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ âòîðîãî ðîäà; 
α, β – ïàðàìåòðû ÔÏÂ, ýôôåêòèâíûå ÷èñëà êðóï-
íîìàñøòàáíûõ è ìåëêîìàñøòàáíûõ ðàññåèâàòåëåé 
ñîîòâåòñòâåííî [23]. Ýòè ïàðàìåòðû ñâÿçàíû ñ èí-
äåêñîì ìåðöàíèé 2( )I rσ  ðàâåíñòâîì 

 2 1 1 1
( ) .I rσ = + +

α β αβ

 (9) 

Ïðåèìóùåñòâà ìîäåëè ÔÏÂ (8) è ðåçóëüòàòû åå 

ïðèìåíåíèÿ äëÿ ïëîñêîé è ñôåðè÷åñêîé âîëí ïðèâå-
äåíû â [4, 23]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, îäíàêî, ÷òî èñ-
ïîëüçîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ îöåíîê α, β [4] íå âî âñåõ 

ñëó÷àÿõ ïðèâîäèò ê äîñòàòî÷íî õîðîøåìó ñîâïàäå-
íèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (8) è ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷åí-
íîãî ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ÷òî 
äåëàåò íåîáõîäèìûì äîïîëíèòåëüíóþ êîððåêòèðîâ-
êó ýòèõ ïàðàìåòðîâ. 

 

2.1. Óìåðåííàÿ òóðáóëåíòíîñòü 
 

Èññëåäîâàíèÿ [15] áûëè âûïîëíåíû äëÿ óñëî-
âèé, êîãäà èíäåêñ ìåðöàíèÿ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ ïðè-
íèìàë çíà÷åíèÿ 20 ( ) 1I r< σ ≤  è ïëîòíîñòü âåðîÿòíî-
ñòè ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè ýòèõ ïó÷êîâ ìîæíî 
áûëî äîñòàòî÷íî õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàòü ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèåì 

 
1

G( ) exp
( )

mm

m

m I mI
P I

Im I

−

⎛ ⎞

= −⎜ ⎟
⎜ ⎟

Γ ⎝ ⎠

 (10) 

ñ ïàðàìåòðîì 
1

2( ) .Im r

−

⎡ ⎤= σ
⎣ ⎦

 Êîãäà 2( ) 1,I rσ >  ìîäåëü 
(10) ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíîé, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå 
ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé îáðàùàåòñÿ â áåñêîíå÷íîñòü 
äëÿ íóëåâûõ çíà÷åíèé I(r). Ïîýòîìó íåîáõîäèìî 
èñïîëüçîâàòü äðóãóþ àïïðîêñèìàöèþ, êîòîðàÿ, êàê 
è (10), áóäåò ïðåîáðàçîâûâàòüñÿ â ìîäåëü (7), åñëè 

2( ) 1.I rσ =  
Îêàçûâàåòñÿ, â êà÷åñòâå òàêîé ìîäåëè ÔÏÂ 

ìîæåò âûñòóïàòü ôóíêöèÿ 

 F 2

(2 ) (2 )
( ) exp

(1 )(1 )

mm

m m m I
P I

I m Im

⎡ ⎤
⎛ ⎞⎛ ⎞Γ Γ

⎢ ⎥= − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟

Γ⎢ ⎥Γ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎣ ⎦

 (11) 

ñ ïàðàìåòðîì m, êîòîðûé íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ 

 2

2

(1 ) (3 )
( ) 1 .

(2 )
I

m m
r

m

Γ Γ

σ + =

Γ

 (12) 

Åñëè îòíîñèòåëüíàÿ äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèé èíòåí-
ñèâíîñòè 2( ) 1,I rσ =  òî èç âûðàæåíèÿ (12) ïîëó÷àåì, 
÷òî m = 1 è (11) ïðåîáðàçóåòñÿ â ýêñïîíåíöèàëüíîå 
ðàñïðåäåëåíèå (7). Äëÿ 2( ) 1I rσ >  ïàðàìåòð m < 1. 
Ïðè ýòîì ÷åì áîëüøå çíà÷åíèÿ 2( ),I rσ  òåì ìåíüøèå 
çíà÷åíèÿ ïðèíèìàåò m. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èíäåêñà 
ìåðöàíèé 

2( ) 2I rσ =  ïàðàìåòð m ≈ 0,557. Íàçîâåì 

ìîäåëü (11)–(12) äðîáíûì ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì. 

Ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 1 ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó-
÷åíû íà äèñòàíöèè z = 0,1zd (zd = 0,5ka2 – äëèíà 
Ðýëåÿ, k – âîëíîâîå ÷èñëî) äëÿ óñëîâèé, áëèçêèõ  

ê óìåðåííîé òóðáóëåíòíîñòè íà òðàññå 2

0( 1).β =  
Ñïëîøíûå êðèâûå ïîñòðîåíû ïî ðåçóëüòàòàì ÷èñ-
ëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, øòðèõîâûå êðèâûå ñîîò-
âåòñòâóþò ýêñïîíåíöèàëüíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè 
(7), à ïóíêòèðíûå êðèâûå ïîñòðîåíû ïî ôîðìóëàì 
(11), (12). Çäåñü è íà âñåõ ïîñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ 
âåëè÷èíà èíòåíñèâíîñòè I íîðìèðîâàíà íà ñâîå ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå â èñõîäíîé ïëîñêîñòè. 

Âèäíî, ÷òî ïðè σI(r) > 1,1 ïîëó÷åííûå â ÷èñ-
ëåííûõ ðàñ÷åòàõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿò-
íîñòè ñòàíîâÿòñÿ îòëè÷íûìè îò ýêñïîíåíöèàëüíîãî 
ðàñïðåäåëåíèÿ è õîðîøî àïïðîêñèìèðóþòñÿ äðîá-
íûì ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. 
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Ðèñ. 1. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé äëÿ ãàóññîâà ïó÷êà 
(l = 0) â òî÷êå r = 1,2a (a) è äëÿ ëàãåðð-ãàóññîâà ïó÷êà 
(l = 1) â òî÷êå r = 0,08a (á): σI(r) = 1,17 (a) è 1,19 (á); 
  m = 0,748 (a) è 0,724 (á) 

 

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ðàñ-
ïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíî-
ñòè ëàãåðð-ãàóññîâà ïó÷êà äëÿ äèñòàíöèè z = 0,1zd 
è óñëîâèé óìåðåííîé òóðáóëåíòíîñòè íà òðàññå 

2

0( 1,0).β =  Ñ ðîñòîì σI(r) îòëè÷èå ïëîòíîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷åííîé â ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ, îò 
ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âîçðàñòàåò. Âèä-
íî, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ (11)–(12) äàåò óäîâëåòâîðè-
òåëüíîå ñîâïàäåíèå äëÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòè âåðîÿò-
íîñòè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ôëóê-
òóàöèé èíòåíñèâíîñòè. 

Íà ðèñ. 3, 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íûõ ðàñ÷åòîâ â ñðàâíåíèè ñ ëîãíîðìàëüíûì, ãàììà-
ãàììà è äðîáíûì ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäåëåíèÿ- 
ìè. Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ 
è ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíî-
ñòè ëàãåðð-ãàóññîâà ïó÷êà íà ðàçíûõ ðàññòîÿíèÿõ îò 
öåíòðà ïó÷êà äëÿ óñëîâèé óìåðåííîé òóðáóëåíòíîñòè; 
äëèíà àòìîñôåðíîé òðàññû ðàâíà äëèíå äèôðàêöèè 

Ðýëåÿ. Ïàðàìåòðû ãàììà-ãàììà ðàñïðåäåëåíèÿ (8) α 
è β çäåñü è äàëåå áûëè íàéäåíû ïóòåì ïîäãîíêè  
ê ðàñïðåäåëåíèþ, íàéäåííîìó ÷èñëåííî. 

Âèäíî, ÷òî àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé ïëîòíîñòè 
âåðîÿòíîñòè ãàììà-ãàììà ðàñïðåäåëåíèåì è ýêñïî-
íåíöèàëüíûì äðîáíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåäóò ñåáÿ 
ïî-ðàçíîìó, îñîáåííî â îáëàñòè ìàëûõ çíà÷åíèé 
 

 
à 

 
á 

Ðèñ. 2. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (a) è ôóíêöèÿ 
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (á) ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíî-
ñòè ëàãåðð-ãàóññîâà ïó÷êà â òî÷êå r = 1,08a: σI(r) = 1,50; 
  m = 0,514; z = 0,1zd 

 

 
Ðèñ. 3. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé èíòåíñèâíîñòè 

ëàãåðð-ãàóññîâà ïó÷êà â òî÷êå r = 0,08a: σI(r) = 1,19; 
m = 0,724; z = zd. Ïàðàìåòðû ãàììà-ãàììà ðàñïðåäåëåíèÿ 

α = 1,7950; β = 1,7935. Íà âðåçêå èçîáðàæåíû óâåëè÷åí- 
  íûå ó÷àñòêè ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ 
 
èíòåíñèâíîñòè. Äðîáíîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå (11)–(12) ñòðåìèòñÿ ê êîíå÷íîé âåëè÷èíå, 
à ëîãíîðìàëüíîå (4) è ãàììà-ãàììà (8) ðàñïðåäåëå-
íèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, êîãäà I → 0. Â ñëó÷àå ëîã-
íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îòëè÷èå îò ÷èñëåííûõ 
ðåçóëüòàòîâ áîëüøåå ïî ñðàâíåíèþ ñ äâóìÿ äðóãèìè. 
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Ðèñ. 4. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé èíòåíñèâíîñòè 
ëàãåðð-ãàóññîâà ïó÷êà â òî÷êå r = 0,133a: σI(r) = 1,42; 
m = 0,555; z = zd. Ïàðàìåòðû ãàììà-ãàììà ðàñïðåäåëåíèÿ 
  α = 1,3620; β = 1,3617 

 

2.2. Ñèëüíàÿ òóðáóëåíòíîñòü 
 

Íà ðèñ. 5–7 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà 
ôóíêöèé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé è ôóíêöèé ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè 
ãàóññîâà ïó÷êà äëÿ äèñòàíöèé ðàçíîé äëèíû è óñ-
ëîâèé ñèëüíîé òóðáóëåíòíîñòè íà òðàññå 2

0( 10,0).β =  
Ðåçóëüòàòû ïðèâåäåíû äëÿ òî÷åê â ïîïåðå÷íîì ñå-
÷åíèè ïó÷êîâ, äëÿ êîòîðûõ èíäåêñ ìåðöàíèÿ ïðåâû-
øàåò çíà÷åíèå 

2( ) 3,0.I rσ >  

Íà ðèñ. 5 ðàñ÷åòíûå äàííûå ñðàâíèâàþòñÿ ñ ýêñ- 
ïîíåíöèàëüíûì è äðîáíûì ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèÿìè; íà ðèñ. 6, 7 – ñ äðîáíûì ýêñïîíåí-
öèàëüíûì, ëîãíîðìàëüíûì è ãàììà-ãàììà ðàñïðåäå-
ëåíèÿìè. 

Âèäíî, ÷òî â óñëîâèÿõ ñèëüíîé òóðáóëåíòíîñòè 
çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ôëóêòóàöèé 

èíòåíñèâíîñòè êà÷åñòâåííî íå èçìåíÿþòñÿ ïî ñå÷å-
íèþ ïó÷êà. Çäåñü ïàðàìåòðû ãàììà-ãàììà ðàñïðåäå-
ëåíèÿ PGG(I) (8) α è β îïðåäåëåíû ïóòåì ïîäãîíêè 
ê ðàñïðåäåëåíèþ, íàéäåííîìó ÷èñëåííî. Îäíàêî ìîæ- 
íî ïîêàçàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå (8) ïðåäóñìàòðèâàåò, 
÷òî ýòè ïàðàìåòðû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíè- 
ÿì α ≥ 1, β ≥ 1, ïðè íåâûïîëíåíèè êîòîðûõ ìû ïðè- 
õîäèì ê ðåçóëüòàòó, ïðîòèâîðå÷àùåìó, íà íàø âçãëÿä, 
ôèçèêå ðàññìàòðèâàåìûõ ÿâëåíèé: PGG(I) → ∞, åñëè 
I → 0. Ýòà ëîêàëüíàÿ îñîáåííîñòü PGG(I) ñâÿçàíà  
ñ ïîäîáíîé æå îñîáåííîñòüþ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ (10). 
Ââèäó ýòîé îñîáåííîñòè PGG(I) è ðàññ÷èòàííûõ çíà-
÷åíèé α è β ïîâåäåíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ êðèâûõ íà 
ðèñ. 6, 7 íåëüçÿ ïðèçíàòü äîñòîâåðíûì (îñîáåííî  
â îáëàñòè ìàëûõ I). 

 

Çàêëþ÷åíèå 
 

Â ðàáîòå èçëîæåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çà- 
êîíîìåðíîñòåé ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè âèõðåâûõ 
ëàçåðíûõ ïó÷êîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â àòìîñôåðå 
â ðåæèìå ñèëüíûõ ôëóêòóàöèé. Ðàñ÷åòû âûïîëíå-
íû äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà Ðûòîâà 2

0 1,0;β =  10,0, 

÷òî ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì óìåðåííîé è ñèëüíîé  
 

 
à 

 
á 

Ðèñ. 5. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé (a) è ôóíêöèÿ 

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (á) ôëóêòóàöèé èíòåíñèâíîñòè 

ãàóññîâà ïó÷êà â òî÷êå r = 1,9a: σI(r) = 1,81; m = 0,403; 
  z = 0,1zd 

 

 
Ðèñ. 6. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé èíòåíñèâíîñòè 
ãàóññîâà ïó÷êà â òî÷êå r = 6,59a: σI(r) = 1,84; m = 0,395; 

2

0 10,0;β =  z = 10zd. Ïàðàìåòðû ãàììà-ãàììà ðàñïðåäåëåíèÿ 
  α = 1,5895; β = 0,5889 
 
òóðáóëåíòíîñòè. Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó-
÷åíû äëÿ ðàçëè÷íûõ ðàññòîÿíèé îò òî÷êè íàáëþäå-
íèÿ äî îñè ïó÷êà (îò îñåâûõ òî÷åê (r = 0) äî òî÷åê, 
ðàñïîëîæåííûõ íà ïåðèôåðèè ïó÷êà (r = 1,9a)) è îò 
ïëîñêîñòè íàáëþäåíèÿ äî ïëîñêîñòè èçëó÷àþùåé 

àïåðòóðû (z = 0,1zd; z = 1,0zd; z = 10zd). 
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Ðèñ. 7. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé èíòåíñèâíîñòè íà 
ïåðèôåðèè ãàóññîâà ïó÷êà â òî÷êå r = 9,52a: σI(r) = 2,11; 
m = 0,339; 2

0 10,0;β =  z = 10zd. Ïàðàìåòðû ãàììà-ãàììà ðàñ- 
  ïðåäåëåíèÿ α = 1,4500; β = 0,4499 

 

Âî âñåõ ñëó÷àÿõ, íåçàâèñèìî îò òèïà ïó÷êà, 
òóðáóëåíòíûõ óñëîâèé è ïîëîæåíèÿ òî÷êè íàáëþäå-
íèÿ, ñòàòèñòèêà ôëóêòóàöèé (ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ è ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòåé ôëóêòóàöèé èíòåíñèâ- 
íîñòè) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè ñðåäíåé 
èíòåíñèâíîñòè è äèñïåðñèè ôëóêòóàöèé, à ôóíêöèÿ 
ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé óäîâëåòâîðèòåëüíî àïïðîê-
ñèìèðóåòñÿ äðîáíûì ýêñïîíåíöèàëüíûì ðàñïðåäå-
ëåíèåì âèäà (11)–(12). 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè èíäåêñà 
ìåðöàíèé ê åäèíèöå ðàñïðåäåëåíèå (11)–(12) ïðåîá-
ðàçóþòñÿ â ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå. Ýòîò ðå- 
çóëüòàò ñîîòâåòñòâóåò òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì, ïî- 
ëó÷åííûì äëÿ ýòèõ ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ [4, 7, 24–26]. 
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V.P. Aksenov, V.V. Dudorov, V.V. Kolosov. Probability distribution of strong intensity fluctuations 
of vortex laser beams in the turbulent atmosphere. 

Numerical experiment is used to study the distribution laws of intensity fluctuations of laser beams propa-
gating in the atmosphere. The probability density functions of intensity of fundamental Gaussian beam and 
beam having an orbital angular momentum (vortex beam) are compared for different positions of the observa-
tion point in a cross plane. An analytical model is suggested for the probability density function of intensity 
fluctuations, which works well for the conditions of strong (when the variance of intensity fluctuations takes 
the highest values) and saturated intensity fluctuations. 


