
«Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà», 27, ¹ 2 (2014) 

 Áîëüáàñîâà Ë.À., Ëóêèí Â.Ï., 2014  105 
 

 

ÓÄÊ 535.31; 681.7; 53.082.5 
 

Îñòàòî÷íûå ôàçîâûå èñêàæåíèÿ ïðè êîððåêöèè  
ñ èñïîëüçîâàíèåì ëàçåðíîé îïîðíîé çâåçäû 

 

Л.А. Больбасова, В.П. Лукин* 
 

Èíñòèòóò îïòèêè àòìîñôåðû èì. Â.Å. Çóåâà ÑÎ ÐÀÍ 
634021, ã. Òîìñê, ïë. Àêàäåìèêà Çóåâà, 1 

 
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 16.07.2013 ã. 

 
Òåõíèêà ëàçåðíîé îïîðíîé çâåçäû ïðè êîððåêöèè àòìîñôåðíûõ èñêàæåíèé äëÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ ñèñ-

òåì â íàñòîÿùåå âðåìÿ óæå íàøëà äîñòàòî÷íî øèðîêîå ïðèìåíåíèå. Êàê ïðàâèëî, ôîðìèðîâàíèå ëàçåðíîé 
îïîðíîé çâåçäû îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ôîêóñèðîâêè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ ñ Çåìëè, ïðè ýòîì åå óãëîâîå ïî-
ëîæåíèå èñïûòûâàåò ñëó÷àéíûå ôëóêòóàöèè, ïîýòîìó îíà íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ êîððåêöèè îá-
ùåãî íàêëîíà âîëíîâîãî ôðîíòà. Âîïðîñ î âëèÿíèè ôëóêòóàöèè ïîëîæåíèÿ îïîðíîé çâåçäû íà õàðàêòåðè-
ñòèêè âûñøèõ àáåððàöèé ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé îñòàâàëñÿ îòêðûòûì. Â ïðèáëèæåíèè ìåòîäà Ãþéãåíñà–
Ôðåíåëÿ ðàññìîòðåíî âëèÿíèå ôëóêòóàöèé ïîëîæåíèÿ ëàçåðíîé îïîðíîé çâåçäû íà îñòàòî÷íûå èñêàæåíèÿ 
ïðè êîððåêöèè âûñøèõ ìîäîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ ôëóêòóàöèé ôàçû. Ïîêàçàíî, ÷òî îïðåäåëÿþùèì ïàðàìåò-
ðîì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå äèàìåòðà àïåðòóðû îïòè÷åñêîé ñèñòåìû (òåëåñêîïà) ê ñðåäíåêâàäðàòè÷å-
ñêîìó çíà÷åíèþ ïîëîæåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè ôîêóñèðîâàííîãî ëàçåðíîãî ïó÷êà. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òóðáóëåíòíîñòü, ëàçåðíàÿ îïîðíàÿ çâåçäà, âûñøèå ìîäîâûå ñîñòàâëÿþùèå ôàçîâûõ 
ôëóêòóàöèé; turbulence, laser guide star, high modal aberrations of phase fluctuations. 

 

Ââåäåíèå 

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè òåõíèêè ëà-
çåðíûõ îïîðíûõ çâåçä â àñòðîíîìèè âîçíèêàåò ïðî-
áëåìà êîððåêöèè îáùåãî íàêëîíà âîëíîâîãî ôðîíòà 
[1, 2]. Ýòà ïðîáëåìà, îáû÷íî, äëÿ êîððåêöèè îáùå-
ãî íàêëîíà âîëíîâîãî ôðîíòà ñíèìàåòñÿ ïðèìåíå-
íèåì ñèãíàëà îò åñòåñòâåííîé çâåçäû. Ïîñêîëüêó 
óãîë êîððåëÿöèè íàêëîíîâ âîëíîâîãî ôðîíòà (èçî-
êèíåòè÷åñêèé óãîë) ïðè ðàáîòå àñòðîíîìè÷åñêîãî 
òåëåñêîïà ÷åðåç âñþ òîëùó àòìîñôåðû ñïîñîáåí 
äîñòèãàòü ñîòåí óãëîâûõ ñåêóíä [3], òî ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü â êà÷åñòâå îïîðíîé åñòåñòâåííóþ çâåçäó, 
äîñòàòî÷íî äàëåêî îòñòîÿùóþ (ïî óãëó) îò èññëå-
äóåìîé çâåçäû. Ïðè ýòîì âûñøèå àáåððàöèè âîëíî-
âîãî ôðîíòà êîððåêòèðóþò ñ ïîìîùüþ ñèãíàëà îò 
ëàçåðíîé çâåçäû, ôîðìèðóåìîé â òîì æå íàïðàâëå-
íèè, ÷òî è íàó÷íûé îáúåêò, èññëåäóåìûé ñ ïîìî-
ùüþ àñòðîíîìè÷åñêîãî òåëåñêîïà [1, 2]. Îäíàêî 
ââèäó òîãî ÷òî ëàçåðíàÿ îïîðíàÿ çâåçäà ôîðìèðó-
åòñÿ ñ ïîìîùüþ ôîêóñèðîâàííîãî ëàçåðíîãî ïó÷êà, 
íàïðàâëÿåìîãî èç òåëåñêîïà (ñ Çåìëè), îíà ôàêòè-
÷åñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðè÷åñêóþ âîëíó ñî 
ñëó÷àéíûì öåíòðîì. Â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè ðàñ-
ñ÷èòûâàþòñÿ îñòàòî÷íûå èñêàæåíèÿ âûñøèõ àáåð-
ðàöèé ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé. Ðàñ÷åò âûïîëíåí  
â ïðèáëèæåíèè ìåòîäà Ãþéãåíñà–Ôðåíåëÿ [4]. Èñ-
ñëåäóþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé îïîð-
íîé çâåçäû [5–7]. 
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Ôàçà äëÿ ïëîñêîé âîëíû, èäóùåé ñâåðõó âíèç 
(îò ðåàëüíîé çâåçäû), â òî÷êå  çàïèñûâàåòñÿ â ïðè-
áëèæåíèè ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè [4] â ñëåäóþùåì 
âèäå: 

 ïë 2

0

( ) ( , )exp( ),S k d d n i


        (1) 

ãäå k – âîëíîâîå ÷èñëî èçëó÷åíèÿ; 2 ( , )d n   – 
ñïåêòðàëüíîå ðàçëîæåíèå ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ 
ïðåëîìëåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ÷àñòîòàì .  

Âî âíåøíåì èíòåãðàëå âûðàæåíèÿ (1) âåðõíèé 
ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ óêàçàí êàê áåñêîíå÷íûé, ò.å. 
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îïòè÷åñêàÿ âîëíà ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ èç áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êè, îäíàêî 
ïðàêòè÷åñêè âåðõíèì ïðåäåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ 
ìîæåò áûòü âûñîòà, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîé â àòìîñôåðå 
èìåþò ìåñòî ôëóêòóàöèè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. 
À ïîñêîëüêó èíòåíñèâíîñòü òóðáóëåíòíîñòè â àòìî-
ñôåðå çàòóõàåò ñ âûñîòîé íàä Çåìëåé, ìîæíî ââå-
ñòè âî âíåøíåì èíòåãðàëå â (1) êîíå÷íûå ïðåäåëû 
èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëàçåðíàÿ îïîð-
íàÿ çâåçäà (ËÎÇ) ôîðìèðóåòñÿ íà âûñîòå X ôîêó-
ñèðîâêîé ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, åå ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü êàê ñôåðè÷åñêóþ âîëíó, èäóùóþ ñâåðõó âíèç 
ñ âûñîòû X èç òî÷êè ñ êîîðäèíàòîé ë.ï,  ãäå ë.ï  –
âåêòîð, õàðàêòåðèçóþùèé ìãíîâåííîå ïîëîæåíèå 
öåíòðà òÿæåñòè ôîêóñèðîâàííîãî ñ Çåìëè ëàçåðíî-
ãî ïó÷êà. Òîãäà ôàçîâûå ôëóêòóàöèè, êîòîðûå âîç-
íèêàþò â íåé, ìîãóò áûòü çàïèñàíû êàê 
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àäàïòèâíàÿ ñèñòåìà, èñ-
ïîëüçóþùàÿ ñèãíàë îò ËÎÇ, ðàáîòàåò ïî àëãîðèòìó 
ôàçîâîãî ñïðÿæåíèÿ, òîãäà ìîæíî õàðàêòåðèçîâàòü 
îñòàòî÷íûå ôàçîâûå èñêàæåíèÿ ïðè êîððåêöèè  
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèãíàëà îò ËÎÇ ÷åðåç ðàçíîñòü ôàç: 

 ïë ñô
ë.ï( ) ( ) ( , ).S S S       (3) 

Ïîäñòàâèâ (1) è (2) â (3), ïîëó÷èì  

2

0

2
ë.ï

( ) ( , ){exp( ) exp[ (1 / )

( / )]} ( , )exp( ).

X

X

S k d d n i i X

i X k d d n i


      

    

 

 

   

  

  

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåì âûðàæåíèè îáó-
ñëîâëåíî íåêîìïåíñèðóåìîé ñ èñïîëüçîâàíèåì ËÎÇ 
÷àñòüþ ôëóêòóàöèé, ðàñïîëîæåííûõ «âûøå» îïîð-
íîé çâåçäû. Ïðè ïðàâèëüíîì âûáîðå X – âûñîòû 
ôîðìèðîâàíèÿ ËÎÇ, ýòèì ÷ëåíîì ìîæíî ïðåíåá-
ðå÷ü. Â ëþáîì ñëó÷àå ýòà ÷àñòü ôàçîâûõ ôëóêòóà-
öèé íå êîððåëèðóåò ñ ïåðâûì ñëàãàåìûì â (4) è åå 
ìîæíî èçó÷àòü îòäåëüíî [5].  

Ïðåæäå âñåãî, ðàññìîòðèì âåëè÷èíó äèñïåðñèè 
äëÿ ðàçíîñòè ôàç (3) 

2[ ( )]S    â ïðåäïîëîæåíèè, 
÷òî âîçìîæíî «ðàñùåïëåíèå» [6] ïðè óñðåäíåíèè 
ëîêàëüíûõ 

2 ( , )d n   è èíòåãðàëüíûõ ë.ï  ôëóêòóàöèé, 

â ýòîì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ 
2[ ( )]S  

 

âûðàæàåòñÿ  
 

2 2 2 2 *
1 2 1 1 2 2

0 0

1 1 1 1 ë.ï 1

2 2 2 2 ë.ï 2

[ ( )] ( , ) ( , )

{exp( ) exp[ (1 / ) ( / )]}

{exp( ) exp[ (1 / ) ( / )]} .

X X

S k d d d n d n

i i X i X

i i X i X

          

       

      

    

     

     

 

   (5)

 Ïðè óñðåäíåíèè ïî ëîêàëüíûì ôëóêòóàöèÿì ïî òðàñ-
ñå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîñïîëüçóåìñÿ êîððåëÿöèîííû-
ìè ñâîéñòâàìè òóðáóëåíòíûõ äåéñòâèòåëüíûõ ñðåä, 
äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíèìà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà: 

 

2 2 *
1 1 2 2

2 2
1 2 1 2 1 1 1 2

( , ) ( , )
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Â ðåçóëüòàòå â (5) ïîñëå óñðåäíåíèÿ ïî ëîêàëüíûì 
ðåàëèçàöèÿì òóðáóëåíòíûõ ôëóêòóàöèé ïîëó÷èì 
 

 

2 2 2
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ë.ï

ë.ï
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{2 exp[ ( / ) ( / )]

exp[ ( / ) ( / )]} ,

X

nS k d d

i X i X

i X i X

        

       

    

  

 

 

  

(7)

 

ãäå ïîä äâóìåðíûì èíòåãðàëîì îñòàåòñÿ îïåðàöèÿ 
óñðåäíåíèÿ ïî ñëó÷àéíûì ðåàëèçàöèÿì èíòåãðàëü-
íûõ ôëóêòóàöèé ë.ï.  

Äàëåå, âûïîëíèâ â (7) óñðåäíåíèå ïî ñëó÷àé-
íûì ðåàëèçàöèÿì ë.ï,  ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû 

 
2

2 2
ë.ï ë.ïexp( ( / ) exp( ( / ) )

2
i X X


       

 
  (8)

 

èìååì  

 

2 2 2

0

2
2 2
ë.ï

[ ( )] 4 ( , )

{1 exp[ ( / ) ]cos( ( / )}.
2

X

nS k d d

X X

        


       

  



  

(9)

 

Çäåñü 2
ë.ï   – äèñïåðñèÿ ôëóêòóàöèé öåíòðà òÿ-

æåñòè ôîêóñèðîâàííîãî ëàçåðíîãî ïó÷êà â ïëîñêî-
ñòè ôîðìèðîâàíèÿ ËÎÇ. 

Ïðè ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé â (9) ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ñïåêòð ( , )n   – èçîòðîïíàÿ ôóíêöèÿ  
â ñïåêòðàëüíîé îáëàñòè, òîãäà 

 

2 2 2

0 0

2
2 2
ë.ï 0

[ ( )] 8 ( , )

{1 exp[ ( / ) ] ( ( / ))}.
2

X

nS k d d

X J X



         


       

  



  

(10)

 

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå (10) ïðè çíà÷åíèè 2
ë.ï 0    

ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòàòü ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ îñòàòî÷-
íûõ èñêàæåíèé, è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà 2

ë.ï 0,    ýòè 
èñêàæåíèÿ áóäóò áîëüøå. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ 
êîëìîãîðîâñêîé ìîäåëüþ ñïåêòðà òóðáóëåíòíîñòè 

 2 11/3 2 2( , ) 0,033 ( ) exp( / ),n n mC           (11) 

ãäå 2( )nC   – ïðîôèëü ñòðóêòóðíîãî ïàðàìåòðà òóð-
áóëåíòíîé àòìîñôåðû â òî÷êå   ïî òðàññå ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ; 1

m
  – âåëè÷èíà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ 

âíóòðåííåìó ìàñøòàáó òóðáóëåíòíîñòè.  
Â ðåçóëüòàòå â (10) ïðèõîäèì ê âûðàæåíèþ 

2 2 2 8/3 2 2

0 0

2
2 2
ë.ï. 0

[ ( )] 8 0,033 exp( / )

{1 exp[ ( / ) ] ( ( / ))}.
2
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mS k d d

X J X


         


       

 
  

Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ âíóòðåííåãî èíòåãðàëà  
â (12) ïîëó÷àåì
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(12)
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   (13) 

Ïðîàíàëèçèðóåì âûðàæåíèå (13) ñ òî÷êè çðå-
íèÿ åãî çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû äèñïåðñèè 2

ë.ï .   
Ïðè îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè êîððåêöèè èçîáðàæå-
íèÿ â òåëåñêîïå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèãíàëà îò ËÎÇ 
ñðàâíèì äâà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àÿ: êîãäà äèñïåðñèÿ 
äðîæàíèÿ ôîêóñèðóåìîãî ïó÷êà 2

ë.ï 0    (ò.å. 
êîãäà îïîðíàÿ çâåçäà íåïîäâèæíà) è êîãäà ïîëîæå-
íèå ËÎÇ ìåíÿåòñÿ â ïðîöåññå èçìåðåíèé, ò.å. êîãäà 

2
ë.ï 0.    Ïðè ýòîì áóäåì àíàëèçèðîâàòü ïîâåäå-

íèå äèñïåðñèè 2[ ( )]S    äëÿ çíà÷åíèÿ êîîðäèíà-
òû  ,D    ãäå  D  –  äèàìåòð  ïðèåìíîãî  òåëåñêîïà. 

Åñëè ñ÷èòàòü, ÷òî ËÎÇ íåïîäâèæíà, ò.å. 
2
ë.ï 0,    òî íà îñè òåëåñêîïà (êîãäà   0) âåëè-

÷èíà îñòàòî÷íûõ èñêàæåíèé 2[ (0)] 0.S     Ýòî îç-
íà÷àåò, ÷òî íåïîäâèæíàÿ ËÎÇ íå âíîñèò êàêèõ-
ëèáî ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáîê. Â êà÷åñòâå ñëåäóþ-
ùåãî øàãà àíàëèçà âîñïîëüçóåìñÿ â (12) ðàçëîæå-

íèåì â ðÿä ìíîæèòåëÿ 

2
2 2
ë.ïexp[ ( / ) ].

2
X


     Ïðè 

ó÷åòå òîëüêî ïåðâûõ äâóõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ ïî-
ëó÷àåì 

2 2 2 2 8/3 2 2

0 0

2 2 2
0 ë.ï

2 2 2/3 2 2
0

0 0

[ ( )] 8 0,033 ( ) exp( / )

{1 ( ( / ))} 8 0,033

( )( / ) exp( / ) ( ( / )).

X

n m

X

n m

S k d Ñ d

J X k

d Ñ X d J X







          

       

        

 

 



  

  (14) 

 

Ðàññìîòðèì çíà÷åíèÿ ñëàãàåìûõ (14) äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà 1.m 

 
Äëÿ êðàòêîñòè íàïèñàíèÿ ïðåä-

âàðèòåëüíî ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëà-
ãàåìûõ âûðàæåíèÿ (14), à èìåííî: 

 2 2 2
1 2[ ( )] [ ( )] [ ( )] .S S S              

Ïåðâîå ñëàãàåìîå èç (14), îáîçíà÷åííîå êàê 
2

1[ ( )] ,S    ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îöåíêó äèñïåðñèè 
îñòàòî÷íûõ ôàçîâûõ èñêàæåíèé äëÿ íåïîäâèæíîé 
îïîðíîé çâåçäû, à âòîðîå ñëàãàåìîå 

2
2[ ( )]S    – 

ýòî äîïîëíèòåëüíàÿ îøèáêà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî 
îïîðíàÿ çâåçäà ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñôåðè÷åñêèé 
èñòî÷íèê, èìåþùèé ñëó÷àéíîå ïîëîæåíèå ñâîåãî 
öåíòðà. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â (14) 
ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî îòíîøåíèå  

 
2 2

ë.ï
2 2

1

[ ( )]
1 0 .

[ ( )]
S
S

     
   

    




 (15) 

Îòäåëüíî ðàññ÷èòàåì çíà÷åíèå ïåðâîãî ñëàãàåìîãî 
èç (14) ïðè 1:m 

 

 

2 2 2
1

2 8/3 2 2
0

0 0

2 2 2 5/3

0

2 2 2
1 1

2 2
5/3 2 5/3

2/3

0

[ ( )] 8 0,033

( ) exp( / ){1 ( ( / ))}

8 0,033( ( 5/6)) ( )

5
[1 ( ,1; ( / ) /4)]

6

4 0,033 ( 5/6)
( ) ( )( / ) .

(11/6)2

X

n m

X

n m

m

X

n

S k

d Ñ d J X

k d Ñ

F X

k
d Ñ X






     

         

       

       

  
     



 







  

  (16) 

Ýòî ïîñëåäíåå âûðàæåíèå äàåò çíà÷åíèå äëÿ äèñïåð-
ñèè îñòàòî÷íûõ ôàçîâûõ èñêàæåíèé äëÿ íåïîäâèæ-
íîé ËÎÇ. Êàê âèäíî èç (15), äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé 

2
ë.ï 

 

íàèáîëüøèå èñêàæåíèÿ òàêæå áóäóò èìåòü 
ìåñòî è äëÿ ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ òåëåñêîïîâ. 
 Ñëåäóåò îòìåòèòü äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæå-
íèé, êîãäà ËÎÇ ôîðìèðóåòñÿ íà âûñîòå 100 êì  
[1, 3, 6], â õîðîøèõ óñëîâèÿõ àñòðîíàáëþäåíèé 
ìîæíî îöåíèòü 

2
ë.ï 

 

âåëè÷èíîé ïîðÿäêà 1–2 ì. 
Â òî æå âðåìÿ ïðè áîëåå ñèëüíîé òóðáóëåíòíîñòè 
ýôôåêòèâíûé «ðàçìåð» ËÎÇ ìîæåò áûòü çíà÷è-
òåëüíî áîëüøå.  

Äàëåå ðàññìîòðèì, èñõîäÿ èç âûðàæåíèÿ (13), 
ñèòóàöèþ ïðàêòè÷åñêè íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíóþ,  
à èìåííî, êîãäà 2 2

ë.ï 1.m     Â ýòîì ñëó÷àå îñ-
íîâíûì ìàñøòàáîì çàäà÷è ñòàíîâèòñÿ ñàìà âåëè÷è-
íà 2

ë.ï .   Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèå (13) ïåðåõî-
äèò â ñëåäóþùåå: 

 

2
2 2 2 5/6ë.ï

2
2 5/3

1 1 2
ë.ï

0

5
[ ( )] 4 0,033 Ã( )[ ]

6 2

5
( )( / ) ( ,1; ).

6 2

X

n

S k

d C X F

 
       


     

 



  

(17)

 

Äàëåå, åñëè âçÿòü îòíîøåíèå (17) ê (16), ïîëó÷àåì 
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå, õàðàêòåðèçóþùåå óâåëè÷å-
íèå äèñïåðñèè îñòàòî÷íûõ ôàçîâûõ èñêàæåíèé: 

2 2 2
5/6ë.ï

1 12 2 2
1 ë.ï

[ ( )] 5
[ ] Ã(11/6) ( ,1; ).

6[ ( )] 2 2
S

F
S

     
  

     

  

 
  (18) 

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî óðîâåíü îñòàòî÷íûõ ôàçîâûõ èñ-
êàæåíèé áóäåò çàâèñåòü îò äèñïåðñèè äðîæàíèÿ ËÎÇ: 
çàâèñèìîñòü (18) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîíîòîííî óìåíü-

øàþùóþñÿ ôóíêöèþ àðãóìåíòà 

2

2
ë.ï

,
2


 

 ïðåäåëüíî 

ñòðåìÿùóþñÿ ê çíà÷åíèþ, ðàâíîìó 1. Íàèáîëüøèå 
çíà÷åíèÿ îòíîøåíèå (18) ïðèíèìàåò äëÿ òåëåñêîïîâ 

ñ ìàëûìè àïåðòóðàìè, êîãäà 2
ë.ï .D      

2*. 
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Äëÿ ìàëûõ âåëè÷èí  
2
ë.ï( )    èç (17) 

ïîëó÷àåì 

  

2
2 2 2 5/6ë.ï

2
2 5/3

2
ë.ï

0

[ ( )] 4 0,033 ( )
2

5
[1 ] ( )( / ) .

12

X

n

S k

d C X

 
     


    

  



   

(19)

 

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ îñåâûõ òî÷åê (ìàëûå çíà÷å-
íèÿ ) èëè æå äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ òåëåñêîïîâ (òà-

êèõ, ÷òî äèàìåòð àïåðòóðû òåëåñêîïà 2
ë.ï )D     

îñòàòî÷íàÿ îøèáêà áóäåò ïðîïîðöèîíàëüíà âåëè÷è-
íå äðîæàíèÿ ïîëîæåíèÿ îïîðíîé çâåçäû 

2
ë.ï   è áó-

äåò êâàäðàòè÷íî ðàñòè îò öåíòðà ê ïåðèôåðèè.  
Äëÿ î÷åíü áîëüøèõ òåëåñêîïîâ (êîãäà 

2
ë.ï ),D    êàê ñëåäóåò èç àñèìïòîòèêè äëÿ ãèïåð-

ãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè 

2

1 1 2
ë.ï

5
( ,1; )

6 2
F


 

 
 â (18), 

ôóíêöèîíàëüíûé âèä äèñïåðñèè îñòàòî÷íûõ ôàçî-
âûõ èñêàæåíèé áóäåò òàêîé æå, êàê è ïðè íåïîä-
âèæíîì öåíòðå ïîëîæåíèÿ îïîðíîé çâåçäû, ò.å. 
ñîâïàäàòü ñ âûðàæåíèåì (16). 

Ðàññìîòðèì îòíîøåíèå óðîâíÿ îñòàòî÷íûõ ôà-
çîâûõ èñêàæåíèé â ñèñòåìå ñ àäàïòèâíîé êîððåêöè-
åé (äëÿ íåïîäâèæíîé çâåçäû) ê óðîâíþ ôàçîâûõ 
èñêàæåíèé â ñèñòåìå áåç êîððåêöèè: 

 

2 5/3

0

2

0

( )( / )

.

( )

X

n

X

n

d C X

d C

  

 

 




 (20) 

Ïðåæäå âñåãî, îòìåòèì ñëåäóþùåå: ïîñêîëüêó 
äëÿ âåðòèêàëüíûõ òðàññ îòíîøåíèå  [7–10] ìíîãî 
ìåíüøå åäèíèöû, òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî äèñ-
ïåðñèÿ îñòàòî÷íûõ ôàçîâûõ èñêàæåíèé, îáóñëîâëåí-
íûõ äðîæàíèåì ïîëîæåíèÿ ñàìîé ËÎÇ, íåâåëèêà. 
 Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ 
ðàñ÷åòîâ îòíîøåíèÿ (20) äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé 
âåðòèêàëüíûõ ïðîôèëåé ñòðóêòóðíîãî ïàðàìåòðà 
ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ [8–10], â òîì ÷èñëå áûëè 
èñïîëüçîâàíû: 

ìîäåëü Ãðèíâóäà 

 2 13 1,3 17( ) [2,2 10 ( 10) 4,3 10 ]exp ,
4000nC             

 
 

ìîäåëü HV5/7 

 
   

   

22 53 10

16

( ) åõð / 100 5,94 10 /27

exp /1000 2,7 10 exp /1500 ,

nC À v



      

    
 

ãäå 14 2/31,7 10 ì ,A     v  21 ì/ñ,  
ìîäåëü äëÿ îáñåðâàòîðèè AMOS (î. Ìàóè, Ãà-

âàéè, ÑØÀ) 

 
   2 54 10 17

15

8,16 10 exp /1000 3,02 10

exp( /1500) 1,90 10 exp( /100).

nC  



       

    
 

 

Ìîäåëü âåðòèêàëüíîãî 
ïðîôèëÿ ñòðóêòóðíîãî 
ïàðàìåòðà ïîêàçàòåëÿ 

ïðåëîìëåíèÿ 

Îòíîøåíèå (20) 

Ðîñò ðàäèóñà 
êîãåðåíòíîñòè

* /0 0r r   

Ìîäåëü Ãðèíâóäà 0,00332 30,7 
Ìîäåëü HV5/7 0,00215 39,9 
Ìîäåëü äëÿ îáñåðâàòîðèè 
AMOS, î. Ìàóè 0,00382 28,2 

 
Äàííûå òàáëèöû ôàêòè÷åñêè õàðàêòåðèçóþò óâåëè-
÷åíèå ðàçìåðà êîãåðåíòíîé çîíû [8] â ðåçóëüòàòå 
àäàïòèâíîé êîððåêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ËÎÇ. Íå-
òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ðàäèóñîâ êîãåðåíòíîñòè 
ñèñòåìû ñ êîððåêöèåé *

0r  è áåç íåå 0r  óâåëè÷åíèå 
ðàçìåðà êîãåðåíòíîé çîíû ìîæíî ÷èñëåííî îöåíè-
âàòü ÷åðåç îòíîøåíèå 

 

3/5

2 5/3

* 0
0 0

2

0

( )( / )

/ .

( )

X

n

X

n

d C X

r r

d C


 
   
 
 
 

  
 
 




   

(21) 

Äëÿ ðàñ÷åòà óâåëè÷åíèÿ ðàäèóñà êîãåðåíòíîñòè çà 
ñ÷åò êîððåêöèè ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ äàííûìè 
òàáëèöû è âûâîäàìè èç ðàáîòû [11].  

Îäíàêî ÷òîáû ïðàâèëüíî îöåíèâàòü ñòåïåíü 
âëèÿíèÿ îñòàòî÷íûõ ôàçîâûõ èñêàæåíèé, íåîáõî-
äèìî ñîïîñòàâèòü âåëè÷èíó óìåíüøåíèÿ ôëóêòóà-
öèé [â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (20)] ñ âåëè÷èíîé 
äèñïåðñèé âûñøèõ ìîäîâûõ ñîñòàâëÿþùèõ, êîòî-
ðûå ìîæíî îöåíèòü ïî ôîðìóëàì, ïðèâåäåííûì  
â [12]. Ýòî ñîïîñòàâëåíèå ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî 
íàëè÷èå îñòàòî÷íûõ ôàçîâûõ èñêàæåíèé, èç-çà 
äâèæåíèÿ ËÎÇ, îãðàíè÷èâàåò íîìåð ìàêñèìàëüíî 
âûñîêîé ìîäîâîé ñîñòàâëÿþùåé, äëÿ êîòîðîé áóäåò 
ýôôåêòèâíà êîððåêöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ñèãíàëà 
îò ðåàëüíîé ËÎÇ.  

Ïðîàíàëèçèðóåì äàëåå, êàê âëèÿþò îñòàòî÷íûå 
ôàçîâûå èñêàæåíèÿ íà ôîðìèðîâàíèå ïîëÿ â ôîêàëü-
íîé ïëîñêîñòè òåëåñêîïà. Èçâåñòíî, ÷òî ïîëå â ôî-
êóñå òåëåñêîïà îïèñûâàåòñÿ êàê ïðåîáðàçîâàíèå  
â äàëüíþþ çîíó ïîëÿ âîëíû íà àïåðòóðå. Ïóñòü íà 
âõîäíóþ àïåðòóðó òåëåñêîïà 1( )W   ïàäàåò ïëîñêàÿ 

âîëíà, òîãäà ïîëå âîëíû â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè F 
òåëåñêîïà 

2 ïë
1 1 0 1 1( , ) ( ) ( , ;0, )exp( (0, ).U F d W G F iS      (22) 

Çäåñü 0 1( , ;0, )G F    – ôóíêöèÿ Ãðèíà ñâîáîäíîãî 

ïðîñòðàíñòâà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàñïðîñòðàíåíèå âîë-
íû èç âõîäíîé àïåðòóðû òåëåñêîïà â åãî ôîêàëü-
íóþ ïëîñêîñòü. Ïîñëå îñóùåñòâëåíèÿ ôàçîñîïðÿ-
æåííîé êîððåêöèè [4, 5] íà âõîäíîé àïåðòóðå áó-
äóò èìåòü ìåñòî íåñêîìïåíñèðîâàííûå îñòàòî÷íûå 
ôàçîâûå ôëóêòóàöèè 1( ),S   êîòîðûå ìîæíî îïè-

ñûâàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ìíîæèòåëÿ: 

 ïë ñô
1 1 1 ë.ïexp[ ( )] exp[( (0, ) ( , )].i S iS iS       (23) 



 Îñòàòî÷íûå ôàçîâûå èñêàæåíèÿ ïðè êîððåêöèè ñ èñïîëüçîâàíèåì ëàçåðíîé îïîðíîé çâåçäû 109 
 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé èíòåíñèâ-
íîñòè ïîëÿ â ôîêàëüíîé ïëîñêîñòè òåëåñêîïà ðàñ-
ñ÷èòàåì ñëåäóþùèé èíòåãðàë: 

2 2
1 2 1 2 0 1

*
0 2 1 2

( , ) ( ) * ( ) ( , ;0, )

( , ;0, ) exp[ ( ) ( )] .

I F d d W W G F

G F i S i S

     

     

    

   
  

Ïîñëåäíèé ÷ëåí, ñòîÿùèé â ñêîáêàõ <…> óñðåäíå-
íèÿ, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ ôàçû 
ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

2
1 2 1 2

1
exp[ ( ) ( )] exp( [ ( ) ( )] ).

2
i S i S S S             

 

 
 (25) 

Ïðè äàëüíåéøèõ ðàñ÷åòàõ â (25) âîñïîëüçóåìñÿ 
âûðàæåíèÿìè (4), (5), à òàêæå äëÿ ïðîñòîòû ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ÷ëåíîâ, ñòîÿùèõ ïîä çíàêîì óñðåäíåíèÿ, 
ïðèìåíèì çàïèñü ñëåäóþùåãî âèäà: 

2
1 2

2 2
1 1 2 2

0

1 2 2 1

[ ( ) ( )]

2 ( , ){ [ ] [ ] * [ ] [ ] *

[ ] [ ] * [ ] [ ] * }.

X

n

S S

k d d

     

            

       

 

 

    

   
Òàêàÿ ñõåìà çàïèñè ñòàíåò ïîíÿòíîé èç äàëüíåéøå-
ãî ðàññìîòðåíèÿ. Ïåðâûé ÷ëåí â ôèãóðíîé ñêîáêå  
â âûðàæåíèè (26) äàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé: 

1 1

1 1 ë.ï

1 1 ë.ï

1 ë.ï

1 ë.ï

[ ] [ ]*

{exp( ) exp[ (1 / ) ( / )]}

{exp( ) exp[ (1 / ) ( / )]}

2 exp[ ( / ) ( / )]

exp[ ( / ) ( / )] .

i i X i X

i i X i X

i X i X

i X i X

   

      

      

       

     

 

  

  

 

 

 

(27)

 

Ïîñëå ïðîâåäåííîãî â (27) óñðåäíåíèÿ ïî ñëó÷àé-
íûì ðåàëèçàöèÿì ïîëîæåíèÿ ËÎÇ, ò.å. ïî ñëó÷àé-
íûì ðåàëèçàöèÿì ïîëîæåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè ëà-
çåðíîé îïîðíîé çâåçäû ë.ï,  ïîëó÷àåì 

 
1 1

2
2 2
ë.ï 1

[ ] [ ] *

2[1 exp( ( / ) )cos( ( / )].
2

X X

   


      

 


  
(28)

 

Ïðîâîäÿ ðàñ÷åò ïîäîáíûì îáðàçîì â äðóãèõ ñëà-
ãàåìûõ (26), ïîëó÷àåì, íàïðèìåð: 

 

1 2 1 2 1 2

2
2 2
ë.ï 1 2 1

2
2 2
ë.ï 1 2 2

[ ] [ ]* 2{cos ( ) cos ( )(1 / )

exp( ( / ) )cos [( ) ( / )]
2

exp( ( / ) )cos [( ) ( / )]}.
2

X

X X

X X

        


        


       

       

   

   

  

    (29) 

Íàêîíåö, ñóììèðóÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ âñåõ 
ñîñòàâëÿþùèõ èç (27), èìååì 

2 2 2
1 2

0

2
2 2
ë.ï 1

2
2 2
ë.ï 2

1 2 1 2

2
2 2
ë.ï 1 2 1

[ ( ) ( )] 4 ( , )

{[1 exp( ( / ) )cos( ( / )]
2

[1 exp( ( / ) )cos( ( / )]
2

[cos ( ) cos ( )(1 / )

exp( ( / ) )cos [( ) ( / )]
2

X

nS S k d d

X X

X X

X

X X

          


       


       

      


        

   





     

   

2
2 2
ë.ï 1 2 2exp( ( / ) )cos [( ) ( / )]]}.

2
X X


          

 

   (30) 

Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ âûðàæåíèÿ (30) äëÿ ñòðóêòóðíîé 
ôóíêöèè îñòàòî÷íîé ôàçû èç (25) åãî íàäî ïîäñòà-
âèòü â (24). Àíàëèòè÷åñêèé ðàñ÷åò âûðàæåíèÿ (30) 
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèìåðíî òàê æå, êàê è ïðè âû÷èñ-
ëåíèè äèñïåðñèè. Ïðåæäå âñåãî, åùå ðàç ïðåîáðàçó-
åì (30) â ïðåäïîëîæåíèè èçîòðîïíîñòè ñïåêòðà òóð-
áóëåíòíîñòè ( , ),n   òîãäà îíî ïåðåïèøåòñÿ â âèäå 

2 2 2 2
1 2

0

2
2 2
ë.ï 0 1

2
2 2
ë.ï 0 2

0 1 2 0 1 2

2
2 2
ë.ï 0 1 2 1
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2
2 2
ë.ï 0 1 2 2

/ ))]

[1 exp( ( / ) ) ( ( ) ( / ))]}.
2

X

X J X

 


           

  

   (31) 

Äëÿ áîëüøèõ àïåðòóð, êîãäà 2
ë.ï ,D  

 
÷ëåí, 

ñòîÿùèé â ôèãóðíîé ñêîáêå â (31), ïðåäñòàâëÿåò 
ñîáîé ìíîãî÷ëåí â ñòåïåíè 5/3: 

 

5/3 5/3 5/3 5/3
1 2

5/3 5/3 5/3
1 2 1 2

5/3 5/3
1 2 1 1 2 2

{...} ( / ) ( / )
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X X

X

X X

     

     

       

   

     

 

(32)

 

Åñëè â (32) âîñïîëüçîâàòüñÿ êâàäðàòè÷íîé àïïðîê-
ñèìàöèåé, òî ïîëó÷àåì, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ 
ôàçû áóäåò èìåòü âèä 

2 2 2
1 2

5/32 5/3
1 2

0

[ ( ) ( )] 8 0,033( Ã( 5/6)/Ã(11/6))
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S S k
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(33)

(26)
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Î÷åâèäíî, ÷òî ñòðóêòóðíàÿ ôóíêöèÿ ôàçû íàñûùà-
åòñÿ íà óäâîåííîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè (13), êîòîðîå 
ðàññ÷èòûâàåòñÿ äëÿ âñåé àïåðòóðû òåëåñêîïà D.  
Â ðåçóëüòàòå, ñ ó÷åòîì ôîðìóë (16), (19), ïîëó÷àåì 
â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ ñòðóêòóðíîé 
ôóíêöèè îñòàòî÷íûõ ôàçîâûõ èñêàæåíèé èç (31) 
ñëåäóþùåå âûðàæåíèå: 
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2 2
2 5/6 2 5/3ë.ï

2
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2
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  (34)  

Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ âåðòèêàëüíûé ïðîôèëü 
òóðáóëåíòíîñòè, ìîæíî c èñïîëüçîâàíèåì äîñòàòî÷-
íî ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé îöåíèòü óðîâåíü (äèñïåð-
ñèþ è ñòðóêòóðíóþ ôóíêöèþ) îñòàòî÷íûõ ôàçîâûõ 
èñêàæåíèé, îáóñëîâëåííûõ òåì, ÷òî îïîðíàÿ çâåç-
äà, ôîðìèðóåìàÿ ñ Çåìëè, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôå-
ðè÷åñêóþ âîëíó ñî ñëó÷àéíûì öåíòðîì èçëó÷åíèÿ.  
 Åñëè îöåíèòü ïàðàìåòð Øòðåëÿ, èñõîäÿ èç 
ðàáîò [2, 3, 13–15], ïî ôîðìóëå  

 2St exp( [ ( )] ),S D       

òî ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî íàëè÷èå îñòàòî÷íûõ 
ôàçîâûõ èñêàæåíèé áóäåò óìåíüøàòü ïðåäåëüíî 
äîñòèæèìóþ âåëè÷èíó ýòîãî ïàðàìåòðà è òåì ñàìûì 
ñíèæàòü ýôôåêòèâíîñòü êîððåêöèè ñ òî÷êè çðåíèÿ 
îãðàíè÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ âîçìîæíîñòåé ïîâûøåíèÿ 
ïîòåíöèàëà òåëåñêîïà. 

Çàêëþ÷åíèå 

Òàêèì îáðàçîì, â ðåçóëüòàòå àíàëèòè÷åñêèõ 
ðàñ÷åòîâ óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ïðè êîððåêöèè 
àáåððàöèé âîëíîâîãî ôðîíòà ñ ïîìîùüþ ñèãíàëà îò 
ëàçåðíîé îïîðíîé çâåçäû èìåþò ìåñòî îñòàòî÷íûå 
ôàçîâûå èñêàæåíèÿ. Ýòè èñêàæåíèÿ îáóñëîâëåíû 
òåì, ÷òî îïîðíàÿ çâåçäà ôîðìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ 
ôîêóñèðîâàííîãî ëàçåðíîãî ïó÷êà, íàïðàâëÿåìîãî 
èç òåëåñêîïà (ñ ïîâåðõíîñòè Çåìëè) è îíà ôàêòè÷å-
ñêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñôåðè÷åñêóþ âîëíó ñî ñëó-
÷àéíûì öåíòðîì. Â ïðèáëèæåíèè ìåòîäà Ãþéãåíñà– 
Ôðåíåëÿ áûëè ðàññ÷èòàíû ñòàòèñòè÷åñêèå ìîìåíòû 
ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íûõ èñêàæåíèé äëÿ âûñøèõ 
àáåððàöèé ôàçîâûõ ôëóêòóàöèé. Îáñóæäàåòñÿ âî-
ïðîñ îá îãðàíè÷åíèÿõ ýôôåêòèâíîñòè êîððåêöèè ïðè 
èñïîëüçîâàíèÿ òàêîé çâåçäû ïðè îïðåäåëåííîì çíà-
÷åíèè òóðáóëåíòíûõ ôëóêòóàöèé. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ 
òåëåñêîïîâ êàê ñ ïðåäåëüíî ìàëûìè, òàê è ñ ïðå- 
 

äåëüíî áîëüøèìè àïåðòóðàìè ýòè îãðàíè÷åíèÿ íå-
ñóùåñòâåííû. Íàèáîëåå ñèëüíîå âëèÿíèå ýòîò ýô-
ôåêò áóäåò îêàçûâàòü íà òåëåñêîïû ñ àïåðòóðàìè 
ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ìåòðîâ. 

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé 
ïîääåðæêå ãðàíòà ïðîãðàììû ñîâìåñòíîãî êîíêóðñà 
ÍÀÍ Óêðàèíû–ÑÎ ÐÀÍ (2013–1014) è ïðîãðàìì 
ÔÖÏ Ìèíîáðíàóêè Ðîññèè (ñîãëàøåíèå 8877, ñî-
ãëàøåíèå 8703). 
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L.A. Bolbasova, V.P. Lukin. Residual phase distortions at correction with laser guide star. 
With the advent technology of the laser guide stars the problem of general tilt wave front correction ap-

pears. The high aberrations of the wave front are corrected by means of signal from laser guide star. However, 
whereas such star is formed by means of laser beam, directed from telescope, it can be represented as spherical 
wave with random center position. Residual distortions of high aberration phase fluctuations in such presenta-
tion with calculation in the Huigens–Fresnel’s approximation are executed. 


