
«Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà», 26, ¹ 9 (2013) 

734 © Ðîìàíîâ Í.Ï., Áîðîäèí Ñ.À., Äóáíè÷åíêî Ñ.Î., Íîâèêîâà Ë.Ä., 2013 
 

ÎÏÒÈÊÀ ÊËÀÑÒÅÐÎÂ, ÀÝÐÎÇÎËÅÉ È ÃÈÄÐÎÇÎËÅÉ 

ÓÄÊ 551.593.5 
 

Êðóïíîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà è àñèìïòîòè÷åñêèå 
çàêîíîìåðíîñòè èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ ñâåòà  

êàïëÿìè âîäû â âèäèìîì äèàïàçîíå 
 

Í.Ï. Ðîìàíîâ, Ñ.À. Áîðîäèí, Ñ.Î. Äóáíè÷åíêî, Ë.Ä. Íîâèêîâà* 
 

ÔÃÁÓ «Íàó÷íî-ïðîèçâîäñòâåííîå îáúåäèíåíèå «Òàéôóí» 
249038, ã. Îáíèíñê, Êàëóæñêàÿ îáë., óë. Ïîáåäû, 4 

 
Ïîñòóïèëà â ðåäàêöèþ 15.11.2012 ã. 

 
Ïðîâåäåí àíàëèç ìåõàíèçìîâ ðàññåÿíèÿ èçëó÷åíèÿ íà øàðå â äèàïàçîíå óãëîâ ðàññåÿíèÿ θ îò 0 äî 180° 

ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ òî÷íûõ èíäèêàòðèñ, ðàññ÷èòàííûõ ïî òåîðèè Ìè, è èíòåðôåðåíöèîííûõ èíäèêàòðèñ  

ñ ó÷àñòèåì äèôðàêöèîííîãî è ïàðöèàëüíûõ ëó÷åé ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè (ÃÎ). Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî 

êðóïíîìàñøòàáíûå îñöèëëÿöèîííûå çàêîíîìåðíîñòè òî÷íîé èíäèêàòðèñû ïðè áóëüøèõ Ìè ïàðàìåòðàõ õ 
ñîîòâåòñòâóþò èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíå äâóõ èëè òðåõ ëó÷åé ñ óòî÷íåííûìè àìïëèòóäîé äèôðàêöèîííîãî 
è ñäâèãàìè ôàç ÃÎ ëó÷åé. Äëÿ èíòåãðàëüíûõ õàðàêòåðèñòèê ïîãðåøíîñòü ðàñ÷åòà ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåð-
ôåðåíöèîííûõ ôîðìóë â îáëàñòè óãëîâ θ = 0 ÷ 10° íå ïðåâûøàåò åäèíèö ïðîöåíòîâ äëÿ õ > 10 è ñòðåìèòñÿ  
ê íóëþ ñ ðîñòîì õ. Äëÿ îñòàëüíûõ îáëàñòåé â çàâèñèìîñòè îò ñî÷åòàíèÿ ÷åòíîñòåé öåëûõ ÷àñòåé π ïîëíîãî 
óãëà ðàññåÿíèÿ ñëåäóåò ñòðåìëåíèå ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà Ìè ïåðèîäîâ îñöèëëÿöèé ïî θ ê íóëþ ïî çàêîíàì õ–1, 
õ
–2/3 (ðàäóãà) è õ

–1/2, à ïåðèîä îñöèëëÿöèé ïî õ íà÷èíàåò çàâèñåòü òîëüêî îò θ. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñðåäíèõ 

ïî èíòåðâàëàì Δθ = 10 ÷ 15° èíäèêàòðèñ äëÿ ïîêàçàòåëÿ m = 4/3 ïðåäñòàâëåíû â âèäå àïïðîêñèìàöèîííûõ 

ñîîòíîøåíèé ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ñòðåìëåíèåì ê èíäèêàòðèñå ÃÎ. 
 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ, èíòåðôåðåíöèÿ, äèôðàêöèÿ, ãåîìåòðè÷åñêàÿ îïòèêà, òåîðèÿ Ìè; 
phase scattering function, interference, diffraction, geometrical optics, Mie theory. 

 
Ââåäåíèå 

 

Õàðàêòåðèñòèêè ðàññåÿíèÿ ñâåòà ñôåðè÷åñêèìè 
÷àñòèöàìè ïîëíîñòüþ îïèñûâàþòñÿ áåñêîíå÷íûìè ðÿ- 
äàìè äëÿ áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà x, ðàâíîãî îò-
íîøåíèþ äëèíû îêðóæíîñòè øàðà ê äëèíå âîëíû 
ïàäàþùåãî èçëó÷åíèÿ, è îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ 
Ìè (1908 ã.) è Äåáàÿ (1909 ã.). Â ñîâðåìåííîì èç-
ëîæåíèè ýòè ðÿäû (ðÿäû Ìè), êîòîðûå â äàëüíåé-
øåì áóäåì íàçûâàòü òî÷íûì ðåøåíèåì, ïðèâîäÿòñÿ 
ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ èçâåñòíûõ ìîíîãðàôèÿõ [1, 2]. 
Òðóäíîñòè âû÷èñëåíèÿ èñïîëüçóþùèõñÿ â ýòèõ ðÿ-
äàõ ôóíêöèé Ðèêêàòè–Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà (ÐÁ1) 
áûëè ïðåîäîëåíû â ïîñëåäíåå âðåìÿ èñïîëüçîâàíèåì 
äëÿ íèõ îáðàòíîé ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðû ñ èíè-
öèàëèçàöèåé íà÷àëüíûõ äàííûõ ïî àëãîðèòìó [3],  
à òàêæå ïðåäëîæåííîìó â íàøåé ðàáîòå [4] ìåòîäó 
âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì öåïíûõ 
äðîáåé è âðîíñêèàíà ôóíêöèé ÐÁ. 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ýòèõ ìåòîäîâ è ñîâðåìåííîé 

âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ Ìè 
íå ïðåäñòàâëÿåò îñîáûõ ñëîæíîñòåé è â ïðèíöèïå 
ðåøàåò çàäà÷ó ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà øàðàõ ðàçìåðàìè 
âïëîòü äî íåñêîëüêèõ ñàíòèìåòðîâ, íåñìîòðÿ íà òî ÷òî 
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ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ÷èñëî ÷ëåíîâ ðÿäà 

ïîðÿäêà 105. Îäíàêî òî÷íîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå 
äëÿ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà x è óãëà 

ðàññåÿíèÿ θ, ñëàáî èíôîðìàòèâíî äëÿ áîëüøèõ çíà-
÷åíèé x ââèäó îñöèëëÿöèîííîé ñòðóêòóðû êàê óãëî-
âûõ, òàê è ðàçìåðíûõ çàâèñèìîñòåé èíòåíñèâíîñòè 
ðàññåÿíèÿ. 

Ïðîâåäåííîå â ðàáîòå [5] óñðåäíåíèå èíäèêàò-
ðèñû ðàññåÿíèÿ äëÿ îòäåëüíûõ óãëîâ ïîêàçàëî íàëè-
÷èå àñèìïòîòè÷åñêîãî ñòðåìëåíèÿ ñðåäíèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà x ê ïîñòîÿííîìó ïðåäåëó, 
÷òî îòðàæàåò ïðèáëèæåíèå ê çàêîíàì ãåîìåòðè÷åñêîé 
îïòèêè (ÃÎ). Ïîäîáíàÿ êàðòèíà îòìå÷åíà è â ïîñëå-
äóþùèõ ðàáîòàõ [6–8], îäíàêî â íèõ, êàê è â ðàáîòå 
[5], âîïðîñ ïîëó÷åíèÿ êîëè÷åñòâåííûõ çàâèñèìîñòåé 
äëÿ èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ íå ðàçðàáàòûâàëñÿ. Ýòó 

ñèòóàöèþ ìîæíî îáúÿñíèòü îòñóòñòâèåì ìåòîäèêè 

ðàñ÷åòà èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ â ðàìêàõ ÃÎ äëÿ ïàð-
öèàëüíûõ ëó÷åé p ≥ 2 (p – êîëè÷åñòâî ïðîõîäîâ ëó÷à 
âíóòðè êàïëè). 

Òàêàÿ ìåòîäèêà áûëà ðàçðàáîòàíà â íàøåé ðà-
áîòå [9], ÷òî ïîçâîëèëî ñòàâèòü çàäà÷ó î ïîñòðîåíèè 
êîëè÷åñòâåííûõ çàêîíîìåðíîñòåé ñòðåìëåíèÿ óñðåä-
íåííûõ èíäèêàòðèñ ê ïðåäåëüíûì èíäèêàòðèñàì ÃÎ. 
Îäíàêî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ýòèõ çàêîíîìåðíîñòåé íåîá-
õîäèìî ïðåäñòàâëÿòü êà÷åñòâåííóþ êàðòèíó êðóïíî-
ìàñøòàáíûõ îñîáåííîñòåé çàâèñèìîñòè èíäèêàòðèñû 
ðàññåÿíèÿ îò ïàðàìåòðîâ çàäà÷è (óãîë ðàññåÿíèÿ θ, 
ïàðàìåòð x è ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ m). Â íàñòîÿ-
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ùåé ñòàòüå ïîñëå ââåäåíèÿ îñíîâíûõ îïðåäåëåíèé 
âíà÷àëå ïðîâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå ðàñ÷åòîâ òî÷íîé 
èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ è ïîëó÷åííîé ïðè èñïîëü-
çîâàíèè ïîíÿòèé ôèçè÷åñêîé (èíòåðôåðåíöèÿ, äè-
ôðàêöèÿ ñâåòà) è ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè. Ïðè ýòîì 
óòî÷íÿþòñÿ àìïëèòóäà äèôðàêöèîííîãî ëó÷à è ñäâè-
ãè ôàç ãåîìåòðè÷åñêèõ ëó÷åé ïðè âçàèìîäåéñòâèè  
ñ îòðàæàþùèìè ïîâåðõíîñòÿìè øàðà. Íà îñíîâàíèè 

ýòèõ óòî÷íåííûõ õàðàêòåðèñòèê âûâîäÿòñÿ àíàëèòè-
÷åñêèå è àïïðîêñèìàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ èíòåðôå-
ðåíöèè ðàññìàòðèâàåìûõ ëó÷åé, èìåþùèå ìåñòî äëÿ 
ñîîòâåòñòâóþùèõ îáëàñòåé óãëîâ ðàññåÿíèÿ. Â ðå-
çóëüòàòå äàåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ èìåþùèõñÿ îñîáåí-
íîñòåé óãëîâûõ õàðàêòåðèñòèê òî÷íîé èíäèêàòðèñû. 
Çàòåì ñ ó÷åòîì âûÿâëåííûõ ïàðàìåòðîâ îñöèëëÿöè-
îííûõ ñòðóêòóð îïðåäåëÿþòñÿ îáëàñòè óñðåäíåíèÿ 
èíäèêàòðèñ ïî óãëó ðàññåÿíèÿ è ïî ïàðàìåòðó x. 
Äëÿ ýòèõ îáëàñòåé ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè Ìè äëÿ 
m = 4/3 ðàññ÷èòûâàþòñÿ èíòåãðàëüíûå çíà÷åíèÿ 
èíäèêàòðèñ, êîòîðûå àïïðîêñèìèðóþòñÿ àíàëèòè÷å-
ñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè. 

 

1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ  
è îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ 

èíäèêàòðèñ 
 

Ðàññìîòðèì ðàññåÿíèå ñâåòà, ïðåäñòàâëÿþùåå ñî- 
áîé ïëîñêóþ ýëåêòðîìàãíèòíóþ âîëíó ñ ïëîòíîñòüþ 
ïîòîêà ýíåðãèè I0, ïàäàþùóþ íà ñôåðè÷åñêóþ ÷àñ-
òèöó ðàäèóñà r. Èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ γ îïðåäåëÿ-
åòñÿ êàê îòíîøåíèå ïîòîêà ýíåðãèè dW, ðàññåÿí-
íîé â ïðîñòðàíñòâåííûé óãîë dΩ = sinθ dθ dϕ, ê âå- 
ëè÷èíå ýòîãî óãëà è ïîòîêó ýíåðãèè, ïàäàþùåé íà 
ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå ÷àñòèöû: 

 γ θ ϕ =
Ω π 2

0

1
( , , , ) .

dW
m r

d I r
 (1) 

Ïðîèíòåãðèðîâàííàÿ ïî àçèìóòàëüíîìó óãëó 

èíäèêàòðèñà, êîòîðàÿ è áóäåò ïðåäìåòîì ðàññìîò-
ðåíèÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå, îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé ïî- 
ëÿðèçàöèîííûõ èíäèêàòðèñ γk, ãäå k = 1 è 2 ñîîò-
âåòñòâóþò ïåðïåíäèêóëÿðíîé è ïàðàëëåëüíîé ïîëÿ-
ðèçàöèÿì: 

 γ θ = γ θ + γ θ1 2( , , ) ( , , ) ( , , ).m r m r m r  (2) 

Äëÿ òåîðèè Ìè ñîîòâåòñòâóþùåå ñîîòíîøåíèå 
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 

 
θ θ

γ θ = +1 2

Mè 2 2

( , , ) ( , , )
( , , ) .

i m x i m x
m x

x x
 (3) 

Çäåñü âåëè÷èíû ik çàâèñÿò îò ðàçìåðà ÷àñòèö ÷åðåç 
ïàðàìåòð x è âûðàæàþòñÿ ðÿäàìè Ìè ïî ïàðöèàëü-
íûì ãàðìîíèêàì c íîìåðàìè l. Ïîñêîëüêó âûðàæå-
íèÿ äëÿ ýòèõ ðÿäîâ èìåþòñÿ â [1, 2], òî çäåñü îíè íå 
ïðèâîäÿòñÿ. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî àëãîðèòìû âû÷èñ-
ëåíèÿ ðÿäîâ Ìè èçëîæåíû è â íàøåé ðàáîòå [10]. 
  Â ðàìêàõ ÃÎ èíäèêàòðèñà γÃÎ íå çàâèñèò îò 
ðàçìåðà ÷àñòèö è òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó 
äâóõ ïîëÿðèçàöèîííûõ èíäèêàòðèñ γÃÎ, k, êîòîðûå  

â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ ñóììîé ïàðöèàëüíûõ èí-
äèêàòðèñ γp, k: 

 
= ∞

=

γ = γ θ∑ÃÎ, ,

0

( , ).

p

k p k

p

m  (4) 

Èíòåãðàë èíäèêàòðèñû ïî ïîëíîìó óãëó ðàññåÿ-
íèÿ, ðàâíûé îòíîøåíèþ ðàññåÿííîé ýíåðãèè ê ïà-
äàþùåé íà ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå, íàçûâàåòñÿ ôàêòî-
ðîì ýôôåêòèâíîñòè ðàññåÿíèÿ è îïðåäåëÿåòñÿ âû-
ðàæåíèåì 

 

π

= γ θ θ θ∫ðàñ

0

( , ) ( , , )sin( ) .K m x m x d  (5) 

Äëÿ ñëó÷àÿ ãåîìåòðè÷åñêîé îïòèêè ôàêòîð ýôôåêòèâ-
íîñòè ðàññåÿíèÿ äëÿ íåïîãëîùàþùèõ ÷àñòèö ðàâåí 
òî÷íî åäèíèöå. Èíòåãðàë èíäèêàòðèñû G(θn, θk, m, x) 
ïî ÷àñòè÷íîìó èíòåðâàëó óãëîâ ðàññåÿíèÿ îò θn äî θk 
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 

 

θ

θ

θ θ = γ θ θ θ∫( , , , ) ( , , )sin( ) .

k

n

n kG m x m x d  (6) 

Ââèäó ñëîæíîñòè èçîáðàæåíèÿ ãðå÷åñêîãî ñèìâîëà 
γ íà ðèñóíêàõ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ èíäèêàòðèñ â äàí-
íîé ðàáîòå áóäåò ïàðàëëåëüíî èñïîëüçîâàòüñÿ ëà-
òèíñêàÿ áóêâà g, ïðè ýòîì ñìûñë äàííîé çàìåíû 
äîëæåí áûòü ÿñåí èç êîíòåêñòà. 

Íà ñõåìå ðàññåÿíèÿ â ïðåäñòàâëåíèÿõ ãåîìåòðè-
÷åñêîé îïòèêè (ðèñ. 1) èçîáðàæåíû òîëüêî ïàðöè-
àëüíûå ëó÷è p = 0,1 è äèôðàêöèîííûé ëó÷ pd. 

 

 
Ðèñ. 1. Ñõåìà ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà øàðå. Óãëû ïàäåíèÿ α  
è ïðåëîìëåíèÿ β ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì sinα = msinβ. Òî÷-
êàìè ñ íîìåðàìè îáîçíà÷åíû òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ëó÷åé 
ð = 0 è 1 ñ ïëîñêîñòüþ ïàäåíèÿ 1–4, ïîâåðõíîñòüþ øàðà 
  è ïëîñêîñòüþ ðàññåÿíèÿ 3–7 

 
Ñâÿçü ìåæäó óãëàìè α, β è ïîëíûì óãëîì ðàñ-

ñåÿíèÿ Θp çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [9]: 

 Θ = π β + α π( – 2 ) 2 – .p p pp  (7) 

Èñïîëüçóåìûé â (7) óãîë ðàññåÿíèÿ âûõîäèò çà 
ãðàíèöû äèàïàçîíà 0–180°, â êîòîðîì îïðåäåëÿåò- 
ñÿ èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ. Ïîëó÷åíèå ïðèâåäåííûõ 
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â ýòîò äèàïàçîí âåëè÷èí óãëà ðàññåÿíèÿ θp â [9] ñâî-
äèëîñü ê èñïîëüçîâàíèþ ïðîöåäóðû θ = arcos(cosΘ). 
Îäíàêî òàêîé ñïîñîá íå ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü àíàëè-
òè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ðàçíîñòè ôàç, îïðåäåëÿþ-
ùåé èíòåðôåðåíöèîííûå ýôôåêòû. Â äàííîé ðàáîòå 

äëÿ ýòîé ïðîöåäóðû ïðèìåíÿåòñÿ ïðèâåäåííîå ñî-
îòíîøåíèå (7à), â êîòîðîì èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà 

kp = [Θp 

/π], ðàâíàÿ íàèáîëüøåìó öåëîìó ÷èñëó, íå 
ïðåâîñõîäÿùåìó âåëè÷èíó â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ [11]: 
 

 
+ π Θ⎧⎪

θ = ⎨
Θ π⎪⎩

(1 ) – , – íå÷åòíîå,

– , – ÷åòíîå.

p p p

p

p p p

k k

k k
 (7à) 

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçóåìàÿ â êîìïüþòåðàõ ïðîãðàì-
ìà äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë çàâûøàåò ïîëó÷àåìóþ 
âåëè÷èíó kp íà åäèíèöó. 

Äëÿ ïîíèìàíèÿ îáùåé êàðòèíû îñîáåííîñòåé ïî- 
âåäåíèÿ òî÷íîé èíäèêàòðèñû íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû 
òî÷íàÿ, ïîëíàÿ è ïàðöèàëüíûå ÃÎ èíäèêàòðèñû. 
Òî÷íàÿ èíäèêàòðèñà äëÿ x = 2 ⋅ 103, ïðåäñòàâëåííàÿ 
íà ðèñ. 2, à, áûëà ðàññ÷èòàíà ñ øàãîì 0,01°, êîòî-
ðûé ïðèìåðíî â 20 ðàç ìåíüøå ñàìûõ ìàëûõ îñöèë-
ëÿöèîííûõ ïåðèîäîâ, îïðåäåëÿåìûõ âêëàäîì ïî-
ñëåäíèõ çíà÷èìûõ ÷ëåíîâ ðÿäà Ìè. Îòìåòèì, ÷òî 

ïðè ðàñ÷åòàõ ñ áîëüøèì øàãîì âîçíèêàþò ýôôåêòû 
ïîÿâëåíèÿ ëîæíûõ ïåðåìåæàþùèõñÿ ñòðóêòóð. Âû-
áîð âåëè÷èíû x îïðåäåëÿëñÿ æåëàíèåì ïîêàçàòü íà  
 

îäíîé äèàãðàììå áîëåå ïîäðîáíî îñöèëëÿöèîííóþ 
ñòðóêòóðó ïðè âûÿâëåíèè åå àñèìïòîòè÷åñêèõ çàêî-
íîìåðíîñòåé. 

Êàê âèäíî èç ðèñ. 2, òî÷íàÿ èíäèêàòðèñà ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé îñöèëëÿöèîííóþ ñòðóêòóðó ñ ðàçíî-
îáðàçíûìè ïåðèîäàìè è âåëè÷èíàìè àìïëèòóä. Îáú-
ÿñíåíèå ìåõàíèçìà è ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ çàêî-
íîìåðíîñòåé ýòèõ îñîáåííîñòåé è ÿâëÿþòñÿ îäíèìè 
èç öåëåé äàííîé ðàáîòû. Äëÿ ýòîãî íà ðèñ. 2, á ïðåä-
ñòàâëåíû ïàðöèàëüíûå èíäèêàòðèñû ÃÎ, çíà÷åíèÿ 
p êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì êðèâûõ. Ñòðåëêè 
íà íèõ óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå èçìåíåíèÿ óãëà θ ïðè 
óâåëè÷åíèè óãëà ïàäåíèÿ α. Äëÿ ïàðöèàëüíûõ èíäè-
êàòðèñ c p ≥ 2 ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íèæíåé n è âåðõíåé 

v âåòâåé, ðàñøèôðîâêà êîòîðûõ ïîíÿòíà èç îáîçíà-
÷åíèé äëÿ p = 2 è 3. 

Èç ðèñ. 2 òàêæå âèäíî, ÷òî âåñü äèàïàçîí óãëîâ 
ìîæíî ðàçäåëèòü íà øåñòü îáëàñòåé. Ïåðâàÿ îáëàñòü 
(îáëàñòü d) õàðàêòåðèçóåòñÿ çàìåòíûì âêëàäîì äè-
ôðàêöèîííîãî ëó÷à è çàíèìàåò äëÿ x = 2 ⋅ 103 äèàïà-
çîí óãëîâ θ îò 0 äî θd, gr ≈ 10°. Èìåÿ â âèäó, ÷òî ëó÷ 
p = 0 ïðèñóòñòâóåò âî âñåì äèàïàçîíå óãëîâ ðàññåÿ-
íèÿ, ñëåäóþùèå ðàñïîëîæåííûå â ïîðÿäêå âîçðàñ-
òàíèÿ θ îáëàñòè óãëîâ áóäåì ïðîñòî íàçûâàòü îá-
ëàñòÿìè p1, p3, ðàäóãè 3, ðàäóãè 2 è p2. Ãðàíèöû 
ýòèõ îáëàñòåé îòìå÷åíû íà ðèñ. 2, à è îïðåäåëÿþòñÿ 
ïîëîæåíèåì óãëîâ ðàäóã θp, r è ãðàíè÷íûõ óãëîâ θp, b, 
ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íîìó çíà÷åíèþ óãëà α = π/2.  
 

 

 
à 

 
á 

Ðèñ. 2. Òî÷íàÿ è ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíäèêàòðèñû äëÿ m = 4/3: à – èíäèêàòðèñà Ìè è ïîëíàÿ èíäèêàòðèñà ÃÎ; á – ïàðöè- 
  àëüíûå èíäèêàòðèñû ÃÎ – íîìåðà êðèâûõ ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì p 
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Ò à á ë è ö à  1  

Çíà÷åíèÿ õàðàêòåðíûõ óãëîâ ïàðöèàëüíûõ èíäèêàòðèñ äëÿ m = 4/3 

p Õàðàêòåðíûå 
óãëû, ãðàä 1 2 3 4 5 6 7 

θp, r – 137,970 129,022 41,615 43,860 128,420 147,530 

θp, b 82,819 165,638 111,542 28,723 54,096 136,915 140,265 

 

Ðàñïîëîæåííàÿ ìåæäó θ3, r è θ2, r óçêàÿ îáëàñòü ñ îä-
íèì òîëüêî ïàðöèàëüíûì ëó÷îì p = 0 îòäåëüíî íå 
ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ óãëîâ ðàäóã îá-
ùåèçâåñòíû, è ïîñëåäíÿÿ èõ óïðîùåííàÿ ôîðìà ïðè-
âîäèòñÿ â [12]. Äëÿ òîãî ÷òîáû â äàëüíåéøåì ïðåä-
ñòàâëÿòü çíà÷åíèÿ ãðàíèö âûøåóêàçàííûõ îáëàñòåé, 
â òàáë. 1 ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ θp, r è θp, b. 
 Èç îñöèëëÿöèîííîãî õàðàêòåðà òî÷íîé èíäèêàò-
ðèñû ïðè ïëàâíîì õàðàêòåðå ïîëíîé èíäèêàòðèñû 
ÃÎ ìîæíî ñäåëàòü âûâîä î âîçìîæíîñòè îïèñàòü õà-
ðàêòåð ïåðâîé, ó÷èòûâàÿ èíòåðôåðåíöèþ ïàðöèàëü-
íûõ ëó÷åé. Ïîëó÷åíèþ íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîãî ñî-
îòíîøåíèé ïîñâÿùàåòñÿ ñëåäóþùèé ðàçäåë. 

 

2. Ôîðìóëû ðàñ÷åòà àìïëèòóä  
è ôàç èíòåðôåðèðóþùèõ ëó÷åé 
 

Ïðè ñëîæåíèè íåñêîëüêèõ ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ 
â îäíîì íàïðàâëåíèè ïëîñêèõ âîëí ñ îäíîé è òîé 
æå ÷àñòîòîé, íî ñ ðàçíûìè àìïëèòóäàìè a è ôàçàìè 
ϕ îáðàçóåòñÿ ñóììàðíàÿ âîëíà òîé æå ÷àñòîòû c ðå-
çóëüòèðóþùåé àìïëèòóäîé [13], îïðåäåëÿåìîé ñî-
îòíîøåíèÿìè, êîòîðûå íèæå ïðèâîäÿòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ 
òðåõ âîëí: 

 = = + + + ϕ ϕ +
2 2 2 2 2 cos( – )i j i j i jijk ijk kg a a a a a a  

 + ϕ ϕ + ϕ ϕ2 cos( – ) 2 cos( – ).j j i ik k k ka a a a  (8) 

Â âûðàæåíèè (8) èíòåðôåðåíöèîííàÿ èíäèêàò-
ðèñà g îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ êâàäðàòîì ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé àìïëèòóäû. Àëãîðèòì ïåðåõîäà ê ïðîèçâîëüíî-
ìó êîëè÷åñòâó âîëí ïîíÿòåí èç ñàìîãî âèäà ýòèõ 
ñîîòíîøåíèé. Äëÿ ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí ÿâëåíèå 
èíòåðôåðåíöèè èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ âîëí îäèíà-
êîâîé ïîëÿðèçàöèè. Ñóììàðíàÿ èíòåðôåðåíöèîííàÿ 
èíäèêàòðèñà ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðîñòîãî ñëîæåíèÿ 

äâóõ ïîëÿðèçàöèîííûõ èíäèêàòðèñ ñîãëàñíî ñîîòíî- 
øåíèþ (2). Óñëîâèå ýêñòðåìóìîâ äâóõëó÷åâîé èíäè-
êàòðèñû gi, j ñ èñïîëüçîâàíèåì îáîçíà÷åíèÿ Δϕi, j = 
= ϕj – ϕi çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 

 Δϕ = ±
,

cos 1.i j  (8à) 

Çäåñü çíàêè ïëþñ è ìèíóñ ýêâèâàëåíòíû ÷åòíîìó 
èëè íå÷åòíîìó çíà÷åíèþ Δϕi, j 

/π è îçíà÷àþò ìàêñè-
ìóì è ìèíèìóì àìïëèòóäû ñîîòâåòñòâåííî. Àìïëè-
òóäû â ýêñòðåìóìàõ ðàâíû 

 = +
2

,max ( ) ;i j j ig a a  =

2
,min ( – ) .i j j ig a a  (8á) 

Ñðåäíåå ïî ïåðèîäó çíà÷åíèå èíäèêàòðèñû è ðàçìàõ 
åå àìïëèòóä îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøå-
íèÿìè: 

    = +
2 2

, ( );i j j ig a a  =
, ,

(max –min ) 4 .i j i j i jg g a a  (8â) 

2.1. Àìïëèòóäû è ôàçû ïàðöèàëüíûõ 
ëó÷åé p = 0, 1 è äèôðàêöèîííîãî ëó÷à 

 

Íàáåã ôàçû p-ãî ëó÷à ϕp îò ïëîñêîñòè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé íàïðàâëåíèþ ïàäåíèÿ (ïëîñêîñòè 1–4, 
ñì. ðèñ. 1), äî ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé íàïðàâ-
ëåíèþ ðàññåÿíèÿ (ïëîñêîñòè 3–7), îïðåäåëÿåòñÿ óì-
íîæåííûì íà âåëè÷èíó 2π/λ îïòè÷åñêèì ïóòåì ìå-
æäó ýòèìè ïëîñêîñòÿìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ëó÷à. 
Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ïîñòðîåíèé ïîëó÷àåì 

 ϕ α = α + β + ϕ( , , ) 2 (1– cos cos ) .p p p pm x x mp d  (9) 

Çäåñü dϕp îçíà÷àåò ñäâèã ôàçû, îáóñëîâëåííûé âçàè-
ìîäåéñòâèåì ñ ïîâåðõíîñòüþ. Èõ çíà÷åíèÿ áûëè ïî-
ëó÷åíû ïóòåì ïîäáîðà ïðè ñîïîñòàâëåíèè òî÷íûõ  
è èíòåðôåðåíöèîííûõ èíäèêàòðèñ ïðè áîëüøèõ ïà-
ðàìåòðàõ Ìè è äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé ðà-
áîòå ëó÷åé p ≤ 5 èìåþò ñëåäóþùèé âèä: 
 

 ϕ = ϕ = ϕ = π0 1 2 2;
n

d d d  ϕ = π3 3 2;
n

d  

 ϕ = π4 ;
n

d  ϕ =5 0,
n

d  

 ϕ = ϕ θ θ π
,

– ( – ) 2.pv pn p p rd d f  (10á) 

Ââåäåííàÿ â (10á) ôóíêöèÿ fð ðàâíà åäèíèöå â íóëå 
è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ íà áåñêîíå÷íîñòè. 

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíû 

íåîáõîäèìî ñêëàäûâàòü ëó÷è ñ îäèíàêîâûì óãëîì 
ðàññåÿíèÿ θ. Ïîñêîëüêó ñîîòíîøåíèÿ êàê äëÿ ôàç, 
òàê è äëÿ ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä âûðàæàþòñÿ â âèäå 
ôóíêöèé îò óãëà ïàäåíèÿ α (è ñâÿçàííîãî ñ íèì  

îäíîçíà÷íîé ñâÿçüþ óãëà β), íåîáõîäèìî çíàòü çàâè-
ñèìîñòü α(θ). Äëÿ p = 0 è 1 òàêàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ 
çàâèñèìîñòü ñóùåñòâóåò è ïðè ââåäåíèè ïðîìåæó-
òî÷íîãî ïàðàìåòðà q = cos(θ/2) âûðàæåíèå (9) ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (10à) ïðèíèìàåò âèä 

 ϕ = + π
2

0 2 (1– 1– ) 2,x q  (11à) 

 ϕ = + + + π
2

1 2 (1 – 2 1) 2.x m mq  (11á) 

Íàáåã ôàçû äèôðàêöèîííîãî ëó÷à 

 ϕ = 2 .d x  (11â) 

Àíàëèòè÷åñêèå çàâèñèìîñòè äëÿ àìïëèòóä a0  

è a1 ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîð-
íÿ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðöèàëüíûõ èíäèêàòðèñ, 
àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîòîðûõ ïðèâîäÿòñÿ 
â ðàáîòå [9], è çàïèñûâàþòñÿ â âèäå 

 
⎡ ⎤
⎢ ⎥θ =
⎢ ⎥+⎣ ⎦

2 2 2

0, 1
2 2 2

– – 1–1
( ) ,

2 – 1–

m q q
a

m q q

 

(10à)
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⎧ ⎫⎡ ⎤⎪ ⎪

⎢ ⎥θ = ⎨ ⎬
⎢ ⎥+⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭

2 2 2 2

0, 2
2 2 2 2

– – 1–1
( ) abs ,

2 – 1–

m q m q
a

m q m q

 

 ≤ θ ≤ π0 ;  (12à) 

 ⎛ ⎞
θ = ⎜ ⎟

+⎝ ⎠

2 3 3

1, 1 2 2

( –1) ( – )2
( ) ,

–1 2( – 2 1)

mq m qm
a

m m mq q
 

 θ =
1, 1

1, 2 2
( ) ,

a
a

q
 ≤ θ ≤0 2arccos(1 ).m  (12á) 

Äëÿ àìïëèòóäû ad ìû èñïîëüçóåì âûðàæåíèå, 
êîòîðîå áûëî ïîäîáðàíî ïî óñëîâèþ ëó÷øåãî ñîãëà-
ñèÿ èíòåðôåðåíöèîííîé è òî÷íîé èíäèêàòðèñ âáëèçè 
θ = 0 è îòëè÷àåòñÿ îò èñïîëüçîâàâøåãîñÿ â [5] ìíî-
æèòåëÿ x ââåäåíèåì âåëè÷èíû xd: 

 
θ

= = =
θ

1
,1 ,2

( )
,

( )
d

d d d d

d

J x
a a a x

x
 (12â) 

ãäå 

 

⎧ ⎛ ⎞θ
+ θ <⎪ ⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎨ ⎝ ⎠

⎪ θ ≥⎩

1 3
1, 1

1,1

1, 1

1– ïðè ,

ïðè .

d

x
x x x j

jx

x x j

 (12ã) 

Çäåñü j1, 1 = 3,832 – ïåðâûé íóëü ôóíêöèè Áåññåëÿ 
J1(x). Äëÿ óãëîâîé çàâèñèìîñòè ad âìåñòî sinθ â [5] 
èñïîëüçóåòñÿ âåëè÷èíà θ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò óãëî-
âûì çàâèñèìîñòÿì â ðÿäàõ Ìè [1]. 

Ïðèâåäåííûå âûøå àíàëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ 
(8)–(12) ïîçâîëÿþò ïðîâîäèòü íåïîñðåäñòâåííîå âû- 
÷èñëåíèå èíòåðôåðåíöèîííûõ èíäèêàòðèñ gd, 0,1, g0,1 
è gd, 1, êîòîðûå è ìîãóò îïèñûâàòü èíäèêàòðèñó ðàñ-
ñåÿíèÿ â ïåðåäíåé ïîëóñôåðå. Ýòè æå ñîîòíîøåíèÿ 
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àíàëèçà ñâîéñòâ èíòåðôå-
ðåíöèîííûõ èíäèêàòðèñ. Â ÷àñòíîñòè, àìïëèòóäû 
îñöèëëÿöèé è èõ ðàçìàõ äëÿ èíäèêàòðèñû g0,1 îï-
ðåäåëÿþòñÿ ïîäñòàíîâêîé âåëè÷èí (12à) è (12á)  
â âûðàæåíèÿ (8á) èëè (8â). Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëî-
æåíèÿ ýêñòðåìóìîâ îñöèëëÿöèîííîé ñòðóêòóðû ýòîé 
æå èíäèêàòðèñû íåîáõîäèìî ñîâìåñòíîå ðåøåíèå 
óðàâíåíèé (8à) è (11à), (11á), êîòîðîå â àíàëèòè÷å-
ñêîì âèäå íå âûðàæàåòñÿ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëè-
æåííûõ ðåøåíèé çàïèøåì óñëîâèå (8à) äëÿ ïåðèî-
äà îñöèëëÿöèé ïî óãëó Δθ è ïî ïàðàìåòðó Ìè Δx  
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ 

 
Δϕ

Δθ = π
θ

,

,
2 ;

i j
i j

d

d
 

Δϕ
Δ = π

,

,
2 .

i j
i j

d
x

dx
 (13) 

Âûðàæåíèÿ äëÿ îòäåëüíûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè-
âîäÿòñÿ íèæå: 

  
⎛ ⎞Δϕ
⎜ ⎟= + = ÷
⎜ ⎟θ +⎝ ⎠

2
0, 1

2

1–
(1 1,85),

1– 2

d q
x q m x

d m mq
 (13à) 

 ( )Δϕ
= + +

0, 1 2 22 1– – 2 1 ,
d

q m mq
dx

 (13á) 

 
Δϕ

= +
, 1 2

2 – 2 1.
dd

m mq
dx

 (13â) 

×èñëà â ïîñëåäíåé ñêîáêå (13à) îòðàæàþò äèàïàçîí 
èçìåíåíèÿ ïðè m = 4/3 äëÿ óãëîâ θ îò íóëÿ äî θ1, b. 
  Èç ñîîòíîøåíèé (13) è (13à) ñëåäóåò, ÷òî ïåðè-
îä îñöèëëÿöèîííîé ñòðóêòóðû g0,1 ïî óãëó θ ñòðåìèò-
ñÿ ê íóëþ ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà Ìè ïî çàêîíó x–1. Èç 
ñîîòíîøåíèé (13), (13á) è (13â) âèäíî, ÷òî ïåðèîäû 
îñöèëëÿöèé Δx0,1 è Δxd, 1 íå çàâèñÿò îò x. Ýòà íåçà-
âèñèìîñòü èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ èíòåðôåðåíöèîííûõ 

èíäèêàòðèñ ââèäó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè îò õ ñî-
ãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (9), (11â) ñäâèãà ôàç äëÿ âñåõ 
ðàññìàòðèâàåìûõ ëó÷åé. 

 

2.2. Àíàëèòè÷åñêèå è àïïðîêñèìàöèîííûå 
çàêîíîìåðíîñòè äëÿ èíòåðôåðåíöèè  

ëó÷åé p ≥ 2 
 

Äëÿ ëó÷åé p ≥ 2 èç-çà îòñóòñòâèÿ àíàëèòè÷åñêèõ 
çàâèñèìîñòåé α(θ) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü èìåþ-
ùèåñÿ â [9] çàïèñè äëÿ ïàðöèàëüíûõ èíäèêàòðèñ  
â âèäå ôóíêöèè îò óãëà α è îïèñàííóþ òàì ïðîöåäó-
ðó îïðåäåëåíèÿ óãëîâ α ïî çàäàííûì çíà÷åíèÿì θ. 
Îäíàêî äëÿ ðàçíîñòè ôàç â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ àíà-
ëèòè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò èìåòü ìåñòî. Äëÿ èõ 
âûÿñíåíèÿ èñïîëüçóåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ 
ïî óãëó Θ äëÿ ϕp(α), ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ôîðìóë äëÿ ïðîèçâîäíûõ îáðàòíûõ ôóíêöèé α(θ), 
ïðèâåäåííûõ â [9]. Äëÿ ïåðâîé ïðîèçâîäíîé: 

 
ϕ

= α
Θ

sin .
p

p

d
x

d
  (14) 

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ôîðìóëó (7à) ïðèâåäå-
íèÿ óãëîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî 

ïðèâåäåííîìó óãëó ϕp
(1)

 ñîâïàäàþò ñ ïðîèçâîäíûìè 

ïî ïîëíîìó óãëó ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ kp è èìåþò 
ïðîòèâîïîëîæíûé çíàê ïðè íå÷åòíûõ. Ýòî îáñòîÿ-
òåëüñòâî ìîæíî çàïèñàòü: 

 
⎧ ϕϕ ⎪

= ⎨
Θ ϕ⎪⎩

(1)

(1)

– , – íå÷åòíîå,

, – ÷åòíîå.

p pp 

p p

kd

d k
  (14à) 

Âòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî ïðèâåäåííîìó óãëó ϕp
(2)

 ñîâ-
ïàäàþò ïî âåëè÷èíå è çíàêó ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âå-
ëè÷èíàìè ïî ïîëíîìó óãëó âî âñåõ ñèòóàöèÿõ: 
 

 
⎛ ⎞ϕ α α⎜ ⎟= ϕ =
⎜ ⎟Θ α⎝ ⎠

–1
2

(2)

2 2 2

cos cos
1– .

2 – sin

p p p

p

p

d x p

d m
(14á) 

Èç ñîîòíîøåíèé (14) è (14à) ñëåäóåò ðàâåíñòâî 
ïåðâîé ïðîèçâîäíîé ïî ïðèâåäåííîìó óãëó äëÿ âñåõ 
îäèíàêîâûõ αp ïðè îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè. Îòñþäà 
ñëåäóåò âûâîä, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ ðàçíîñòè ôàç äâóõ 
ëó÷åé ñ îäèíàêîâûì óãëîì ðàññåÿíèÿ ñòàíîâèòñÿ 

ðàâíîé íóëþ ïðè óñëîâèè ñîâïàäåíèÿ óãëîâ ïàäåíèÿ, 
êîòîðîå äëÿ èíòåðôåðåíöèè ëó÷åé pi = i è pj = j 
èìååò âèä 

 Δϕ θ =
,

( ) 0i jd d  ïðè α = α = α
,
;i j i j  θ = θ = θ

,i j i j  

 è îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè ki è kj. (15) 



 

 Êðóïíîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà è àñèìïòîòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ ñâåòà… 739 
 

Ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè åãî âûïîëíåíèè ðàç-
íîñòü ôàç èìååò ýêñòðåìóì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñòàöèî-
íàðíîé ðàçíîñòè ôàç. Ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ 
(7à) ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèå (15) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ 
óãëîâ ïðåëîìëåíèÿ β, îïðåäåëÿåìûõ ñîîòíîøåíèåì 
 

 ⎛ ⎞β = π ≤ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

,

( – ) – ( – ) 1
arcsin ,

2( – )

j i j i
i j

j i

p p k k

p p m
 

 îäèíàêîâàÿ ÷åòíîñòü ki è kj. (15à) 

Äëÿ ëó÷åé ñ ðàçíîé ÷åòíîñòüþ âåëè÷èíû kp óñëîâèå 
Δϕ θ =

,
( ) 0i jd d  ìîæåò áûòü âûïîëíåíî òîëüêî ïðè 

αi = αj = 0, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèþ 

 + =( – – – 3) 0;i j i jp p k k  α = α = 0;i j  

 θ = θ = θ
,
;i j i j  ðàçíàÿ ÷åòíîñòü ki è kj. (15á) 

Â îïðåäåëåííîé èç óñëîâèé (15) òî÷êå âûðàæå-
íèå äëÿ ðàçíîñòè ôàç ñ èñïîëüçîâàíèåì (9), (10) 

ïðèíèìàåò âèä 

  Δϕ θ = β + ϕ ϕ
, , ,
( ) 2 ( – ) cos ( – ).i j i j j i i j j im p p x d d  (16) 

Ðàçëîæåíèå ðàçíîñòè ôàç â ðÿä Òåéëîðà â òî÷êå θi, j 
ïðèíèìàåò âèä 

 Δϕ θ θ =
, ,
( – )i j i j  

 = Δϕ θ + Δϕ α θ θ +(2) 2
, 0, , ,,

1
( ) ( )( – ) ...

2
i j p i j i ji j , (17) 

à îòñòîÿíèå ìèíèìóìîâ ðåçóëüòèðóþùåé àìïëèòóäû 
ñ íîìåðîì K îò óãëà θi, j 

 
π ΔΦ β

θ θ = ±
Δϕ α

, ,min
, , , (2)

,,

(2 –1) – ( )
– .

( ) 2

i j i j
i j i j K

i ji j

K
 (18) 

Â âûðàæåíèè (18) è ïîñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ 
(19à) è (22) äîëæíà èñïîëüçîâàòüñÿ âåëè÷èíà ΔΦ, 
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé ïðåîáðàçîâàííóþ ê äèàïà-
çîíó 0–π âåëè÷èíó Δϕ. 

Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ, êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 2, èí-
òåðåñ ïðåäñòàâëÿåò êîìáèíàöèÿ ïàðöèàëüíîãî ëó÷à 
p = 0 (k = –1) ñ íèæíèìè âåòâÿìè ëó÷åé p = 2 (k = 0) 
è p = 3 (k = 1). 

Äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ óñëîâèÿ (15á) è çíà÷åíèÿ 

ñîîòâåòñòâóþùèõ ÷ëåíîâ ðàçëîæåíèÿ (16)–(18) ïðè 
èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé (10à), (14) ðàâíû 

 

 α = β =0,2 0,2 0;  θ = π0,2 ;  Δϕ π =0,2 ( ) 4 ;
n

mx  

 
Δϕ α

=

(2)
0,2 0,2( )

.
2 2(2 – )

x

m

 (19) 

Äëÿ ÿñíîñòè èçëîæåíèÿ çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ 
äëÿ ïîëîæåíèÿ ìèíèìóìîâ è îñöèëëÿöèîííîãî ïå-
ðèîäà Δx èíäèêàòðèñû g0,1 â ÿâíîì âèäå, ïîëó÷àþ-
ùèåñÿ ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (13à) è (18) âûðàæåíèé 
äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âåëè÷èí èç (19): 

  
π ΔΦ π

θ = π
0 2min

0,2 ,

(2 –1) – ( )
– 2(2 – ) ,, n

n K

K
m

x

 (19à) 

 
π

Δ π =0,1( ) .
2

x

m

  (19á) 

Äëÿ êîìáèíàöèè p = 0 è 3 ñîîòâåòñòâóþùèå âû-
ðàæåíèÿ ïðèîáðåòàþò âèä 

 
π

β =0,3 ;
6

 α =0,3sin ;
2

m
 θ = π α0,3 0,3– 2 ; 

 Δϕ θ = π0,3 0,3( ) 3 3 – .mx  (20) 

Çíà÷åíèÿ θ0,3 äëÿ m = 1,33; 4/3 è 1,34 ðàâíû 96,64; 
96,38 è 95,87° ñîîòâåòñòâåííî. 

Äëÿ Δx â òî÷êå ñòàöèîíàðíîé ðàçíîñòè ôàç ëó-
÷åé p = 0 è 3 èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: 
 

 
π

Δ θ =0,3 0,3

2
( ) .

3 3
x

m

  (20à) 

Ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé 

ðàçíîñòè Δϕ0,3 â òî÷êå α0,3: 

 
⎡ ⎤Δϕ θ
⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎣ ⎦

(2) 2 2
0,3 0,3

2

( ) 4 – 4 –
– .

2 8 8( – 12 – 3 )

m m m
x

m m

(21) 

Çäåñü ïåðâàÿ è âòîðàÿ äðîáè â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòâåò-
ñòâóþò p = 0 è 3 ñîîòâåòñòâåííî. Ââèäó ñëîæíîñòè 
âûðàæåíèÿ (21) äëÿ âîñïðèÿòèÿ ìàñøòàáîâ îñöèë-
ëÿöèîííîé êàðòèíû âûïèøåì äëÿ m = 4/3 âûðà-
æåíèå äëÿ ìèíèìóìîâ èíäèêàòðèñû g0,3n â îêðåñò-
íîñòè óãëà θ0,3 ñ ïîäñòàíîâêîé ÷èñëåííîãî çíà÷åíèÿ 
âûðàæåíèÿ (21): 

 θ = =
min
0,3 , ( 4 3)n K m  

 
π ΔΦ θ

= θ ±
0,3 0,3

0,3

(2 –1) – ( )
1,611 .

K

x
 (22) 

Èç ñîîòíîøåíèé (18), (19à) è (22) âèäíî, ÷òî 
ðàññòîÿíèå ìåæäó ìèíèìóìàìè èíòåðôåðåíöèîííîé 
ñòðóêòóðû ëó÷åé p = 0 c ëó÷àìè p = 2 è 3 ñòðåìèòñÿ 
ê íóëþ ïî çàêîíó x–1/2 ïðè âîçðàñòàíèè ïàðàìåòðà 
Ìè, ÷òî êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîëó÷åííîãî âû-
øå çàêîíà x–1 äëÿ èíòåðôåðåíöèè ëó÷åé p = 0 è 1. 
Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîâåäåííîãî â ýòîì ðàçäåëå èññëå-
äîâàíèÿ ýòà ñèòóàöèÿ îáúÿñíÿåòñÿ ðàçíîé êîìáèíà-
öèåé ÷åòíîñòåé âåëè÷èíû kp. 

Ïîëîæåíèå ýêñòðåìóìîâ îñíîâíîé îñöèëëÿöèîí- 
íîé ñòðóêòóðû ðàäóã, îïðåäåëÿåìîå èíòåðôåðåíöèåé 

ìåæäó âåðõíåé è íèæíåé âåòâÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ïàðöèàëüíûõ ëó÷åé, õîðîøî èçâåñòíî è îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè [14]: 

  
⎛ ⎞ π⎛ ⎞

θ = θ + ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

1 3 2 3

min
, ,

9 (2 –1 2)
(–1) ,

16

pp
p K p r

h K

x
 (23) 

ãäå 

 =

2 2 2 2

2 2 2

( –1) –
( ) .

( –1) –1
p

p p m
h m

p m m
 (23à) 

Èç ñîîòíîøåíèÿ (23) ñëåäóåò ñòðåìëåíèå ïåðèîäà 
îñöèëëÿöèé îñíîâíîé îñöèëëÿöèîííîé ñòðóêòóðû 
ðàäóã ê íóëþ ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà x ïî çàêîíó x–2/3. 
 



 

740 Ðîìàíîâ Í.Ï., Áîðîäèí Ñ.À., Äóáíè÷åíêî Ñ.Î., Íîâèêîâà Ë.Ä. 
 

3. Ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíèÿ 
èíòåðôåðåíöèîííûõ  
è òî÷íûõ èíäèêàòðèñ 

 

Èñïîëüçóåìàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ òî÷íûõ 
èíäèêàòðèñ, êîòîðûå äàëåå áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ïðî-
ñòî êàê γ, îñíîâàííàÿ íà âû÷èñëåíèè ðÿäîâ Ìè ïî 
ïàðöèàëüíûì ãàðìîíèêàì ñ èíäåêñîì l, îïèñàíà íà-
ìè â ðàáîòàõ [4, 10]. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ 
ýòîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå äëÿ äåéñò-
âèòåëüíûõ ïîêàçàòåëåé ïðåëîìëåíèÿ êîìáèíàöèè 

ïðÿìîé è îáðàòíîé ðåêóðñèè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíê-
öèé ÐÁ1, âõîäÿùèõ â ðàäèàëüíûå êîýôôèöèåíòû 
ðÿäîâ. Óãëîâûå ôóíêöèè πl 

(θ) è τl (θ) âû÷èñëÿþòñÿ 
ìåòîäîì ïðÿìîé ðåêóðñèè. Âñå ðåçóëüòàòû âû÷èñ-
ëåíèé ïî ðÿäàì Ìè ïðîâîäÿòñÿ ñ ó÷åòîì ðåçîíàíñîâ 
ñ ïîëóøèðèíîé íå ìåíåå 0,01, ÷òî îáåñïå÷èâàåòñÿ 
îãðàíè÷åíèåì ñóììû ÷ëåíîâ ðÿäîâ ïî ýòîìó êðèòå-
ðèþ. Àïïðîêñèìàöèîííàÿ ôîðìóëà äëÿ ãðàíè÷íîãî 
çíà÷åíèÿ íîìåðà ÷ëåíà ðÿäà Lb ïðè ýòîì óñëîâèè 
äëÿ m = 4/3 èìååò âèä 

 = + +
1 3

0,8 4.bL x x  (24) 

Âêëàä ðåçîíàíñîâ ñ ïîëóøèðèíîé ìåíåå 0,01 â èí-
òåãðàëüíûå õàðàêòåðèñòèêè íåçíà÷èòåëåí, íî èõ ðàñ-
ñìîòðåíèå âàæíî äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ñ ìîíîõðîìà-
òè÷åñêèì èçëó÷åíèåì. 

Äëÿ ñîïîñòàâëåíèÿ óãëîâûõ çàâèñèìîñòåé çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà Ìè âûáèðàëèñü, â îñíîâíîì, â òî÷-
êàõ îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñîâ ñ òåì, ÷òîáû ÷åò÷å âûÿâ-
ëÿòü îáùèå çàêîíîìåðíîñòè, îïèñûâàåìûå â ðàìêàõ 
ôèçè÷åñêîé îïòèêè. Äëÿ îáëàñòè x â ðàéîíå 102, 103 
è 104 òàêèìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ x = 105,7; 999,75  
è 9999,31 ñîîòâåòñòâåííî. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû 
ñîïîñòàâëåíèé (êðîìå îòäåëüíî óêàçàííûõ ñëó÷àåâ) 
ïðîâîäÿòñÿ äëÿ m = 4/3. 

 

3.1. Äèôðàêöèîííàÿ îáëàñòü 
 

Ïðèìåð ñîïîñòàâëåíèÿ òî÷íîé gMè ñ èíòåðôå-
ðåíöèîííûìè èíäèêàòðèñàìè äëÿ òðåõ- è äâóõïàð-
öèàëüíûõ ëó÷åé gd, 0,1 è g0,1, à òàêæå èíäèêàòðèñà  
ñ ó÷àñòèåì òîëüêî îäíîãî äèôðàêöèîííîãî ëó÷à gd 
ïðèâîäÿòñÿ íà ðèñ. 3. 

Âèäíî, ÷òî ïîëîæåíèå ìèíèìóìîâ òî÷íîé è èí-
òåðôåðåíöèîííîé gd, 0,1 èíäèêàòðèñ ñîîòâåòñòâóþò äðóã 
äðóãó. Ïðè ýòîì èõ ïîëîæåíèå ìîæåò êàê ñîâïàäàòü, 
òàê è íå ñîâïàäàòü ñ íóëÿìè àìïëèòóäû ad. Êðîìå 
òîãî, äëÿ àìïëèòóä ýòèõ èíäèêàòðèñ èìååò ìåñòî 

òîëüêî êà÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå. Êàê ñëåäóåò èç 
ðàñ÷åòîâ ïðè äðóãèõ ïàðàìåòðàõ x, âëèÿíèå äèôðàê-
öèîííîãî ÷ëåíà èñ÷åçàåò ïðè óãëå θd, êîòîðûé ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ãðàíèöåé äèôðàêöèîííîé îáëàñòè è äëÿ 
êîòîðîãî èìååò ìåñòî îöåíî÷íîå ñîîòíîøåíèå, ñïðà-
âåäëèâîå äëÿ x ≥ 6: 

 θ ≈ °
1 3

100 .d x  (25) 

Äëÿ êîëè÷åñòâåííîãî ñîïîñòàâëåíèÿ áûëî èñ-
ïîëüçîâàíî ñðàâíåíèå ñðåäíèõ ïî ðåçîíàíñíûì èí-
òåðâàëàì δx çíà÷åíèé ÷àñòè÷íûõ èíòåãðàëîâ (6), 
îïðåäåëÿåìûõ ôîðìóëîé 
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 (26) 

Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ðåçîíàíñíûõ èíòåðâàëîâ xi äëÿ 
m = 4/3 îïèñûâàþòñÿ ïðèâåäåííûì â [10] ñîîòíî-
øåíèåì, êîòîðîå äóáëèðóåòñÿ íèæå: 

 = +5,09 0,82 ,ix i  = 1,i  2… . (27) 

Ðåçóëüòàòû òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ èëëþñòðèðó-
þòñÿ êðèâûìè ðèñ. 4, ãäå äëÿ θn = 0 è ÷åòûðåõ çíà-
÷åíèé θk ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè îòíîñèòåëüíîé 

ðàçíîñòè ýòèõ âåëè÷èí îò <x> = xi. Êðîìå òîãî, èç 
ðèñ. 4 âèäíî, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ðàçíîñòü èìååò îñöèë- 
ëèðóþùèé õàðàêòåð âáëèçè íóëåâîé ëèíèè ñ óìåíü-
øàþùåéñÿ àìïëèòóäîé ïî ìåðå ðîñòà âåëè÷èíû <x>. 
Ïðè ýòîì â ðàéîíå <x> ≈ 10 àìïëèòóäà êîëåáàíèé 
íå ïðåâûøàåò 7%. Åñòåñòâåííî, ÷òî ïðè óñðåäíåíèè 
ïî äîñòàòî÷íî øèðîêèì ðàñïðåäåëåíèÿì ÷àñòèö ïî 
ðàçìåðàì è îáëó÷àþùåãî ñâåòà ïî äëèíàì âîëí îñ-
öèëëÿöèîííûå êîëåáàíèÿ ñãëàäÿòñÿ. 

Â ðåçóëüòàòå âûøåèçëîæåííîãî ìû ïðèõîäèì  
ê î÷åíü âàæíîìó âûâîäó, ÷òî èíòåðôåðåíöèîííàÿ 
èíäèêàòðèñà gd, 0,1(θ), îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèÿìè 
(8)–(12), ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ 
õàðàêòåðèñòèê ðàññåÿíèÿ îáëà÷íûõ ñðåä â äèàïàçî-
íå óãëîâ îò 0 äî 10°. 

 

 
Ðèñ. 3. Ñðàâíåíèå òî÷íîé è èíòåðôåðåíöèîííûõ èíäèêàòðèñ äëÿ äèôðàêöèîííîé îáëàñòè (m = 4/3) 



 

 Êðóïíîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà è àñèìïòîòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ ñâåòà… 741 
5. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 9. 

 

Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ðàçíîñòè ( )(Mè) – ( ,0,1) (Mè)i i iG G d G  èíäèêàòðèñ îò <x> äëÿ çíà÷åíèé θn = 0 è θk = 1, 

  3, 5 è 10°. Ïîñëåäíèå ñìåùåíû ïî îñè îðäèíàò íà 2, 4 è 6% ñîîòâåòñòâåííî 
 
 

3.2. Îáëàñòü p1 
 

Ñîïîñòàâëåíèå èíäèêàòðèñû g0,1, îñöèëëÿöèîí-
íûå ïåðèîäû êîòîðîé îïèñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè 
(13), c òî÷íîé èíäèêàòðèñîé ïîêàçûâàåò õîðîøåå èõ 
ñîâïàäåíèå ïî ïîëîæåíèþ ìèíèìóìîâ óæå íà÷èíàÿ 
ñ x ≈ 10 (çäåñü íå èëëþñòðèðóåòñÿ). Îäíàêî ïî àìïëè-
òóäàì íàáëþäàåòñÿ òîëüêî êà÷åñòâåííîå ñîãëàñèå. 
Ïîñëåäíåå îáñòîÿòåëüñòâî îáúÿñíÿåòñÿ âëèÿíèåì ðà-
äóã 4 è 5, êîòîðîå äëÿ áîëüøèõ ïàðàìåòðîâ õ ïðî-
ÿâëÿåòñÿ â ìîäóëÿöèè àìïëèòóäû èíòåðôåðåíöèîí-
íîé èíäèêàòðèñû g0,1. Ýòà ñèòóàöèÿ èëëþñòðèðóåòñÿ 

êðèâûìè ðèñ. 5, äàííûå êîòîðîãî äëÿ âîçìîæíîñòè 

ðàçëè÷åíèÿ êðèâûõ óìíîæàþòñÿ íà ìíîæèòåëè 10n. 
Êðèâûå äëÿ m = 1,34 ïðèâîäÿòñÿ äëÿ óòî÷íåíèÿ 

ñâÿçè ìåõàíèçìà ìîäóëÿöèè ñ ïàðàìåòðàìè ðàäóã. 
Çàòåìíåííûå îáëàñòè íà ýòîì ðèñóíêå îáóñëîâëåíû  
 

 

îñöèëëÿöèîííîé ñòðóêòóðîé èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ, 
íå ðàçðåøàåìîé ïðè ïàðàìåòðàõ ðèñ. 5. 

Êðîìå òîãî, ïðè x = 103 íà ôîíå îñíîâíîé íà-
÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ îñöèëëÿöèîííàÿ 
ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ äëÿ x ≈ 104 ïðåâðàùàåòñÿ â ñèñ-
òåìó ïóëüñàöèîííûõ áèåíèé äëÿ îáëàñòè ðàäóãè 
ëó÷à p = 4 è ñèíóñîèäàëüíîé ìîäóëÿöèè äëÿ îáëàñ-
òè ðàäóãè ëó÷à p = 5. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ m = 4/3 
÷åòêàÿ ãðàíèöà ìåæäó ðàäóãàìè îòñóòñòâóåò ââèäó 
íåáîëüøîãî ïðîìåæóòêà ìåæäó íèìè. Áîëåå ÷åòêàÿ 
êàðòèíà ðàçäåëåíèÿ ðàäóã 4 è 5 ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè 
m = 1,34. Ñîïîñòàâëåíèå ïðåäñòàâëåííûõ äëÿ ýòîãî 
ñëó÷àÿ ïîëîæåíèÿ ïåðâûõ ïÿòè ìèíèìóìîâ, ðàññ÷è-
òàííûõ ïî ñîîòíîøåíèþ (23), ñ ïåðèîäàìè ïóëüñà-
öèé èíäèêàòðèñû ñâèäåòåëüñòâóåò î êà÷åñòâåííîì èõ 
ñîãëàñèè äëÿ ðàäóãè 4. Äëÿ ðàäóãè 5 ýòî ñîîòíîøåíèå  
 

 

 

 

Ðèñ. 5. Óãëîâàÿ çàâèñèìîñòü èíäèêàòðèñ â îáëàñòè ëó÷à p1: âåðòèêàëüíûå îòðåçêè ñîîòâåòñòâóþò ïîëîæåíèÿì ðàäóã θ4, r  
è θ5, r, ðàâíûõ 41,62 è 43,86° äëÿ m = 4/3 è 39,19 è 46,96° äëÿ m = 1,34 ñîîòâåòñòâåííî. Ðîìáû è òðåóãîëüíèêè – ïîëî- 
  æåíèå ïåðâûõ 5 ìèíèìóìîâ ðàäóã p = 4 è 5 äëÿ m = 1,34, ðàññ÷èòàííûõ ïî ñîîòíîøåíèÿì (23) 
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äàåò ïåðèîä ïðèáëèçèòåëüíî â 2 ðàçà áîëüøå íàáëþ-
äàåìîãî. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ìîæíî îáúÿñíèòü ðàç-
ëè÷èåì ÷åòíîñòè ëó÷åé p = 4 è 5, äëÿ êîòîðûõ âåëè-
÷èíû k â ðàéîíå ðàäóã ðàâíû 1 è 2 ñîîòâåòñòâåííî. 
  ×èñëåííûå ðàñ÷åòû èíòåðôåðåíöèîííûõ èíäè-
êàòðèñ ñ ó÷àñòèåì ÷åòûðåõ ëó÷åé (g0,1,4nv è g0,1,5nv) 
ïîçâîëèëè ïîëó÷èòü ïðèâåäåííûå â (10à) ñäâèãè ôàç 
äëÿ p = 4 è 5, ïðè êîòîðûõ êà÷åñòâåííî ïîäòâåð-
æäàþòñÿ óêàçàííûå âûøå îñîáåííîñòè. Áîëåå äåòàëü-
íûì ìåõàíèçìîì èõ ôîðìèðîâàíèÿ â äàííîé ðàáîòå 
ìû çàíèìàòüñÿ íå áóäåì. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî âëèÿ-
íèå ðàäóã 4 è 5 ïðîÿâëÿåòñÿ â ìîäóëÿöèè îñöèëëÿ-
öèîííîé ñòðóêòóðû èíäèêàòðèñû g0,1 áåç çàìåòíîãî 
âëèÿíèÿ íà åå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ. Èìåííî ýòèì îá-
ñòîÿòåëüñòâîì ìîæíî îáúÿñíèòü òîò ôàêò, ÷òî ïðî-
ÿâëåíèå ðàäóãè 4 â ïðèðîäå îêàçàëîñü âîçìîæíûì 
îáíàðóæèòü â ðàáîòå [15] òîëüêî ïîñëå ñïåöèàëüíîé 
îáðàáîòêè ôîòîñíèìêîâ. 

 

3.3. Îáëàñòü p3 
 
Ñîïîñòàâëåíèå òî÷íîé è èíòåðôåðåíöèîííîé g0,3n 

èíäèêàòðèñ äëÿ îáëàñòè ëó÷à p3 ïðåäñòàâëåíî íà 
ðèñ. 6, íà êîòîðîì íàíåñåíû òàêæå ðàññ÷èòàííûå ïî 

ñîîòíîøåíèþ (22) ìèíèìóìû ñ ïîðÿäêîâûìè íîìå-
ðàìè K = 1, 2 è ò.ä. Òî÷êè ñïðàâà îò óãëà θ0,3, îòìå-
÷åííîãî âåðòèêàëüíîé ñòðåëêîé, ñîîòâåòñòâóþò çíàêó 
ïëþñ, à òî÷êè ñëåâà – çíàêó ìèíóñ â (22). 

Èç ýòîãî ðèñóíêà âèäíî, ÷òî èíòåðôåðåíöèîí-
íàÿ èíäèêàòðèñà õîðîøî ñîîòâåòñòâóåò ñðåäíèì çíà-
÷åíèÿì òî÷íîé, íà êîòîðîé ïðîÿâëÿþòñÿ äîïîëíè-
òåëüíûå îñöèëëÿöèè ìåíüøåé àìïëèòóäû ñ ïåðèî-
äîì, ïðèìåðíî ðàâíûì π/x. Îòíîñèòåëüíûé âêëàä 
òàêèõ îñöèëëÿöèé óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà 
x, ÷òî è íàáëþäàåòñÿ äëÿ x = 2 ⋅ 103

 íà ðèñ. 2, à. Îò-
ìåòèì õîðîøåå ñîâïàäåíèå àïïðîêñèìàöèîííûõ ìè-
íèìóìîâ, îïèñûâàåìûõ ñîîòíîøåíèåì (22). 

Ñîïîñòàâëåíèÿ èíäèêàòðèñ äëÿ îáëàñòè ðàäó- 
ãè 3 â íàñòîÿùåé ñòàòüå íå ïðîâîäèòñÿ, ïîñêîëüêó  
ðåçóëüòàòû â ýòîé îáëàñòè àíàëîãè÷íû òàêîâûì äëÿ 
ðàäóãè 2, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ íèæå. 

 

3.4. Îáëàñòè ðàäóãè 2 è p2 
 
Äàííûå ñîïîñòàâëåíèÿ èíòåðôåðåíöèîííîé è òî÷- 

íîé èíäèêàòðèñ äëÿ x ≈ 104 äëÿ îáëàñòè ðàäóãè 3  
è ëó÷à p2 ïðèâîäÿòñÿ íà ðèñ. 7. Ïðè ýòîì íà ðèñóí-
êå ñîâìåñòíî ñ òî÷íîé ïðåäñòàâëåíû òðåõëó÷åâàÿ 
èíòåðôåðåíöèîííàÿ èíäèêàòðèñà g0,2nv ñ ó÷àñòèåì 
ëó÷à p = 0 è äâóõ âåòâåé (íèæíåé è âåðõíåé) ëó÷à 
p = 2 è äâóõëó÷åâàÿ èíäèêàòðèñà g0,2n. Çäåñü æå 

ïðåäñòàâëåí êâàäðàò ôóíêöèè Ýéðè (ñì. [14]) è îò-
ìå÷åíî ïîëîæåíèå ìèíèìóìîâ ðàäóãè, îïðåäåëÿåìûõ 
ñîîòíîøåíèåì (23). Ïðè ðàñ÷åòå g0,2nv áûëî èñïîëüçî- 

âàíî âûðàæåíèå ( )= θ θ2 2,exp –14( – )
r

f  â âûðàæåíèè 

(10á). Èç ðèñ. 7 âèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ Ýéðè õîðîøî 

îïèñûâàåò ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è êðóïíîìàñøòàáíóþ 

îñöèëëÿöèîííóþ ñòðóêòóðó ðàäóãè, íî íå îòðàæàåò 
äîïîëíèòåëüíóþ îñöèëëÿöèîííóþ ñòðóêòóðó. Â òî æå 
âðåìÿ èíòåðôåðåíöèîííàÿ èíäèêàòðèñà g0,2nv õîðî-
øî îïèñûâàåò (çà èñêëþ÷åíèåì îáëàñòè âáëèçè ïåð-
âîãî ìàêñèìóìà) ïîëíóþ îñöèëëÿöèîííóþ ñòðóêòó-
ðó. Èç ñîïîñòàâëåíèÿ èíäèêàòðèñ g0,2nv è g0,2n âèäíî, 
÷òî ìàëûå îñöèëëÿöèîííûå ïåðèîäû ïåðâîé ñîãëà-
ñóþòñÿ ñ îñíîâíûìè ïåðèîäàìè âòîðîé. Îòìåòèì ðàç- 
íóþ çàâèñèìîñòü îò x ìàëûõ è áîëüøèõ îñöèëëÿ-
öèîííûõ ïåðèîäîâ ðàäóã, îïèñûâàåìûõ ñîîòíîøå-
íèÿìè (18) è (23) ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî óêàçûâàåò íà 
ñëîæíûé õàðàêòåð àñèìïòîòè÷åñêîé îñöèëëÿöèîííîé 
êàðòèíû äàæå îñíîâíîé ðàäóãè p = 2 ââèäó âëèÿ-
íèÿ ëó÷à p = 0. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âëèÿíèå ïîñëåä-
íåãî íà îñöèëëÿöèîííóþ êàðòèíó ðàäóãè p = 3 åùå 
çàìåòíåå èç-çà óâåëè÷åíèÿ åãî îòíîñèòåëüíîãî âêëàäà. 
  Ñîïîñòàâëåíèå òî÷íîé è äâóõëó÷åâîé èíòåðôåðåí- 
öèîííûõ èíäèêàòðèñ g0,2n ïðåäñòàâëåíî íà ðèñ. 7, á. 
Âèäíî, ÷òî óæå íà íåáîëüøèõ óäàëåíèÿõ îò óãëà 180° 
îñöèëëÿöèîííàÿ êàðòèíà òî÷íîé èíäèêàòðèñû ñîîò-
âåòñòâóåò òàêîâîé äëÿ èíòåðôåðåíöèîííîé èíäèêàò-
ðèñû g0,2n, ñ íåáîëüøèìè îñòàòêàìè ìåëêîìàñøòàáíûõ 

îñöèëëÿöèé ñ ïåðèîäîì ≈ π/x. Íàáëþäàåòñÿ ïîëíîå 

ñîâïàäåíèå ñðåäíèõ âåëè÷èí è õîðîøåå ñîâïàäåíèå 

ìèíèìóìîâ äëÿ îáëàñòè p2 ñ ïîëó÷åííûìè èç ñîîòíî-
øåíèÿ (19à). Âìåñòå ñ òåì íà òî÷íîé èíäèêàòðèñå 
 

 

 
Ðèñ. 6. Èíòåðôåðåíöèîííàÿ è òî÷íàÿ èíäèêàòðèñû äëÿ m = 4/3 â îáëàñòè p3 
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 Êðóïíîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà è àñèìïòîòè÷åñêèå çàêîíîìåðíîñòè èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ ñâåòà… 743 
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Ðèñ. 7. Ñîïîñòàâëåíèå òî÷íîé è èíòåðôåðåíöèîííûõ èíäèêàòðèñ äëÿ îáëàñòåé: à – ðàäóãà 2 è á – p2. Òî÷êè – ïîëîæåíèå 
  ìèíèìóìîâ, ïîëó÷åííûõ èç ñîîòíîøåíèé (23) è (18) ñîîòâåòñòâåííî 

 

âáëèçè óãëà 180° èìååòñÿ ñòðóêòóðà ñ áîëüøîé àì-
ïëèòóäîé îñöèëëÿöèé, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé 
ÿâëåíèå ãëîðèè [10]. 

 

3.5. Ñîïîñòàâëåíèå îñöèëëÿöèîííîé  
çàâèñèìîñòè îò x 

 

Ïåðåä îïåðàöèåé ñîïîñòàâëåíèÿ èíäèêàòðèñ íà-
ïîìíèì îòìå÷åííóþ âûøå íåçàâèñèìîñòü îñöèëëÿ-
öèîííûõ ïåðèîäîâ ïî ïàðàìåòðó Ìè îò x, ïîýòîìó 
âûáîð èíòåðâàëà ñðàâíåíèé íå êðèòè÷åí. Äëÿ ãðà-
ôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ñîïîñòàâëåíèÿ 
èíäèêàòðèñ áûëà âûáðàíà îáëàñòü ïàðàìåòðîâ Ìè  
â ðàéîíå x ≈ 100, äëÿ êîòîðîé èäåíòèôèêàöèÿ ðå-
çîíàíñíîé ñòðóêòóðû îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ èìååòñÿ 
â ðàáîòå [10]. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàôèêè òî÷íîé  
è èíòåðôåðåíöèîííûõ èíäèêàòðèñ ïðåäñòàâëåíû íà 
ðèñ. 8. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óãëà θ = 0° ïðåäñòàâëåíû 
äåëåííûå íà x2 äàííûå, à äëÿ óãëà 180° èíòåðôå-
ðåíöèîííàÿ èíäèêàòðèñà óìíîæåíà íà 10 è ïðèïîä-
íÿòà íà 1,5. Óêàçàíû òàêæå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïå-
ðèîäîâ Δxi, j, ïîëó÷åííûå èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîîò-
íîøåíèé (13), (19á) è (20à). 

Àíàëèç êðèâûõ ïîçâîëèë ñäåëàòü äâà îñíîâíûõ 
çàêëþ÷åíèÿ. 1) Ïîëó÷àåìàÿ èç ðàññìîòðåíèÿ èíòåð-
ôåðåíöèîííûõ èíäèêàòðèñ ñòðóêòóðà îñöèëëÿöèîí-

íîé çàâèñèìîñòè ñîîòâåòñòâóåò êðóïíîìàñøòàáíîé 
çàâèñèìîñòè òî÷íîé èíäèêàòðèñû. Ìîæíî ñ÷èòàòü 
ýòîò âûâîä äîñòàòî÷íî òðèâèàëüíûì, åñëè îòâëå÷üñÿ 
îò ïîëó÷åííûõ â ðàçä. 2 êîëè÷åñòâåííûõ çàêîíîìåð-
íîñòåé. 2) Äëÿ âñåõ óãëîâ ðàññåÿíèÿ íà êðóïíîìàñ-
øòàáíûå îñöèëëÿöèè íàêëàäûâàåòñÿ âëèÿíèå ðåçî-
íàíñíûõ ïèêîâ, îòíîñèòåëüíûé âêëàä êîòîðûõ óâå-
ëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì óãëà ðàññåÿíèÿ, à äëÿ îáðàòíîãî 
ðàññåÿíèÿ ñòàíîâèòñÿ óæå ïðåîáëàäàþùèì. Ïåðèîä 
ðåçîíàíñíûõ ïèêîâ äëÿ m = 4/3 ðàâåí δx = 0,82, ÷òî 
äëÿ x ≈ 102

 ñîïîñòàâèìî ñ èíòåðôåðåíöèîííûìè ïå-
ðèîäàìè Δx0,2 è 

Δx0,3. Äëÿ óãëîâ 90–100° (íà ðèñ. 8, ã 
θ = 96,4°) ýòî ïðèâîäèò ê î÷åíü ñëîæíîé çàâèñèìî-
ñòè èíäèêàòðèñû îò x äëÿ ïðåäñòàâëåííîãî äèàïà-
çîíà ïàðàìåòðîâ Ìè. Îòìåòèì, ÷òî ïðîÿâëåíèå îò-
äåëüíîãî ðåçîíàíñà íå îáÿçàíî áûòü ïðè âñåõ óãëàõ 
èç-çà åãî èíäèâèäóàëüíîé óãëîâîé çàâèñèìîñòè. Ïðè 
çíà÷èòåëüíîì óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà x êàðòèíà óï-
ðîùàåòñÿ ââèäó ñíèæåíèÿ îòíîñèòåëüíîé äîëè ðåçî-
íàíñíûõ ïèêîâ â ñóììàðíîé èíäèêàòðèñå. Îäíàêî 
äëÿ θ = 180° òàêîãî óïðîùåíèÿ íå ïðîèñõîäèò, ÷òî 
è ïðîÿâëÿåòñÿ â ÿâëåíèè ãëîðèè [10]. 

Èòàê, èç ïðîâåäåííîãî â ðàçä. 3 ñîïîñòàâëåíèÿ 
ñëåäóåò, ÷òî ïðè áîëüøèõ ïàðàìåòðàõ Ìè ïðàêòè-
÷åñêè âî âñåì èíòåðâàëå óãëîâ θ = 0 ÷ 180° êðóïíî-
ìàñøòàáíàÿ îñöèëëÿöèîííàÿ óãëîâàÿ êàðòèíà òî÷íîé  
 

 



 

744 Ðîìàíîâ Í.Ï., Áîðîäèí Ñ.À., Äóáíè÷åíêî Ñ.Î., Íîâèêîâà Ë.Ä. 
 

 
à 

 
á 

 
â 

 
ã 

 
ä 

Ðèñ. 8. Çàâèñèìîñòü òî÷íûõ è èíòåðôåðåíöèîííûõ èíäèêàòðèñ îò ïàðàìåòðà Ìè ïðè m = 4/3 è óãëàõ θ = 0; 30; 60; 96,4 
  è 180° 
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èíäèêàòðèñû êà÷åñòâåííî îïèñûâàåòñÿ èíòåðôåðåí-
öèåé äèôðàêöèîííîãî è ïàðöèàëüíûõ ëó÷åé îò p = 0 
äî p = 5. Ïðèâåäåííûå â ðàçä. 2 ôàçîâûå ñîîòíîøå-
íèÿ ïîçâîëÿþò äîñòàòî÷íî òî÷íî îïèñàòü àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïîâåäåíèå ýòîé îñöèëëÿöèîííîé ñòðóêòó-
ðû ïðè ñòðåìëåíèè ïàðàìåòðà Ìè ê áåñêîíå÷íîñòè. 
  Äëÿ äèôðàêöèîííîé îáëàñòè îíî ñîñòîèò â èç-
âåñòíîì çàêîíå ñòðåìëåíèÿ èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ 
âïåðåä ïî çàêîíó x2 è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìèíèìó-
ìàìè èíäèêàòðèñû ïî çàêîíó 1/x. Â îñòàëüíûõ îá-
ëàñòÿõ îñíîâíîé îñöèëëÿöèîííîé õàðàêòåðèñòèêîé 
ïðè áîëüøèõ ïàðàìåòðàõ x ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿíñòâî 
àìïëèòóäíîãî êîðèäîðà îñöèëëÿöèé èíäèêàòðèñû, 
çàâèñÿùåãî îò óãëà θ. Ïåðèîäû ýòèõ îñöèëëÿöèé 
ïðè óâåëè÷åíèè x ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïî çàêîíó x–1  
â îáëàñòè p1, ïî çàêîíó x–1/2 â îáëàñòè ëó÷åé 2 è 3 
è ïî çàêîíó x–2/3 â îáëàñòè ðàäóã 2 è 3. Íà ýòîì 
çàâèñèìîñòè èíòåðôåðåíöèîííûõ èíäèêàòðèñ îò x 
çàêàí÷èâàþòñÿ, ïîñêîëüêó èõ ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà îò 
ýòîãî ïàðàìåòðà íå çàâèñèò è ïðè áîëüøèõ x ñîâïà-
äàåò ñî ñðåäíåé âåëè÷èíîé òî÷íîé èíäèêàòðèñû, 
ò.å. ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîé åå âåëè÷èíîé. Åñòå-
ñòâåííûì ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîñòàâëåíèå ðàñ-
÷åòíîé çàâèñèìîñòè óñðåäíåííûõ çíà÷åíèé òî÷íîé 
èíäèêàòðèñû îò ïàðàìåòðà x äëÿ âûáðàííûõ èíòåð-
âàëîâ óãëîâ. Èç ðèñ. 3–8 ñëåäóåò, ÷òî è äëÿ î÷åíü 
áîëüøèõ ïàðàìåòðîâ x ≈ 104

 â îáëàñòè ðàäóã 4 è 5, 
à òàêæå âáëèçè óãëîâ θ = π è θ0,3 âñå åùå îñòàþòñÿ 
îñöèëëÿöèîííûå ñòðóêòóðû ñ ïåðèîäîì â íåñêîëüêî 

ãðàäóñîâ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü 

ïðè âûáîðå èíòåðâàëà óñðåäíåíèÿ çíà÷åíèé èíäè-
êàòðèñû ïî óãëó ðàññåÿíèÿ. Ïðè âûáîðå øàãà âû÷èñ-
ëåíèé ýòèõ õàðàêòåðèñòèê ïî θ íàäî èìåòü â âèäó, 
÷òî íà ðàñ÷åòíîé Ìè èíäèêàòðèñå â ðàéîíå áîëü-
øèõ îñöèëëÿöèîííûõ ïåðèîäîâ îñòàþòñÿ çàìåòíûìè 

îñöèëëÿöèè, îáóñëîâëåííûå ÷ëåíàìè ðÿäà ñ l = Lb. 
Ñëåäîâàòåëüíî, øàã ïî óãëó θ äëÿ ó÷åòà âñåõ îñî-
áåííîñòåé èçìåíåíèÿ òî÷íîé èíäèêàòðèñû äîëæåí 
áûòü íàìíîãî ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íóëÿìè 

ôóíêöèè τl(θ) äëÿ l = Lb, ïðèìåðíî ðàâíîãî π/l.  
Ñ ýòîé æå öåëüþ øàã èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïàðàìåòðó 
x äîëæåí áûòü íàìíîãî ìåíüøå ìàëîãî ðåçîíàíñíî-
ãî ïåðèîäà δx, ðàâíîãî ïðèáëèçèòåëüíî 1,1/m [10]. 

 

4. Àïïðîêñèìàöèÿ ÷àñòè÷íûõ 

èíòåãðàëüíûõ èíäèêàòðèñ 
 

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ óñðåäíåííûõ èíäèêàòðèñ âíà- 
÷àëå âû÷èñëÿëîñü ñðåäíåå ïî Δx = δx çíà÷åíèå ÷àñ-
òè÷íûõ èíòåãðàëîâ òî÷íîé èíäèêàòðèñû ïî èíòåð-
âàëàì óãëîâ 5°, îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëàìè (6), (26)  
è (26à). Âî èçáåæàíèå íåîäíîçíà÷íîñòåé â òðàêòîâ-
êå âûïèøåì âûðàæåíèå äëÿ íåãî åùå ðàç: 

     

+ Δ θ

θ

θ θ = γ θ θ θ
Δ ∫ ∫
1

( , , ) ( , , )sin( ) .

k

n

x x

n k

x

G x dx m x d
x

 (28) 

Çàòåì ïðîâîäèëñÿ ãðàôè÷åñêèé ïðîñìîòð ïîëó÷àå-
ìûõ çàâèñèìîñòåé íà ïðåäìåò âîçìîæíîñòè àïïðîê-
ñèìàöèè èõ ïðîñòûìè àíàëèòè÷åñêèìè ñîîòíîøå-

íèÿìè. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî âî èçáåæàíèå áîëü-
øèõ îñöèëëÿöèîííûõ çàâèñèìîñòåé ïî ïàðàìåòðó x 
èíòåðâàë èíòåãðèðîâàíèÿ íåîáõîäèìî óâåëè÷èâàòü 
äî 10–15°. Çíà÷åíèÿ ýòèõ èíòåðâàëîâ ïðèâîäÿòñÿ  
â ïåðâîé êîëîíêå òàáë. 2. Ïîëó÷àåìûå ïîñëå ýòîãî 
ìàññèâû äàííûõ àïïðîêñèìèðîâàíû òðåõïàðàìåò-
ðè÷åñêîé ôîðìóëîé 

 
⎡ ⎤

= +⎢ ⎥+⎣ ⎦
aïïð ÃÎ 1 .

à
G G

õ b
 (29) 

Â íåé äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäåëà ïðè áîëüøèõ 
ïàðàìåòðàõ x áûëè èñïîëüçîâàíû èíòåãðàëüíûå çíà-
÷åíèÿ GÃÎ, êîòîðûå ïîëó÷åíû ïðè ðàñ÷åòå èíäèêàò-
ðèñû â ïðèáëèæåíèè ÃÎ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáî-
òàííîãî â ðàáîòå [9] ìåòîäà. Ýòè çíà÷åíèÿ ïðèâî-
äÿòñÿ âî âòîðîé êîëîíêå. Â ïîñëåäóþùèõ êîëîíêàõ 

ïðèâîäÿòñÿ ñëåäóþùèå äâà ïàðàìåòðà àïïðîêñèìà-
öèîííîé çàâèñèìîñòè (29), îïðåäåëåíèå êîòîðûõ 
ïðîâîäèëîñü ïóòåì ãðàôè÷åñêîãî ïîäáîðà. 

 

Ò à á ë è ö à  2  

Çíà÷åíèÿ àïïðîêñèìàöèîííûõ êîýôôèöèåíòîâ  
â ôîðìóëå (29) 

Äèàïàçîí óãëîâ GÃÎ a b min <x> 

10–20 0,2428 8 12 50 

20–30 0,2335 2,5 12 50 

30–40 0,169 2,5 12 40 

40–50 0,1036 3 –6 40 

50–60 0,0525 13 4 20 

60–70 0,0204 45 16 20 

70–80 0,0056 170 20 20 

80–90 0,00272 150 3,5 20 

90–100 0,00235 80 –3 10 

100–110 0,00213 70 –2 20 

110–120 0,00236 130 25 20 

120–135 0,0073 50 4 10 

135–150 0,0337 4,5 3 10 

150–160 0,0069 70 20 20 

160–170 0,00235 130 4 15 

170–180 0,00074 230 1 15 

20–40 0,4025 2,5 12 12 

40–60 0,156 6,5 1 15 

60–120 0,03558 90 16 22 

120–130 0,0065 13 –5 10 

130–135 0,00077 400 14 10 

 

Â ïîñëåäíèõ ïÿòè ñòðîêàõ òàáëèöû ïðèâåäåíû 
äàííûå äëÿ äîïîëíèòåëüíûõ èíòåðâàëîâ, êîòîðûå 
ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåò-
íûõ çàäà÷. 

Õàðàêòåð ñîâïàäåíèÿ òî÷íûõ è àïïðîêñèìàöè-
îííûõ âåëè÷èí èëëþñòðèðóåòñÿ íà ðèñ. 9. Èç ðàñ-
ñìîòðåíèÿ ýòèõ è äðóãèõ äàííûõ ñëåäóåò, ÷òî ïðè 
<x> áîëüøå 100 àïïðîêñèìàöèîííûå ôîðìóëû õî-
ðîøî âîñïðîèçâîäÿò òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïðè îòêëîíå-
íèÿõ îò ñðåäíèõ àïïðîêñèìàöèîííûõ çíà÷åíèé íà 

âåëè÷èíû íå áîëåå 1%. Ïðè óìåíüøåíèè <x> êîëå-
áàíèÿ ñ ïåðåìåííûìè çíàêàìè îêîëî ãëàäêèõ àï-
ïðîêñèìàöèîííûõ êðèâûõ íàðàñòàþò, äîñòèãàÿ àì-
ïëèòóäû ïîðÿäêà 10% âáëèçè ïîðîãà min<x> ≈ 20. 
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Ðèñ. 9. Çàâèñèìîñòü òî÷íûõ <G(θn, θk)> è àïïðîêñèìàöèîííûõ èíäèêàòðèñ îò <x> ïî ôîðìóëå (29) ñ êîýôôèöèåíòàìè 
  òàáë. 2. Âîçëå êðèâûõ óêàçàí èíòåðâàë çíà÷åíèé θn è θk 

 

 
Çíà÷åíèÿ ýòîãî ïîðîãà äëÿ êîíêðåòíûõ äèàïàçîíîâ 
θ ïðèâîäÿòñÿ â ïîñëåäíåé êîëîíêå òàáë. 2. 

Èç òàáëè÷íûõ äàííûõ òðóäíî ïðåäñòàâèòü êà-
÷åñòâåííóþ êàðòèíó òðàíñôîðìàöèè ñðåäíèõ èíäè-
êàòðèñ ñ èçìåíåíèåì ïàðàìåòðà x, ïîýòîìó íà ðèñ. 10 

ïðèâîäèòñÿ ãðàôè÷åñêàÿ èëëþñòðàöèÿ ýòîé çàâèñè-
ìîñòè. 

Îòìåòèì, ÷òî â ðàéîíå 20–40 è 135–150° ñðåä-
íèå èíäèêàòðèñû, íà÷èíàÿ  x ≈ 20, ïðàêòè÷åñêè íå 
çàâèñÿò îò ýòîãî ïàðàìåòðà. 
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Ðèñ. 10. Ãðàôè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü Gàïïð îò <x> 

 
 

Çàêëþ÷åíèå 

 

Ïðåäñòàâëåííûå âûøå ìàòåðèàëû ïîäòâåðæäà-
þò ïåðâûé, â îáùåì-òî òðèâèàëüíûé, âûâîä î òîì, 
÷òî ñâîéñòâà èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ áîëüøèõ ïðî-
çðà÷íûõ øàðîâ ìîãóò áûòü àäåêâàòíî ïðåäñòàâëåíû 
èíòåðôåðåíöèîííîé êàðòèíîé ïàðöèàëüíûõ ëó÷åé ÃÎ 

ñ äîáàâëåíèåì äèôðàêöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé. Âòîðîé 

îáùèé âûâîä ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðÿäû Ìè ïðè êîð-
ðåêòíîì èõ âû÷èñëåíèè àäåêâàòíî îïèñûâàþò ôàê-
òè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà ñôåðè÷å-
ñêèõ ÷àñòèöàõ, íåñìîòðÿ íà îãðîìíîå ÷èñëî ÷ëåíîâ 
ðÿäà ïðè áîëüøèõ ïàðàìåòðàõ x. Ñîìíåíèÿ ïî ýòîìó 
ïîâîäó äî ñèõ ïîð âûñêàçûâàþòñÿ â ëèòåðàòóðå [16]. 
  Ê êîíêðåòíûì ðåçóëüòàòàì íàøåé ðàáîòû ìîæ-
íî îòíåñòè ñëåäóþùèå. 

1. Îäíèì èç îñíîâíûõ îðèãèíàëüíûõ è ïðèíöè-
ïèàëüíî âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèå àì-
ïëèòóäû äèôðàêöèîííîãî ëó÷à â ïðîöåññå ñîïîñòàâ-
ëåíèÿ òî÷íîé è èíòåðôåðåíöèîííûõ èíäèêàòðèñ. Ýòî 
óòî÷íåíèå ïîçâîëèëî ïðîâîäèòü âû÷èñëåíèå òåêóùå-
ãî èíòåãðàëà èíäèêàòðèñû äëÿ âîäÿíûõ êàïåëü â ïðå- 
äåëàõ îò 0 äî ≈ 10° ñ ïðèåìëåìîé äëÿ ìíîãèõ çàäà÷ 
àòìîñôåðíîé è ïðèáîðíîé îïòèêè ïîãðåøíîñòüþ. 
  2. Âòîðûì âàæíûì ðåçóëüòàòîì ïðîöåññà ñîïîñ-
òàâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ óòî÷íåíèå ñäâèãà ôàç ïàðöèàëü-
íûõ ëó÷åé è ïîèñê èõ ñâÿçè ñ êîëè÷åñòâîì âíóòðåí-
íèõ îòðàæåíèé. Èç äðóãèõ ñîîáðàæåíèé âîïðîñ 

ñäâèãà ôàç îäíîçíà÷íûì îáðàçîì íå ðåøàåòñÿ [17]. 
Âàæíîñòü ýòîãî óòî÷íåíèÿ ïîäòâåðæäàåòñÿ íåîáõî-
äèìîñòüþ ðàñ÷åòà èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ íà íåñôå-
ðè÷åñêèõ ÷àñòèöàõ [18]. 

3. Åùå îäíèì ðåçóëüòàòîì íàøèõ èññëåäîâàíèé 
ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé 
äëÿ äâóõëó÷åâîé èíòåðôåðåíöèè ïàðöèàëüíûõ ëó÷åé 
ÃÎ. Ýòî ïîçâîëèëî âìåñòå ñ èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè 
ðàäóã, â êîòîðûõ îñöèëëÿöèîííûé ïåðèîä ìåæäó 

ìèíèìóìàìè îïðåäåëÿåòñÿ çàêîíîì x–2/3, îáíàðó-
æèòü îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè òðàíñôîðìàöèè èí-
òåðôåðåíöèîííûõ èíäèêàòðèñ â îáëàñòÿõ, ñëåäóþùèõ 

çà äèôðàêöèîííîé. Ïåðâîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿí-
ñòâî àìïëèòóäíîãî êîðèäîðà îñöèëëÿöèé, çàâèñÿùå-

ãî îò óãëà θ. Âòîðàÿ çàêîíîìåðíîñòü ñîñòîèò â òîì, 
÷òî ïåðèîäû ýòèõ îñöèëëÿöèé ïðè óâåëè÷åíèè x 
ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïî çàêîíó x–1 ïðè èíòåðôåðåíöèè 
ëó÷åé ñ ðàçëè÷íîé ÷åòíîñòüþ öåëîé ÷àñòè π-èíòåðâà- 
ëîâ ïîëíûõ óãëîâ. Ïðè îäèíàêîâîé ÷åòíîñòè òàêèõ 
èíòåðâàëîâ â îáëàñòè èíòåðôåðåíöèè ïîÿâëÿåòñÿ 

òî÷êà ñî ñòàöèîíàðíîé ðàçíîñòüþ ôàç, âáëèçè êîòî-
ðîé èíòåðâàë ìåæäó ìèíèìóìàìè îïðåäåëÿåòñÿ çà-
êîíîì x–1/2. Ïðè ýòîì ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàäóã ìåë-
êîìàñøòàáíàÿ ñòðóêòóðà îñöèëëÿöèé êà÷åñòâåííî  

è êîëè÷åñòâåííî îïèñûâàåòñÿ âëèÿíèåì ëó÷à p = 0  
è òàêæå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó x–1/2. 

4. Âàæíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ è ïîëó÷åííîå 
ðàñ÷åòíûì ïóòåì çàìåòíîå âëèÿíèå íà ôîðìó àñèì-
ïòîòè÷åñêîé èíäèêàòðèñû âîäÿíûõ êàïåëü ðàäóã 4 
è 5 â âèäå ìîäóëÿöèè àìïëèòóä îñöèëëÿöèîííîé 
ñòðóêòóðû èíäèêàòðèñû g0,1. 

Â çàêëþ÷åíèå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî èíäèêàòðèñà 
Ìè (ñì. ðèñ. 2, à) êà÷åñòâåííî èìååò îêîí÷àòåëüíóþ 
àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîðìó, êîòîðàÿ ïðè óâåëè÷åíèè 
ïàðàìåòðà x òðàíñôîðìèðóåòñÿ òîëüêî â íàïðàâëå-
íèè óìåíüøåíèÿ îñöèëëÿöèîííûõ ïåðèîäîâ ïî óêà-
çàííûì âûøå çàêîíàì. Ïðåäñòàâëåííîå â [19] ðàç-
íîîáðàçèå ôîðì èíäèêàòðèñû ïðè áîëüøèõ ïàðà-
ìåòðàõ Ìè îáúÿñíÿåòñÿ áîëüøèì øàãîì ïî óãëó θ 
ïðè èõ ðàñ÷åòå. 

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî íà âñå óêàçàííûå âûøå èí-
òåðôåðåíöèîííûå çàêîíîìåðíîñòè íàêëàäûâàþòñÿ 

ðåçîíàíñíûå ñòðóêòóðû ñî ñòðåìÿùèìèñÿ ê íóëþ 

ïîëóøèðèíàìè ïî óãëó θ ïðè ðîñòå ïàðàìåòðà x. Ýòî 
ïîäòâåðæäàåò íàø âûâîä î íåèíôîðìàòèâíîñòè âû-
÷èñëåíèé ïî òåîðèè Ìè â îòäåëüíîé òî÷êå è î íåîá-
õîäèìîñòè ïîëó÷åíèÿ óñðåäíåííûõ çíà÷åíèé, êîòî-
ðûå è ïðåäñòàâëåíû â òàáë. 2. Ïðåäåëû èõ ïðèìåíåíèÿ 

ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû ïóòåì ñðàâíåíèÿ âû÷èñëåííûõ 
èíäèêàòðèñ ðàññåÿíèÿ ðåàëüíûõ îáëà÷íûõ ñïåêòðîâ. 
Îäíàêî ñëàáàÿ çàâèñèìîñòü ÷àñòè÷íûõ èíòåãðàëîâ 
îò ïàðàìåòðà Ìè (ñì. ðèñ. 10) äëÿ äâóõ îáëàñòåé 
óæå ñåé÷àñ ìîæåò ñëóæèòü îñíîâîé ïðè ðàçðàáîòêå 
ïðèáîðîâ äëÿ èçìåðåíèÿ ðàçìåðîâ îáëà÷íûõ êàïåëü. 
  Ìàòåðèàëû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà XVIII 

Ìåæäóíàðîäíîì ñèìïîçèóìå [20, 21]. Â äîêëàäå [21] 
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îòìå÷åíî, ÷òî ïîëó÷åííàÿ ïîïðàâêà äëÿ àìïëèòóäû 
äèôðàêöèîííîãî ëó÷à (12â) è (12ã) ñïðàâåäëèâà è äëÿ 

ñëàáîïîãëîùàþùèõ øàðîâ ñ äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ 
ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ îò 1,1 äî 1,9 è áîëåå. 
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N.Ð. Romanov, S.A. Borodin, S.O. Dubnichenko, L.D. Novikova. Large-scale structure and asymptotic 
regularities of phase scattering function for water in the visible spectrum range. 

The analysis of mechanisms of radiation scattered in the range of angles θ from 0 to 180° is made for  
a sphere by comparing the exact phase scattering functions calculated with the Mie theory and interference 
phase scattering functions with the use of diffraction and partial rays of geometric optics (GO). In view of re-
finements of relative phase shifts of all rays and the amplitude of the diffraction ray, it appeared that large-
scale oscillation regularities of the exact phase scattering function at high Mie parameters x corresponded to the 
interference pattern of two or three rays mentioned above. For integral characteristics a computation error with 
the interference formulae in the range of angles θ = 0 ÷ 10° does not exceed units of percent for õ > 10 and 
within the large x values it tends to zero. For other ranges, depending on the difference in the combination  
of the integer parts parity in the π intervals of the total scattering angle tendency of oscillation periods over 
the angle to zero is seen according to the laws of õ–1, õ–2/3 (rainbows) and õ–1/2. The oscillation period over x 
begins to depend only on θ. The results of the calculations of exact phase scattering functions average over the 
intervals Δθ = 10 ÷ 15° for the refraction index m = 4/3 are presented in the form of approximation relation-
ships with the asymptotic tendency to the GO phase scattering function. 

 
 


