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Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàñ÷åòà ôóíêöèè âçàèìíîé êîãåðåíòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà îïòè÷åñêîé âîëíû ñ ïðî-

èçâîëüíûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà îñíîâå îáùåãî ðåøåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ëþáûì âèäîì 
ñïåêòðà êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû ñ èñïîëüçîâàíèåì îáðàùåíèÿ 
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôðåíåëÿ è ïðîöåäóðû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå. Âåðèôèêàöèÿ ìåòîäà ïðîâåäåíà íà 
ïðèìåðå íåñèììåòðè÷íîãî ïó÷êà Ëàãåððà–Ãàóññà äëÿ òðàññ ñ íåîäíîðîäíûì ïðîôèëåì ñòðóêòóðíîé õàðàê-
òåðèñòèêè. 
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Ââåäåíèå 

 
Ïðè èññëåäîâàíèè ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ 

îïòè÷åñêîãî èçëó÷åíèÿ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå 
íà îñíîâå ðåøåíèÿ âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ â ïàðàáî-
ëè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ôóíê-
öèÿ âçàèìíîé êîãåðåíòíîñòè, ïðè ïîìîùè êîòîðîé 
ïðîèçâîäèòñÿ îöåíêà òàêèõ õàðàêòåðèñòèê îïòè÷å-
ñêîé âîëíû, êàê ñðåäíèé ýôôåêòèâíûé ðàçìåð ïó÷-
êà, ñòåïåíü êîãåðåíòíîñòè, ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü  
è åå ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå â ïëîñêîñòè, 
ïîïåðå÷íîé ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, à òàêæå 

îñóùåñòâëÿþòñÿ èññëåäîâàíèÿ êîãåðåíòíûõ ñâîéñòâ 
âèõðåâûõ ïó÷êîâ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå [1–7]. 
  Èçâåñòíî îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíê-
öèè êîãåðåíòíîñòè âòîðîãî ïîðÿäêà â âèäå ÷åòû-
ðåõìåðíîãî èíòåãðàëà [8, 9]. Îäíàêî åãî èñïîëüçî-
âàíèå óäîáíî äëÿ ïó÷êîâ îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé 
ôîðìû [10, 11], â òî âðåìÿ êàê äëÿ ïîëåé ñî ñëîæ-
íîé ñòðóêòóðîé íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ àìïëè-
òóäû è ôàçû ïðîöåäóðà èíòåãðèðîâàíèÿ òðåáóåò 
áîëüøèõ îáúåìîâ ïàìÿòè è çàòðàò âðåìåíè [2–5]. 
Ïîýòîìó ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþòñÿ ðàçëè÷íûå ïðè-
áëèæåííûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè êîãå-
ðåíòíîñòè [1–3, 6, 11, 12]. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðàñ÷åòà 
ôóíêöèè âçàèìíîé êîãåðåíòíîñòè îïòè÷åñêîé âîë-
íû ñ ïðîèçâîëüíûì íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ðàñ-
ïðîñòðàíÿþùåéñÿ â ñðåäå ñî ñïåêòðîì êîððåëÿöèîí-
íîé ôóíêöèè ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 
ïðîèçâîëüíîãî âèäà, íà îñíîâå îáùåãî ðåøåíèÿ ïà-
ðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ïîëÿ.  
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Èñïîëüçîâàíèå îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôðåíå-
ëÿ è ïðîöåäóðû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå 
(ÁÏÔ) îáåñïå÷èâàåò ïðèåìëåìîå âðåìÿ ðàñ÷åòîâ íà 
ïåðñîíàëüíûõ ÝÂÌ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷å-
òà ôóíêöèè âçàèìíîé êîãåðåíòíîñòè è ñðåäíåé èí-
òåíñèâíîñòè ïó÷êà Ëàãåððà–Ãàóññà â òóðáóëåíòíîé 
àòìîñôåðå. 

 

1. Ìåòîä ðàñ÷åòà ôóíêöèè  
âçàèìíîé êîãåðåíòíîñòè 

 

Ïîñòðîèì ìåòîä ðàñ÷åòà ôóíêöèè âçàèìíîé êî-
ãåðåíòíîñòè íà îñíîâå îáùåãî ðåøåíèÿ [8, 9]. Ïóñòü 
èñòî÷íèê ñîçäàåò â ïëîñêîñòè x = 0 (x – êîîðäèíà-
òà â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ) ïîëå ñ êîìïëåêñ-
íîé àìïëèòóäîé U(0, ρ), ãäå ρ = (ó, z) = (ρ, ϕ) – âåê-
òîð â ïëîñêîñòè, ïîïåðå÷íîé ê íàïðàâëåíèþ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ, è åãî êîìïîíåíòû â äåêàðòîâîé è ïîëÿð-
íîé ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Âîëíà ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ  
â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå, êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåò-
ñÿ ñïåêòðîì ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ 
Φn(x, q), â îáùåì ñëó÷àå èçìåíÿþùèìñÿ âäîëü òðàñ-
ñû, ãäå q = (qx, κ) – òðåõìåðíûé âåêòîð ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ÷àñòîòû. Â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè 
ôóíêöèþ âçàèìíîé êîãåðåíòíîñòè â ïðîèçâîëüíîé 
ïëîñêîñòè x ìîæíî ïðåäñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì [8–11]: 
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ξ – íîðìèðîâàííàÿ íà äëèíó òðàññû êîîðäèíàòà òå-
êóùåé òî÷êè; âåêòîðû κ = (κy, κz), ρc = (yc, zc), ρd = 
= (yd, zd) ïåðïåíäèêóëÿðíû îïòè÷åñêîé îñè; λ – äëè-
íà âîëíû; k = 2π/λ. Íåïîñðåäñòâåííîå èñïîëüçîâà-
íèå âûðàæåíèÿ (1) äëÿ ÷èñëåííîãî ñ÷åòà ôóíêöèè 
êîãåðåíòíîñòè íåýôôåêòèâíî, ïîñêîëüêó òðåáóåò 

÷ðåçìåðíûõ çàòðàò âðåìåíè è îïåðèðîâàíèÿ ñî çíà-
÷èòåëüíûìè îáúåìàìè äàííûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷å-
òûðåõêðàòíîãî èíòåãðàëà [4, 5] èëè ïðèìåíåíèÿ ðàç-
ëè÷íûõ ïðèáëèæåíèé, íàïðèìåð êâàäðàòè÷íîé àïïðîê- 
ñèìàöèè ôóíêöèè H(ρd, ρ′d) [6]. Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðî-
öåäóðû âû÷èñëåíèé ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàíåå 

óæå îòìå÷àâøåéñÿ îñîáåííîñòüþ âîëíîâîãî óðàâíå-
íèÿ â ïàðàêñèàëüíîì ïðèáëèæåíèè, êîòîðàÿ ñîñòîèò 
â òîì, ÷òî ÷àñòî óäîáíåå èñïîëüçîâàòü íå ðàñïðåäå-
ëåíèå ïîëÿ â ïëîñêîñòè èñòî÷íèêà, à ðåøåíèå çàäà-
÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Òà-
êîé ïðèåì áûë ïðèìåíåí, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [13] 
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è î ãåíåðàöèè âòîðîé ãàðìîíèêè 
â îäíîîñíûõ íåëèíåéíûõ êðèñòàëëàõ. 

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû U0(x; ρ) â îäíîðîäíîé 
ñðåäå ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïðåîáðàçîâàíèåì Ôðåíåëÿ 
îò íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëÿ [10, 14]. Ýòî èí-
òåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå äîïóñêàåò îáðàùåíèå [14]: 
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èç êîòîðîãî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå 

äëÿ äèôðàêöèîííûõ ôóíêöèé êîãåðåíòíîñòè 
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êîòîðîå òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü èç (1), ïîëàãàÿ 
Φn(x, q) = 0 è ìåíÿÿ íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Èìåÿ â âèäó, ÷òî Γ(0; ρc, ρd) = 
= Γ0(0; ρc, ρd), ïîäñòàâèì (4) â (1). Âû÷èñëÿÿ èíòå-
ãðàëû ïî âåêòîðàì ρ′c è rd, ïîëó÷èì 
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Òàêèì îáðàçîì, ïðè ëþáûõ óñëîâèÿõ ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè îïðå-
äåëÿþòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ çíà÷åíèé ôóíêöèè êîãå-
ðåíòíîñòè ýòîé æå âîëíû â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå 
äëÿ ïàð òî÷åê ñ òåì æå ðàçíîñîì ρd. 

Çàìåíà ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ρ′d = ρd + λxκ 
ïðèâîäèò âûðàæåíèå (5) ê èíòåãðàëó òèïà ñâåðòêè, 
èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðû ôóíêöèé êîãåðåíòíî-

ñòè â àòìîñôåðå è â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå ïðÿìî 
ïðîïîðöèîíàëüíû: 

 { }0( ; , ) ( ; , )exp – ( , ) ,d d d dx x H xΓ = Γ λ +� �κ ρ κ ρ ρ κ ρ  (6) 
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Ñîîòíîøåíèÿ (6), (7) ñëóæàò îñíîâîé ïðåäëà-
ãàåìîãî ìåòîäà ðàñ÷åòà ôóíêöèè âçàèìíîé êîãåðåíò-
íîñòè ëàçåðíûõ ïó÷êîâ â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå. 
Ñëåäóÿ âûðàæåíèþ (6), ðàñ÷åòû ìîæíî ïðîâîäèòü 
íà äâóìåðíûõ ñåòêàõ, ïîñêîëüêó â ôóíêöèÿõ êîãå-
ðåíòíîñòè â îáåèõ ÷àñòÿõ (6) ðàçíîñòíûå êîîðäèíà-
òû ñîâïàäàþò, ÷òî âûãîäíî îòëè÷àåò ïðåäëàãàåìóþ 
ôîðìó ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ (6), (7) îò ïîäõîäà  
ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñïðåäåëåíèÿ Âèãíåðà (ôóíêöèè 
ÿðêîñòè) [10, 15]. Â ïëîñêîñòè ρd = const âû÷èñëÿ-
þòñÿ çíà÷åíèÿ Γ0(x; ρc, ρd) è H(ρd, λxκ + ρd) íà äâó-
ìåðíûõ ñåòêàõ. 

Äëÿ ðàñ÷åòà çíà÷åíèé 0( ; , const)dxΓ =� κ ρ  â ñëó-

÷àå, êîãäà íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíîå àíàëèòè÷å-
ñêîå âûðàæåíèå, ìîæíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ, îñíîâàííûé íà ðåøåíèè ïàðàáîëè÷å-
ñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ïîëÿ 
U0(x; ρ) ìåòîäîì ðàñùåïëåíèÿ ïî ôèçè÷åñêèì ôàê-
òîðàì [16], êîòîðûé â îòñóòñòâèå òóðáóëåíòíîñòè 

ñâîäèòñÿ ê ïàðå ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå. Çàòåì âû-
÷èñëèòü 
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ïîñëå ÷åãî ïðèìåíèòü äâóìåðíîå ÁÏÔ ê ïîëó÷èâøåé-
ñÿ ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè â ïëîñêîñòè ρd = const. 
Èíà÷å, åñëè ñóùåñòâóåò ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ  
ñïåêòðà äèôðàêöèîííîé ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè 

0( ; , const),dxΓ =� κ ρ  îñòàåòñÿ âûïîëíèòü ðàñ÷åò ôóíê-

öèè H(ρd, λxκ + ρd) äëÿ çàäàííîé ïëîñêîñòè ρd = const. 
Ïîñëå ÷åãî, âû÷èñëèâ ïðîèçâåäåíèå â ïðàâîé ÷àñòè 
(6), ïðèìåíèòü ÁÏÔ, ÷òî äàåò â ðåçóëüòàòå èñêî-
ìóþ ôóíêöèþ Γ(x; ρc, ρd = const). Âðåìÿ âûïîëíå-
íèÿ ýòèõ îïåðàöèé îïðåäåëÿåòñÿ ðàçìåðîì ìàòðèö, 
ñîäåðæàùèõ Γ0(x; ρc, ρd) è H(ρd, λxκ + ρd), è ïðîöå-
äóðîé âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè H(ρd, λxκ + ρd). ×èñëî 
ïëîñêîñòåé ρd = const ðåãóëèðóåòñÿ òðåáîâàíèÿìè  
ê ðàçðåøåíèþ ïîëó÷àåìîé ôóíêöèè Γ(x; ρc, ρd) ïðè 
ðåøåíèè êàêîé-ëèáî çàäà÷è. 

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäëàãàåìîì ìåòîäå ðàñ÷åòà 
ôóíêöèè âçàèìíîé êîãåðåíòíîñòè, îñíîâàííîì íà 
ñòðîãîì ðåøåíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ 
ýòîé ôóíêöèè, íåò íåîáõîäèìîñòè â áîëüøèõ îáúå-
ìàõ îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ÝÂÌ, à ñêîðîñòü è òî÷-
íîñòü âû÷èñëåíèé îãðàíè÷èâàþòñÿ ñòàíäàðòíûìè 
ðåàëèçàöèÿìè ïðîöåäóð ÁÏÔ è âîçìîæíîñòÿìè 
ñàìîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè, â îòëè÷èå îò ìåòî-
äîâ, ïðåäëîæåííûõ àâòîðàìè [4, 5]. 

Ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè 
(6), (7) äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå âàðèàöèè, ïîçâîëÿþùèå 

ëåãêî àäàïòèðîâàòü åå äëÿ ïîëÿ ñ ëþáûì íà÷àëüíûì 
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ðàñïðåäåëåíèåì àìïëèòóäû è ôàçû è ñðåä ñ ðàç-
ëè÷íûìè ñïåêòðàìè êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè ôëóê-
òóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ. Äëÿ êîëìîãîðîâ-
ñêîé òóðáóëåíòíîñòè â Ïðèëîæåíèè ïðèâåäåí ðàçðà-
áîòàííûé íàìè ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè H(ρd, ρ′d), 
êîòîðûé íå òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ ÷èñëåííîãî 
èíòåãðèðîâàíèÿ è ïðè ýòîì îáåñïå÷èâàåò õîðîøóþ 
òî÷íîñòü â øèðîêîì äèàïàçîíå çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ òóðáóëåíòíîñòè. 

 

2. Ôóíêöèÿ êîãåðåíòíîñòè 

íåñèììåòðè÷íîãî ïó÷êà  

Ëàãåððà–Ãàóññà 
 

Íà ïðèìåðå ïó÷êà Ëàãåððà–Ãàóññà ñ êîì-
ïëåêñíîé àìïëèòóäîé ïîëÿ èñòî÷íèêà 

  
2 2 2

( )
0 2 2

0 0 0

( ) exp – cos ,
22

m

m

n

ik
U L m

a Fa a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ρ ρ ρ ρ
= + ϕ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ρ  (8) 

ãäå à0, F – íà÷àëüíûå ðàäèóñ è ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå 

ïó÷êà; L
(m)

n (u) – îáîáùåííûé ïîëèíîì Ëàãåððà [17], 
ïðîäåìîíñòðèðóåì ïðèìåíåíèå îïèñàííîãî ìåòîäà. 
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ãàóññîâà ïó÷êà 
(n = m = 0) ñîîòíîøåíèÿ (6), (7) òîæäåñòâåííû èç-
âåñòíîìó ïðåäñòàâëåíèþ ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè [10]. 
Ðàñïðåäåëåíèå ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ïåðâîé àêñè-
àëüíî-íåñèììåòðè÷íîé ìîäû (n = 0, m = 1) òàêîãî 
ïó÷êà â çàâèñèìîñòè îò åãî ïàðàìåòðîâ è ïàðàìåòðîâ 
òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðû ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòå [18]. 
  Ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ìîäû (n = 0, m = 1) â ïëîñ-
êîñòè ïðèåìíèêà â îòñóòñòâèå òóðáóëåíòíîñòè èìååò 
âèä 
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– íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà. 
Äëÿ ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè ïó÷êà (9) â ïëîñêî-

ñòè x â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå è åå ñïåêòðà èìååì 
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ρ ρ  (10) 
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22 2 2– Im ( ) ( ) 4
exp – .

Re ( )

d dx x

x

⎧ ⎫π κ π β + ρ β⎪ ⎪
× ⎨ ⎬

β⎪ ⎪⎩ ⎭

κρ
 (11) 

Ôóíêöèÿ H(0, λxκ) íå çàâèñèò îò íàïðàâëåíèÿ 
âåêòîðà ïðîñòðàíñòâåííîé ÷àñòîòû, ÷òî ïîçâîëÿåò 
ïðåäñòàâèòü âûðàæåíèå äëÿ ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè 
â âèäå îäíîêðàòíîãî èíòåãðàëà: 

2
2

2 2

2

2

0

( )
( , ) exp – – (0, )

Re ( )Re ( )

A x
I x d H x

xx

∞β ⎧ ⎫π κ⎪ ⎪
= π κκ λ ×⎨ ⎬

β⎪ ⎪β⎡ ⎤ ⎩ ⎭⎣ ⎦
∫ρ κ

 

2 2 2 2

0 21 (2 ) (2 )cos2 ,
Re ( ) Re ( )

J J
x x

⎡ ⎤⎛ ⎞π κ π κ
× − πκρ + πκρ ϕ⎢ ⎥⎜ ⎟

β β⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (12) 

êîòîðîå ïðè cos2ϕ = 1 ñîâïàäàåò ñ ðåçóëüòàòàìè ðà-
áîòû [18] è óñòðàíÿåò îøèáêó, äîïóùåííóþ â [18] 
äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé óãëà ϕ, ñëåäñòâèåì êîòîðîé ÿâ-
ëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, îáðàùåíèå â íóëü ñðåäíåé èí-
òåíñèâíîñòè ïðè cos2ϕ = 0. 

Ñðàâíèì ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ñðåäíåé èíòåíñèâ-
íîñòè ïî ôîðìóëå (12) è ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ 

àëãîðèòìà (6), (7) â äâóõ âàðèàíòàõ. Â ïåðâîì èç 
íèõ ðàñ÷åò ïðîâîäèòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì âûðàæåíèÿ 
äëÿ ñïåêòðà äèôðàêöèîííîé ôóíêöèè êîãåðåíòíî-
ñòè, ïîëó÷åííîé âûøå [ôîðìóëà (11)], à âî âòîðîì 
âàðèàíòå âûïîëíÿåòñÿ âñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåé-
ñòâèé, íà÷èíàÿ ñ âû÷èñëåíèÿ â ïëîñêîñòè ïðèåìíèêà 
ïîëÿ, ïðîøåäøåãî òðàññó â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå. 
  Ðàñ÷åòû ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè è ôóíêöèè êî-
ãåðåíòíîñòè ïðîâîäèëèñü íà ñåòêå ðàçìåðîì 512×512 
ÿ÷ååê ñ øàãîì 0,5 ìì, ïðè ýòîì âðåìÿ, çàòðà÷èâàåìîå 

íà ðàñ÷åò îäíîé ïëîñêîñòè ρd = const, íå ïðåâîñõî-
äèëî 2 ñ.  

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåé èí-
òåíñèâíîñòè, íîðìèðîâàííîé íà åå ìàêñèìàëüíîå 
çíà÷åíèå â ñâîáîäíîì ïðîñòðàíñòâå 

 
2

2

0( ) ( ) Re ( ),I x A x x= β β  (13) 

â íàïðàâëåíèè îñè y äëÿ êîëëèìèðîâàííîãî ïó÷êà 
(F → ∞) äëèíîé âîëíû λ = 6,328 ⋅ 10–7 ì, íà÷àëüíûì 

ðàäèóñîì à0 = 10–2
 ì íà òðàññå õ = 103

 ì, ñ ïîñòîÿí-
íûì âäîëü òðàññû çíà÷åíèåì ñòðóêòóðíîé õàðàê- 
òåðèñòèêè è âíóòðåííèì ìàñøòàáîì òóðáóëåíòíîñòè 
l0 = 5 ìì. 

Òóðáóëåíòíûå óñëîâèÿ íà òðàññå, êîòîðûå õàðàê-

òåðèçîâàëèñü çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà 
11 6 7 62 2

0 1,23 ,
n

C x kβ =  

èçìåíÿëèñü îò ðåæèìà ñëàáîé 
2

0( 1)β �  äî ðåæèìà 

ñèëüíîé 
2

0( 1)β �  òóðáóëåíòíîñòè, çàõâàòûâàÿ òàêæå 
ïðîìåæóòî÷íûé ðåæèì. Íà ðèñ. 1 ñïëîøíûå ëèíèè – 
ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè ïî ôîð-
ìóëå (12), òî÷êè – óñå÷åííûé àëãîðèòì ñ èñïîëüçî-
âàíèåì âûðàæåíèÿ (11), êðåñòèêè – ðåçóëüòàò ïðè-
ìåíåíèÿ àëãîðèòìà (6), (7) â ïîëíîì âàðèàíòå, â êî-
òîðîì îñóùåñòâëÿëñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûé ðàñ÷åò ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïîëÿ â ïëîñêîñòè ïðèåìíèêà è äèôðàê-
öèîííîé ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè. 

Âèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà 

2

0,β  äëÿ 
êîòîðûõ ïðîâîäèëèñü ðàñ÷åòû ñðåäíåé èíòåíñèâíî-
ñòè â òðåõ âàðèàíòàõ [ôîðìóëà (12), óñå÷åííûé 
àëãîðèòì, ïîëíûé àëãîðèòì], ðåçóëüòàòû ñîâïàäà-
þò, ïðè÷åì ïîãðåøíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà 
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Ðèñ. 1. Ïðîôèëè èíòåíñèâíîñòè êîëëèìèðîâàííîãî ïó÷êà Ëàãåððà–Ãàóññà íà òðàññå â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå ñ ïîñòîÿííûì 

  çíà÷åíèåì Ñ
2

n. Êðèâàÿ 1 – îäíîðîäíàÿ ñðåäà; 2–8 – β
2

0 = 0,5; 0,74; 1,1; 2,3; 5; 11; 23 

 
â îáîèõ âàðèàíòàõ íå ïðåâûøàåò 1% îòíîñèòåëüíî 

ðàñ÷åòà ïî ôîðìóëå (12). Â îáëàñòè, ãäå ñîñðåäîòî-
÷åíà îñíîâíàÿ (90%) ýíåðãèÿ ïó÷êà, ýòà îøèáêà 
ñîñòàâëÿëà íå áîëåå 0,1%. 

Ïðè ðîñòå ïàðàìåòðà β2

0 ìèíèìóì èíòåíñèâíî-
ñòè ïó÷êà íà îïòè÷åñêîé îñè ïîñòåïåííî çàìûâàåòñÿ 
(ñì. ðèñ. 1). Äëÿ çíà÷åíèé β

2

0 > 5 ðàñïðåäåëåíèå èí-
òåíñèâíîñòè â èññëåäóåìîì ïó÷êå òðàíñôîðìèðóåò-
ñÿ â ãàóññîèäó, è åãî èíòåíñèâíîñòü â ìàêñèìóìå 
áûñòðî ïàäàåò. 

Êàê îòìå÷åíî â [18], ïîëîæåíèå ìàêñèìóìîâ çà-
ìåòíî èçìåíÿåòñÿ òîëüêî ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ β

2

0, 
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïî÷òè ïîëíîé çàñâåòêå öåíòðàëüíîé 

çîíû âáëèçè îïòè÷åñêîé îñè (ðèñ. 1, êðèâûå 4–6). 
  Ðàññìîòðèì ýâîëþöèþ ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè 
ïó÷êà ïðè èçìåíåíèè β2

0. Ðàñ÷åò ôóíêöèè êîãåðåíò-
íîñòè ïðîâåäåì äëÿ ïó÷êà ñ òåìè æå ïàðàìåòðàìè, 
÷òî è íà ðèñ. 1, íà àòìîñôåðíîé òðàññå òîé æå äëèíû. 
Íà ðèñ. 2 ïîñòðîåíû ðàñïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ (ñëåâà) 
è àðãóìåíòà (ñïðàâà) ñòåïåíè êîãåðåíòíîñòè 

 
( ; , )
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; ; –
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c d
c d

d d
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I x I x

Γ
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⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ρ ρ
ρ ρ

ρ ρ
ρ ρ

 (14) 

ïðè yd = 10–2 ì, zd = 1,4 ⋅ 10–2 ì äëÿ çíà÷åíèé èíäåê-
ñà ìåðöàíèé ïëîñêîé âîëíû β2

0 = 0,1; 1,25; 5. 
Â ñëàáîé òóðáóëåíòíîñòè åñòü òðè ìàêñèìóìà 

ñòåïåíè êîãåðåíòíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêñèìó-
ìàì èíòåíñèâíîñòè è öåíòðàëüíîìó ìèíèìóìó ïó÷-
êà (ðèñ. 2, à). Ñ ðîñòîì β2

0 ÷èñëî îáëàñòåé ñ ìàêñè-
ìàëüíîé êîãåðåíòíîñòüþ ïîëÿ óìåíüøàåòñÿ äî äâóõ 
(ðèñ. 2, á). Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ β2

0 ïàðà ìàêñè-

ìóìîâ â ðàñïðåäåëåíèè ñòåïåíè êîãåðåíòíîñòè ñî-
õðàíÿåòñÿ äëÿ ρd ≠ 0 (ðèñ. 2, â), íåñìîòðÿ íà òî ÷òî 
ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü ïó÷êà óæå ïðèîáðåëà ãàóñ-
ñîâó ôîðìó. 

Íà ðèñ. 2 ñòðåëêàìè îòìå÷åíû òî÷êè ïîëíîé 

íåêîãåðåíòíîñòè ïîëÿ, êîòîðûå ïðè ðîñòå ïàðàìåòðà 

β
2

0 óõîäÿò îò îïòè÷åñêîé îñè ïî ìåðå òðàíñôîðìà-
öèè ïó÷êà ê ãàóññîâîé ôîðìå. 

Êîãäà òóðáóëåíòíûé ñëîé çàíèìàåò òîëüêî ÷àñòü 
òðàññû, ñòðóêòóðà ïó÷êà ìåíÿåòñÿ ñ ðîñòîì ñòðóê-
òóðíîé õàðàêòåðèñòèêè çàìåòíî ìåäëåííåå. 

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíû ïðîôèëè èíòåíñèâíîñòè, ðàñ- 
ñ÷èòàííûå äëÿ ïó÷êà, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ íà òðàñ-
ñå äëèíîé 1 êì, êîãäà òóðáóëåíòíûé ñëîé òîëùèíîé  
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Ðèñ. 3. Ïðîôèëè èíòåíñèâíîñòè êîëëèìèðîâàííîãî ïó÷êà 
Ëàãåððà–Ãàóññà, ïðîøåäøåãî ñëîé òóðáóëåíòíîñòè â çàâè- 
  ñèìîñòè îò ïîëîæåíèÿ ñëîÿ íà òðàññå 
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Ðèñ. 2. Ñòåïåíü êîãåðåíòíîñòè êîëëèìèðîâàííîãî íåñèììåòðè÷íîãî ïó÷êà Ëàãåððà–Ãàóññà íà òðàññå â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå, 

  β
2

0 = 0,1; 1,25; 5. Ñòðåëêàìè ïîêàçàíû ïîëîæåíèÿ òî÷åê ïîëíîé íåêîãåðåíòíîñòè 

 
Δõ = 100 ì ðàñïîëîæåí âáëèçè ïðèåìíèêà (ñì. 
ðèñ. 3, êðèâûå 1, 4), â ñåðåäèíå òðàññû (êðèâûå 2, 5) 
è âáëèçè èñòî÷íèêà (êðèâûå 3, 6). Ïàðàìåòðû ïó÷êà 
òå æå, ÷òî è äëÿ ðèñ. 1, 2. 

Ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ äâóõ çíà÷åíèé Ñ
2

n = 
= 1,77 ⋅ 10–14 ì–2/3 (êðèâûå 1–3) è 10–13 ì–2/3 (êðè-
âûå 4–6). Äëÿ ñðàâíåíèÿ òàêæå ïîêàçàí ïðîôèëü 
èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà â îäíîðîäíîé ñðåäå (êðèâàÿ 7, 
êðåñòèêè). 

Çàêëþ÷åíèå 

 

Ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà ôóíêöèè âçàèìíîé 

êîãåðåíòíîñòè äëÿ îïòè÷åñêîãî ïîëÿ ñ ïðîèçâîëüíûì 
íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ðàñïðîñòðàíÿþùåãîñÿ 
â òóðáóëåíòíîé ñðåäå ñî ñïåêòðîì êîððåëÿöèîííîé 
ôóíêöèè ôëóêòóàöèé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ ïðî-
èçâîëüíîãî âèäà, íà îñíîâå îáùåãî ðåøåíèÿ ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ âòîðîãî ìîìåíòà ïîëÿ. 



 

766 Ìàðàêàñîâ Ä.À., Ðû÷êîâ Ä.Ñ. 
 

Ïðèìåíåíèå îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôðåíåëÿ  
è ïðîöåäóðû áûñòðîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ïîçâî-
ëÿåò ñóùåñòâåííî ñîêðàòèòü çàòðàòû âðåìåíè è âû-
÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. 

Âåðèôèêàöèÿ ìåòîäà âûïîëíåíà íà ïðèìåðå íå-
ñèììåòðè÷íîãî ïó÷êà Ëàãåððà–Ãàóññà, äëÿ êîòîðîãî 
ðàíåå â ðàáîòå [18] áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïðîôèëÿ 

ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè, ïðè÷åì îøèáêà âû÷èñëåíèÿ 

ñðåäíåé èíòåíñèâíîñòè íå ïðåâîñõîäèò 1%. Èññëåäî-
âàíà ýâîëþöèÿ ôóíêöèè êîãåðåíòíîñòè òàêîãî ïó÷êà 

íà òðàññå ñ îäíîðîäíûì ïðîôèëåì ñòðóêòóðíîé õà-
ðàêòåðèñòèêè. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè íåîäíîðîäíîãî 

âäîëü òðàññû ïðîôèëÿ ñòðóêòóðíîé õàðàêòåðèñòèêè. 
  Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ 
¹ 09-02-91224 ÑÒ_à. 

 
ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 

 

Àëãîðèòì ðàñ÷åòà ôóíêöèè H(ρd, ρ′d) 
 

 

Äëÿ êîëìîãîðîâñêîé òóðáóëåíòíîñòè ñ âíóò-
ðåííèì ìàñøòàáîì l0 íåîäíîðîäíîñòåé ñî ñïåêòðîì 

{ }–11 32 2

0( , ) 0,033 ( ) exp –( )
n n
x C x′ ′Φ = κ κ κκ  ôóíêöèÿ 

H(ρd, λxκ + ρd) (2) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå 
èíòåãðàëà 

( ) ( )
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2 2

0

0

( , ) (1– ) ,nd d d d dH k x C x f d+ = ξ κ + ξ ξ′ ′∫ρ ρ ρ ρ ρ  (Ï1) 
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= π κ Γ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
 (Ï2) 

ãäå κ0 = 5,92/l0; t = κ0|ρd + ξρ′d)|; M(a, b; t) – ôóíê-
öèÿ Êóììåðà [17]. Ïåðåõîä â âûðàæåíèè (Ï2) ê ïðå-
äåëó κ0 → ∞ äàåò f(κ0, r) → 1,46r5/3, ÷òî ñîîòâåòñò-
âóåò êîëìîãîðîâñêîìó ñïåêòðó áåç ìàñøòàáîâ [8]. 
  Ðàññìîòðèì ïðîöåäóðó ðàñ÷åòà H(ρd, ρ′d + ρd). Åñëè 

ïðîôèëü ñòðóêòóðíîé õàðàêòåðèñòèêè çàäàí â âèäå 

íàáîðà çíà÷åíèé ( )2 2(1– ) ,n njC x Cξ =  ãäå ξ ∈ (ξj–1, ξj), 

ξ0 = 0 – ïëîñêîñòü èñòî÷íèêà, ξN = 1 – ïëîñêîñòü 

ïðèåìíèêà; j ∈ [1, N], N – ÷èñëî ñëîåâ ñ ïîñòîÿííûì 
çíà÷åíèåì 

2
,

n
C  òî ôóíêöèÿ H(ρd, ρ′d + ρd) ìîæåò áûòü 

ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû: 
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Â ïëîñêîñòè ρ′d = 0 âû÷èñëåíèå èíòåãðàëà â (Ï4) 
î÷åâèäíî: 
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ρ  (Ï5) 

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èí Sj âîñ-
ïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì. Àïïðîêñèìèðó-
åì ôóíêöèþ Êóììåðà ñ àðãóìåíòàìè a = –5/6, b = 1, 
u ≥ 0 ðÿäîì 
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( , ;– ) ( ) ( ) .
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M a b u M u A u p
=

≅ = +∑�   (Ï6) 

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ïðè óñòðåìëåíèè u → ∞ âîçðàñ-
òàþùèå ÷ëåíû àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ôóíê-
öèè Êóììåðà [17] ñîâïàäàëè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè 
÷ëåíàìè ðÿäà â ïðàâîé ÷àñòè (Ï6). Ýòî ïîçâîëÿåò 
ñðàçó îïðåäåëèòü ïåðâûé êîýôôèöèåíò 

 1

( )
1,0631,

( – )

b
A

b a

Γ
= =
Γ

 (Ï7) 

à îñòàëüíûå N1 – 1 ýòèõ êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëèì, 
ïîòðåáîâàâ ñîâïàäåíèÿ ïåðâûõ N1 – 1 ñëàãàåìûõ  
â ðàçëîæåíèÿõ â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèè Êóììåðà 
è ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè (Ï6). Ýòî òðåáîâàíèå 
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ 
b = d ⋅ C

–1, â êîòîðîì âåêòîð b – èñêîìûå êîýôôè-
öèåíòû, à âåêòîð d è ìàòðèöà Ñ îïðåäåëåíû êàê 
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ãäå (a)m – ñèìâîë Ïîõãàììåðà [17]. 
Çíà÷åíèå âåëè÷èíû p(N1) ïðè âûáðàííîé äëè-

íå ñóììû (Ï6) îïðåäåëÿåòñÿ ïîëîæåíèåì ìèíèìóìà 
âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè 
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 (Ï10) 

ãäå T(p, N1, u) – îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü àïïðîê-
ñèìàöèè ôóíêöèè f(t) ïîñðåäñòâîì (Ï5). Êàê àáñî-
ëþòíàÿ, òàê è îòíîñèòåëüíàÿ îøèáêè ïðèáëèæåíèÿ 
(Ï6) îãðàíè÷åíû óæå ïðè N1 ≥ 2 äëÿ âñåõ ïîëîæè-
òåëüíûõ çíà÷åíèé u è áûñòðî óáûâàþò ïðè ðîñòå 
N1 (ðèñóíîê). Óâåëè÷åíèå àðãóìåíòà u òàêæå âåäåò 
ê áûñòðîìó óìåíüøåíèþ îøèáêè. 

Èñïîëüçóÿ (Ï6), èíòåãðàë â (Ï4) ìîæíî âû÷èñ-
ëèòü àíàëèòè÷åñêè: 
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à 2F1 – ãèïåðãåîìåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Ãàóññà [17]. 
Äëÿ ðàñ÷åòà âåëè÷èí Sj ñ îòíîñèòåëüíîé îøèáêîé 
ε < 0,4% äîñòàòî÷íî äâóõ ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ðÿäà (Ï6) 
ïðè çíà÷åíèÿõ êîíñòàíò À1 = 1,0631, À2 = –1,7646, 
ð = 2,775. 
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Ïîâåäåíèå îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè 
T(p, N, u) (Ï5) â çàâèñèìîñòè îò àðãóìåíòà u äëÿ ðàçëè÷- 
  íîé äëèíû àïïðîêñèìèðóþùåãî ðÿäà 

 

Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè Ãàóññà, âõîäÿùèå 
â (Ï11), äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé u ìîæíî ðàñ-
ñ÷èòàòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû ëèíåéíîãî ïðåîáðàçî-
âàíèÿ [17]: 
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÷àñòÿõ (Ï13), (Ï14) íåîòðèöàòåëüíû è íå ïðåâîñõî-
äÿò 1/2, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü äëÿ èõ âû÷èñ-
ëåíèÿ áûñòðî ñõîäÿùèåñÿ ñòåïåííûå ðÿäû 
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– îñòàòîê [17]. Ïðè ýòîì äëÿ çíà÷åíèé n < 12 ïî-
ãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ (Ï15) ñ N2 = 40 íå ïðåâîñõî-
äèò 10–12, ÷òî áîëåå ÷åì äîñòàòî÷íî äëÿ íàøèõ öåëåé 
ïðè ðàñ÷åòå ôóíêöèè H(ρd, ρ′d). 
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D.A. Marakasov, D.S. Rytchkov. Method of evaluation of mutual coherence function of an optical wave 
propagating in turbulent atmosphere. 

Method of evaluation of mutual coherence function of an optical wave propagating in turbulent atmosphere 
based on using of conversation of Fresnel integral and 2-D Fast Fourier Transformation procedure is proposed. 
The method is suitable for optical waves with arbitrary initial distribution of amplitude and phase, and for 
various spectra of correlation function of refractive index fluctuations and profiles of structural characteristic of 
refractive index. For verification of developed method, evaluations of mutual coherence function of asymmetric 
Laguerre–Gaussian mode of laser beam carried out and the results are presented. 


