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Äàåòñÿ îöåíêà ïàðàìåòðîâ âðåìåííóé àñèìïòîòèêè ïîòîêà ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ, âûõîäÿùåãî èç ïî-
ëóáåñêîíå÷íîãî ñëîÿ ðàññåèâàþùåãî è ïîãëîùàþùåãî âåùåñòâà, ïðè îñâåùåíèè åãî âíåøíèì íàïðàâëåííûì 
èñòî÷íèêîì. Ïðîâåäåííûå íà ìíîãîïðîöåññîðíîì êëàñòåðå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïîëÿðèçàöèÿ 
íå âëèÿåò íà ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ, îïðåäåëÿþùåãî «ïîìåõó îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ» 
ïðè îïòè÷åñêîì çîíäèðîâàíèè. Äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñðåä ïàðàìåòðû àñèìïòîòèêè ïîëÿðèçîâàííîãî è íåïîëÿ-
ðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà îáëàñòè ïåðåíîñà, ò.å. äåïîëÿðèçàöèÿ ïîòîêà 
èçëó÷åíèÿ íåñêîëüêî çàïàçäûâàåò îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê àñèìïòîòèêå. 

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïåðåíîñ ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ, âðåìåííáÿ àñèìïòîòèêà, ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî; 
polarized radiation transfer, time asymptotics, Monte Carlo method. 

 

1. Ââîäíàÿ èíôîðìàöèÿ 
 

Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïåðåíîñà ïîëÿðèçîâàííîãî 
èçó÷åíèÿ â ðàññåèâàþùåé è ïîãëîùàþùåé ñðåäå. Äëÿ 
îïèñàíèÿ ïîëÿðèçàöèîííûõ ñâîéñòâ ñâåòà âîñïîëüçó-
åìñÿ ñïîñîáîì, ïðåäëîæåííûì Äæ.Ã. Ñòîêñîì â 1852 ã. 
Îí ââåë ÷åòûðå ïàðàìåòðà I, Q, U, V, êîòîðûå îï-
ðåäåëÿþò â ñîâîêóïíîñòè èíòåíñèâíîñòü, ñòåïåíü ïî-
ëÿðèçàöèè, ïëîñêîñòü ïîëÿðèçàöèè è ñòåïåíü ýëëèï-
òè÷íîñòè èçëó÷åíèÿ. Èñïîëüçóåì â êà÷åñòâå êîì- 
ïîíåíòîâ âåêòîð-ïàðàìåòðà Ñòîêñà I = (I, Q, U, V)T  
â ÷åòûðåõìåðíîì ôóíêöèîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè 
ýòîì äëÿ ïàðàìåòðîâ Ñòîêñà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå 
ñîîòíîøåíèÿ: I ≥ 0, I2

 ≥ Q2
 + U2

 + V2. 
Îòìåòèì, ÷òî äëÿ åñòåñòâåííîãî ñâåòà Q = U = 

= V = 0, äëÿ ýëëèïòè÷åñêè ïîëÿðèçîâàííîãî I2
 = Q2

 + 
+ U2

 + V2. 
Òðàäèöèîííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïðîöåñ-

ñà ïåðåíîñà ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ 

ñòàöèîíàðíîå âåêòîðíîå èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîå 
óðàâíåíèå ïåðåíîñà 
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ãäå 1 2 3 4( , , , )= Φ Φ Φ ΦΦ  – âåêòîð-ôóíêöèÿ (âåêòîð Ñòî-

êñà) ïëîòíîñòè ïîòîêà ÷àñòèö («âåêòîðíûõ ôîòîíîâ»), 
èíà÷å – âåêòîð-ôóíêöèÿ èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ; 
Ω – ïðîñòðàíñòâî åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ íàïðàâëåíèÿ; 
ω ∈ Ω, r ∈ D ⊂ R3; σ – ïîëíîå ñå÷åíèå, σ = σs + σc 
(σc – ñå÷åíèå ïîãëîùåíèÿ, σs – ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ); 

(1) (2) (3) (4) T
0 0 0 0 0= ( , , , )f f f ff  – âåêòîð-ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè 

ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêà ÷àñòèö. Ìàòðè÷íàÿ ôóíê-
öèÿ ðàññåÿíèÿ (ôàçîâàÿ ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ) P(ω′, ω, r) 

îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 2( , , ) = ( )P r i′ω ω Θ π − ×  

1( , , ) ( ),R r i′× ω ω Θ −  ãäå Θ – ñïåöèàëüíàÿ ìàòðèöà ïîâî-

ðîòà; R – ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ; i1 – óãîë ìåæäó ïëîñ-
êîñòüþ ω′, s è ïëîñêîñòüþ ðàññåÿíèÿ ω, ω′; i2 – óãîë 
ìåæäó ïëîñêîñòüþ ðàññåÿíèÿ ω, ω′ è ïëîñêîñòüþ ω, s; 
s – âåêòîð ëîêàëüíîé ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò (áîëåå ïîäðîáíî ñì. [1, 2]). Äëÿ èçîòðîïíîé ñðå-
äû ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ R èìååò âèä 
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ãäå μ = (ω, ω′); r11 – èíäèêàòðèñà ðàññåÿíèÿ, 

11( ) 1.r dµ µ =∫  Åñëè ðàññåèâàþùèå ÷àñòèöû ÿâëÿþò-

ñÿ îäíîðîäíûìè ñôåðàìè, òî 
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Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ íåïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷å-
íèÿ àñèìïòîòèêà íåñòàöèîíàðíîãî ïîòîêà ÷àñòèö ïðè 
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âûïîëíåíèè äîâîëüíî îáùèõ óñëîâèé ÿâëÿåòñÿ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé: 
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ò.å. àñèìïòîòèêà èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿ-

åòñÿ ôóíêöèåé 

*

e
tλ

 [3] ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ 
C(r, ω, t), êîòîðûé èçìåíÿåòñÿ ïðè t → ∞ cëàáåå 
ýêñïîíåíòû. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ìàòðèöû PR = 
= diag{r11, 0, 0, 0} âìåñòî P â ñèñòåìó óðàâíåíèé 
ïåðåíîñà ñ ïîëÿðèçàöèåé ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïåðå-
íîñà èçëó÷åíèÿ áåç ïîëÿðèçàöèè. Ïàðàìåòðîì ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòèêè ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ âå-
äóùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî λ

*
 îäíîðîäíîãî ñòà-

öèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà 

 ( ) =L v Sλ λ λ+ σ + λΦ Φ Φ  (3) 

ñî ñòàíäàðòíûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè [3]. Çäåñü v – 
ñêîðîñòü ÷àñòèö (ñâåòà). 

Ðÿä ïóáëèêàöèé (ñì., íàïðèìåð, [4, 5]) ïîêà-
çûâàåò, ÷òî äëÿ ôóíêöèîíàëîâ îò èíòåíñèâíîñòè áåç 
ó÷åòà ïîëÿðèçàöèè, îïðåäåëÿþùèõ ïîìåõó îáðàòíî-
ãî ðàññåÿíèÿ ïðè îïòè÷åñêîì çîíäèðîâàíèè ïîëóáåñ-
êîíå÷íîé ñðåäû, èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîò-
íîøåíèå 

 1( , , ) ( , ) e ,
vtcr t C r t

−σ−α

Φ ω ω~  .t → +∞  

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðåøåíèþ âîïðî-
ñîâ, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðîñòðàíåíèåì ýòèõ óòâåðæäå-
íèé íà ïîëÿðèçîâàííîå èçëó÷åíèå. 

Â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîì ñëó÷àå, ò.å. êî-
ãäà îäíîðîäíàÿ ñðåäà çàïîëíÿåò âñå ïðîñòðàíñòâî, 
ýòî äîñòèãàåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòî íà îñíîâå òåîðèè 
âåñîâîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññà ïåðåíîñà, ïðè÷åì 

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî 
* *= =

c
v∞λ λ −σ  íåçàâèñèìî îò òèïà 

ïîëÿðèçàöèè. 
Ñïåöèàëèñòàì õîðîøî èçâåñòíî òàêæå, ÷òî λ* = 

*

= =
c
v

∞
λ −σ  è äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ýâðèñòè÷åñêè 

ýòî äîñòàòî÷íî ÿñíî èç ñîîáðàæåíèé íåïðåðûâíîñòè 
λ

*
 êàê ôóíêöèè îïòè÷åñêîé òîëùèíû ïëîñêîãî ñëîÿ. 

  Äëÿ îãðàíè÷åííîé ñðåäû òåîðåòè÷åñêè íåðàçðå-

øèìûì îêàçàëñÿ âîïðîñ î ñâÿçè çíà÷åíèé *

Sλ  è *

V,λ  

ò.å. çíà÷åíèé ïàðàìåòðà àñèìïòîòèêè ñîîòâåòñòâåí-
íî äëÿ ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî âàðèàíòîâ ñ îäèíà-
êîâîé èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ r11. Ýòî ôàêòè÷åñêè 
âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè ñêîðîñòåé äåïîëÿðèçàöèè ïî-
òîêà ÷àñòèö è åãî ïåðåõîäà ê ýêñïîíåíöèàëüíîé 

àñèìïòîòèêå. 
Â äàííîé ñòàòüå ñ ïîìîùüþ ïðåöèçèîííûõ ðàñ-

÷åòîâ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îã-
ðàíè÷åííûõ ñðåä â ñëó÷àÿõ ìîëåêóëÿðíîãî è àýðî-

çîëüíîãî ðàññåÿíèÿ * *

S V,λ ≠ λ  ò.å. äåïîëÿðèçàöèÿ 

ïîòîêà ÷àñòèö íåñêîëüêî çàïàçäûâàåò îòíîñèòåëüíî 
ïåðåõîäà ê àñèìïòîòèêå. 

Ïðè ÷èñëåííîé îöåíêå ïàðàìåòðîâ àñèìïòîòèêè 
«âåêòîðíîé îñâåùåííîñòè» ãðàíèöû ïîëóáåñêîíå÷-
íîãî ñëîÿ ñ èñòî÷íèêîì íà ýòîé ãðàíèöå, à òàêæå 
èíòåíñèâíîñòè îòðàæåííîãî èçëó÷åíèÿ, ò.å. ïîìåõè 
îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âàðèàí-

òà îïòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ, ïîêàçàíî, ÷òî *

Sλ  ñòà-

òèñòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò *

V.λ  

Äàëåå äàíî îïèñàíèå àëãîðèòìà ìåòîäà Ìîíòå-
Êàðëî äëÿ ðàñ÷åòà èíòåíñèâíîñòè ìíîãîêðàòíî ðàñ-
ñåÿííîãî ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî 
ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðåíîñà 
èçëó÷åíèÿ èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé áûë ïðåäëî-
æåí â [6], ãäå óêàçàíî, ÷òî «áîëåå òî÷íîé», ïî îò-
íîøåíèþ ê ïåðâîé êîìïîíåíòå âåêòîðà Ñòîêñà, ÿâ-
ëÿåòñÿ óãëîâàÿ ïåðåõîäíàÿ ïëîòíîñòü, ïðîïîðöèî-
íàëüíàÿ íîâîìó çíà÷åíèþ ýòîé êîìïîíåíòû. Îäíàêî 
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àéíàÿ âåêòîðíàÿ îöåíêà ÿâëÿ-
åòñÿ íåñòàíäàðòíîé; åå ìàòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå, 
à òàêæå èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà ïðèêëàä-
íûõ çàäà÷ çàòðóäíèòåëüíû. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðè-
âàåìàÿ â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñòàíäàðòíàÿ îöåíêà ñðàâ-
íèòåëüíî ýôôåêòèâíà äëÿ âû÷èñëåíèÿ èçìåíåíèÿ èçó-
÷àåìûõ ôóíêöèîíàëîâ ïðè èçìåíåíèè ìàòðèöû ðàñ- 
ñåÿíèÿ. Åå ïîñòðîåíèå è îáîñíîâàíèå îñóùåñòâëÿþò-
ñÿ íà îñíîâå îáùåãî âåêòîðíî-èíòåãðàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ, êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ ïåðåíîñà (1). 
 

2. Ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ 

óðàâíåíèé ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî 
 

Ðàññìîòðèì âåêòîð-ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ñòîëê-
íîâåíèé ( , ),r ωϕ  êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ âåêòîð-ôóíêöèåé 

èíòåíñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ ñîîòíîøåíèåì ( , )r ω =ϕ  
T

1 2 3 4( , , , ) .= σ ≡ ϕ ϕ ϕ ϕΦ  Èçâåñòíî [1], ÷òî îíà óäîâëå-

òâîðÿåò îáùåìó âåêòîðíî-èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ 
ïåðåíîñà ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè (ñèñòåìå èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé) â L1(X): 
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X

x K x x x dx x′ ′ ′ +∫ fϕ ϕ  èëè = ,K + fϕ ϕ  (4) 
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– îïòè÷åñêèé îòðåçîê ïóòè äëèíîé | |r r′ −  â íàïðàâ-

ëåíèè ( ) | |.r r r r′ ′ω = − −  
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Â íåñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå ââîäèòñÿ äîïîëíè-
òåëüíàÿ ôàçîâàÿ âðåìåííáÿ êîîðäèíàòà t è ÿäðî (5) 

äîìíîæàåòñÿ íà ( )( ) .t r r v t′ ′δ − − −  

Àëãîðèòìû ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî îñíîâàíû íà 
ïðåäñòàâëåíèè ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) ðÿäîì Íåé-

ìàíà = .

n

K∑ fϕ  Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå èìååò ìåñòî, 

åñëè íîðìà îïåðàòîðà K èëè êàêîé-íèáóäü åãî ñòå-

ïåíè 
0nK  ìåíüøå åäèíèöû, èëè, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó, 

åñëè ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ 

1

( ) lim 1
n

n

n

K K
→∞

ρ = <  (ýòî 

âûïîëíÿåòñÿ ïðè íàëè÷èè ïîãëîùåíèÿ èëè äëÿ îã-
ðàíè÷åííûõ ñðåä). 

Ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî îöåíèâàþò ëèíåéíûå 

ôóíêöèîíàëû è èõ ïàðàìåòðè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå îò 
ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîãî âåêòîðíîãî èíòåãðàëüíî-
ãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ðîäà. Îáùèé àëãîðèòì ìåòîäà 
Ìîíòå-Êàðëî äëÿ îöåíêè òàêèõ ôóíêöèîíàëîâ ïðè-
âîäèòñÿ â ðàáîòàõ [1, 7–9]. 

Â ñëó÷àå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ ñ ó÷åòîì ïîëÿðè-
çàöèè áóäåì îöåíèâàòü ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû âè-

äà = ( , ),J hϕ  ãäå 

  
4

T

=1

( , ) = ( ) ( ) = ( ) ( ),i i

iX X

x x dx x h xϕ∑∫ ∫h hϕ ϕ  .L
∞

∈h  

Îöåíêà «ïî ñòîëêíîâåíèÿì» ξ ôóíêöèîíàëà J 
ñòðîèòñÿ íà îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà õ0, …, õN  
ñ íà÷àëüíîé ïëîòíîñòüþ π(õ) è ñóáñòîõàñòè÷åñêîé 
ïåðåõîäíîé ïëîòíîñòüþ p(x′, x). Îíà èìååò âèä 

 
4

( )

=0 =0 =1

= ( ) = ( ) ,
N N

T i
n n n i n

n n i

Q x Q h x
⎡ ⎤

ξ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ∑h  

ãäå âåêòîðíûå âåñà Qn îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: 

 ( ) 0
0

0

( )
= ,

( )
i if x

Q
xπ

 
4

1( ) ( )
1

1=1

( , )
= .

( , )

ij n ni j
n n

n nj

k x x
Q Q

p x x
−

−

−

∑  (6) 

Âåêòîðíûå âåñà Qn ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ìàò-

ðè÷íûå âåñà 
n

Q�  ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì: 

 0 = { },ijQ δ�  T 1

1

1

( , )
= ,

( , )
n n

n n

n n

x x
Q Q K

p x x
−

−

−

� �  T

0= .
n n

Q Q Q�  

Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåñìåùåííîñòè îöåíêè ξ íà 
íà÷àëüíóþ è ïåðåõîäíóþ ïëîòíîñòè öåïè Ìàðêîâà 
íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: 

( ) 0,xπ ≠  åñëè ( ) 0,f x ≠  

è ( , ) 0,p x x′ ≠  åñëè ( , ) 0.K x x′ ≠  

Íîìåð N ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì íîìåðîì ïîñëåä-
íåãî ñîñòîÿíèÿ öåïè Ìàðêîâà. Àëãîðèòì ñ p(x′, x) = 
= k11(x′, x) áóäåì íàçûâàòü «ôèçè÷åñêèì» ìîäåëè-
ðîâàíèåì. Èíîãäà öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü ìî-
äèôèêàöèè òàêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ «áåç ïîãëîùåíèÿ» 
è «áåç âûëåòà» (ñì. äàëåå çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà). 

  Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ îäíîãî 
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïîêàçûâàåòñÿ [1, 7, 10], 
÷òî Eξ = J. 

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî h 
íå çàâèñèò îò íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà λ, ìîæíî ïîëó-
÷èòü «îöåíêó ïî ñòîëêíîâåíèÿì» äëÿ ïàðàìåòðè÷å-
ñêèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèîíàëà J âèäà 

 
4 ( )

( )

=0 =1

= = ( )

Nm m i
m n

i nm m

n i

Q
h x

⎡ ⎤∂ ξ ∂
ξ ⎢ ⎥

∂λ ∂λ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑  

òàêóþ, ÷òî Eξ(m) = J(m). 
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñðåä óðàâíå-

íèå (4) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà 
âñå ïðîñòðàíñòâî X, åñëè ïîëîæèòü σ ≡ σc âíå íåêî-
òîðîé âûïóêëîé îáîëî÷êè ñðåäû [1, 7]. Ïðè íàëè-
÷èè â çàäà÷å êàêèõ-ëèáî ãðàíè÷íûõ èçëó÷àþùèõ, 
îòðàæàþùèõ, ïðåëîìëÿþùèõ ïîâåðõíîñòåé âñå îíè 
âêëþ÷àþòñÿ â ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî X, íå îãðàíè-
÷èâàÿ îáùíîñòè ïîñòàâëåííîé çàäà÷è [11, 12]. Ìîæ-
íî òàêæå ðàññìàòðèâàòü îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè h  

ñ ðàçðûâàìè 1-ãî ðîäà, äëÿ êîòîðûõ èíòåãðàëû ( , )hϕ  

îïðåäåëåíû. 
Ñðåäíèå êâàäðàòû âåêòîðíûõ îöåíîê «ïî ñòîëê-

íîâåíèÿì» îïðåäåëÿþòñÿ ñïåöèàëüíûì óðàâíåíèåì 
ñ ìàòðè÷íî-èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Kp [7, 8, 13]. 
Åñëè ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ρ(Kp) < 1, òî äëÿ ëþáîé 
âåêòîð-ôóíêöèè h(x) ∈ L

∞
 äèñïåðñèÿ ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé îöåíêè Dξ < +∞. Â ðàáîòå [8] òàêæå ïîêàçàíî, 
÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ρ(Kp) < 1 ñïðàâåäëè-
âû ñîîòíîøåíèÿ: Eξ(m) = J(m) è Dξ(m) < +∞. Â ðàáî-
òå [13] íà îñíîâå òåîðèè ïîëîæèòåëüíûõ îïåðàòîðîâ 

âû÷èñëåí àíàëîãè÷íûé ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ρ(Sp) 
äëÿ îïåðàòîðà ïåðåíîñà ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ 
â áåñêîíå÷íîé îäíîðîäíîé ñðåäå. Ïîêàçàíî, ÷òî  
â îáùåì ñëó÷àå çíà÷åíèå ρ(Kp) ïðèáëèæåííî, ñ áîëü-
øîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè, ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ρ(Sp) 
íà ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî ïåðåíîñó èçëó÷åíèÿ áåç ïîëÿðèçàöèè. Ïðè ýòîì 
äëÿ èçîòðîïíîé ñðåäû ρ(Sp) = λ0, ãäå (λ0, a1, a2) – 
ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé 

c11 + c21a1 = λ0; c12 + (c22 + c33)a1 + c43a2 = 2λ0a1; 

c34a1 + c44a2 = λ0a2. 

Çäåñü 

 2

2( ) ( ) ;ij ijc r p d⎡ ⎤= μ μ μ⎣ ⎦∫  

p2(μ) – ïëîòíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ êîñèíóñà óãëà ðàñ-
ñåÿíèÿ â öåïè Ìàðêîâà. 

Äëÿ ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ â ðàáîòå [13] âû-
÷èñëåíî çíà÷åíèå ρ(Sp) = 1,178 è, ñëåäîâàòåëüíî, 
äèñïåðñèÿ îöåíêè ξ â ðåàëüíîé ñðåäå êîíå÷íà òîëü-
êî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ïîãëîùåíèè. Íàïðèìåð, 
äëÿ «ôèçè÷åñêîãî» ìîäåëèðîâàíèÿ ëåãêî ïîëó÷èòü 
îöåíêó ρ(Kp) ≤ (1 – ð)ρ(Sp), ãäå p – íèæíÿÿ ãðàíèöà 
âåðîÿòíîñòè ïîãëîùåíèÿ (ñ ó÷åòîì âûëåòà) â ñðåäå. 
Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(Kp) ≤ 1 è Dξ(m)

 < +∞ ïðè p > 0,151. 
  Äëÿ èñïîëüçîâàííîé íàìè ìîäåëè àýðîçîëüíîãî 
ðàññåÿíèÿ (ñì. ðàçä. 8) â ðàáîòå [13] ïîêàçàíî, ÷òî 
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ρ(Sp) ≈ 1,02007, ïîýòîìó äëÿ «ôèçè÷åñêîãî» ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ρ(Kp) ≤ 1 è Dξ(m)

 < +∞ ïðè p > 0,02034. 
  Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ «ôèçè÷åñêîãî» ìî-
äåëèðîâàíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ «áåç ïîãëîùåíèÿ». 
Â ýòîì ñëó÷àå ìîäåëèðîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ñ ïðèìå-
íåíèåì çàìåíû σ → σs, σc → 0, à ó÷åò ïîãëîùåíèÿ – 

âåñîâûì ìíîæèòåëåì | |e c r r′−σ −  [1, 14]. Òîãäà 

 
1

( ) ( ).
1

p p

p
K S

p

−
ρ ≤ ρ

+
 (7) 

Ñëåäîâàòåëüíî, ρ(Kp) ≤ 1 è Dξ(m)
 < +∞ ïðè p > 0,0818 

äëÿ ìîëåêóëÿðíîãî è ïðè p > 0,0103 äëÿ àýðîçîëü-
íîãî ðàññåÿíèÿ, ò.å. ïðè îòíîñèòåëüíî ìåíüøåì ïî-
ãëîùåíèè â ñðåäå. Íåðàâåíñòâî (7) ïîëó÷àåòñÿ î÷å-
âèäíûì îáðàçîì èç ìàæîðàíòíîãî ñëó÷àÿ áåñêîíå÷-
íîé ñðåäû. 

Ïîëó÷åííûå âûâîäû î êîíå÷íîñòè äèñïåðñèé 

îöåíîê ôóíêöèîíàëîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ ÿâëÿþòñÿ 
îñíîâàíèåì ïðèìåíèìîñòè àëãîðèòìîâ Ìîíòå-Êàðëî, 
â òîì ÷èñëå ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäèôèêàöèé ìîäå-
ëèðîâàíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ. 

 

3. Ëîêàëüíûå îöåíêè 
  
Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåíñèâíîñòü èç-

ëó÷åíèÿ Φ  â çàäàííîé òî÷êå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñò-

âà * * *= ( , ).x r ω  Äëÿ ïðîñòîòû çàïèñè ôîðìóë ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî *( ) = 0.xf  
Ïî àíàëîãèè ñî ñêàëÿðíûì ñëó÷àåì ìîæíî ïî-

ëó÷èòü âûðàæåíèå 

 
4

* * * *

=1

( , ) = ( , ) ( ) ,i ij j
Xd j

r d l x r x dx
Ω

′ ′ ′Φ ω ω ϕ∑∫ ∫  = 1, ,4,i …  

ãäå 

 
( )* *

,* *

* 2

( )exp ( , ) ( , , )
( , ) = ( );

| |

i j

ij d

q r r r p r
l x r

r r

′ ′ ′ ′−τ ω ω
′ Δ ω

′ −
 

 * * *= ( ) | |,r r r r′ ′ω − −  

Δd(ω
*) – èíäèêàòîð íåêîòîðîé îáëàñòè íàïðàâëåíèé 

Ωd (àïåðòóðû äåòåêòîðà èçëó÷åíèÿ); pi, j – (i, j)-ÿ 
êîìïîíåíòà ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ P. 

Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå çíà÷åíèå èíòåíñèâíî-

ñòè Φ  ïî òåëåñíîìó óãëó Ωd ðàâíî *( ) ,r E=
�Φ ξ  ãäå 

1 2 3 4( , , , ),= ξ ξ ξ ξ� � � ��ξ  

 
4

( ) *

=0 =1

1
= ( , ) ;

N
j

i n ij n
d n j

Q l x r
⎡ ⎤
⎢ ⎥ξ

Ω ⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑�  (8) 

Qn – âåñà, ðàññ÷èòàííûå ïî ôîðìóëå (6). 
Ôîðìóëà (8) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîðíûé àíà-

ëîã õîðîøî èçâåñòíîé ñêàëÿðíîé ëîêàëüíîé îöåíêè 
ïîòîêà ÷àñòèö. Ýòà îöåíêà èìååò ñëåäóþùèå íåäîñ-
òàòêè: îíà íå ïîçâîëÿåò ðàññ÷èòûâàòü ïîòîê íåïî-
ñðåäñòâåííî â çàäàííîì íàïðàâëåíèè ω* â òî÷êå r*, 
äèñïåðñèÿ åå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé èç-çà ìíîæè-

òåëÿ 
* 2| |r r−  â çíàìåíàòåëå. Îäíàêî åñëè äåòåêòîð 

ðàñïîëîæåí âíå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè ïåðåíîñà 
èçëó÷åíèÿ è ñðåäà îãðàíè÷åíà, òî äèñïåðñèÿ îöåíêè 

,
�ξ  î÷åâèäíî, êîíå÷íà. 

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèå (4) ýêâèâà-

ëåíòíî óðàâíåíèþ 
2

= .K Kf f+ +ϕ ϕ  Ñîîòâåòñòâóþ-

ùàÿ ïîñëåäíåìó óðàâíåíèþ ëîêàëüíàÿ îöåíêà íàçû-
âàåòñÿ äâîéíîé ëîêàëüíîé. 

Îíà èìååò âèä 

 ˆ

iξ

4

( ) *

=0 =1

= ( , ) ,
N

j
n ij n

n j

Q h x x
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

∑ ∑  

ãäå 

 
4

* * *

=1

( , ) = ( , ) ( , ) ( ) .ij sj is
X

s

h x x k x x k x x r dx′ ′ ′′ ′′ ′′σ∑∫  (9) 

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî f(x*) = 0 è Kf(x*) = 0, 

èìååì *
ˆ ( ).E x=ξ Φ  

Ýòà îöåíêà äàåò âîçìîæíîñòü ðàññ÷èòûâàòü èí-
òåíñèâíîñòü íåïîñðåäñòâåííî â çàäàííîé òî÷êå ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà x* [1]. 

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî èíòåãðàë â (9) áåðåòñÿ 
ïî ëó÷ó r′′(t) = r* – ω*t, t > 0. Ýòîò èíòåãðàë ìîæ-
íî îöåíèâàòü ïî îäíîìó ñëó÷àéíîìó óãëó ρ′′, êîòî-
ðûé âûáèðàåòñÿ ïîäõîäÿùèì ñïîñîáîì. Íàèáîëåå 
ïðîñòî ïîëàãàòü ρ′′ = r* – ω*l*, ãäå l* – ñëó÷àéíàÿ 
äëèíà ñâîáîäíîãî ïðîáåãà èç r* â íàïðàâëåíèè, îá-
ðàòíîì ω*. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àéíàÿ îöåíêà âå-
ëè÷èíû (9) ïîñëå ïåðåõîäà ïîä çíàêîì èíòåãðàëà  
ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ öåíòðîì r* ïðèíè-
ìàåò ñëåäóþùèé âèä: 

 ˆ

ijh

4

*
,

=1

( , ) = , ,
| |

s j

s

r
x x p r

r

′′ ′⎛ ⎞ρ −
′ ′ ′ω ×⎜ ⎟′′ ′ρ −⎝ ⎠

∑  

 
( )*

, 2

( ) ( )exp ( , )
, , .

| | | |
i s

q r q rr
p

r r

′ ′′ ′ ′′ρ −τ ρ′′ ′⎛ ⎞ρ −
′′× ω ρ⎜ ⎟′′ ′ ′′ ′ρ − ρ −⎝ ⎠

 (10) 

Åñëè òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü èíòåãðàë îò èíòåí-
ñèâíîñòè èçëó÷åíèÿ â òî÷êå r* ïî íåêîòîðîìó òå-
ëåñíîìó óãëó Ωd, òî â àëãîðèòìå äîáàâëÿåòñÿ ñëó-
÷àéíûé âûáîð ðàâíîìåðíîãî íàïðàâëåíèÿ ω* ∈ Ωd 
ïðè êàæäîì âû÷èñëåíèè âêëàäà, à ôóíêöèÿ-âêëàä 
ˆ

ijh  óìíîæàåòñÿ íà ⎢Ωd⎟. 

Íåñìåùåííîñòü òàêîé îöåíêè ˆξ  ïðîâåðÿåòñÿ 

ïîâòîðíûì îñðåäíåíèåì. Äèñïåðñèÿ åå òàêæå ìîæåò 

áûòü áåñêîíå÷íîé èç-çà ìíîæèòåëÿ 2| |r′′ ′ρ −  â çíà-

ìåíàòåëå. Â ýòîì ñëó÷àå îöåíêó îáû÷íî íåìíîãî 
ñìåùàþò, ââîäÿ ñïåöèàëüíóþ ε-îêðåñòíîñòü òî÷êè r′, 
â êîòîðîé åå ïîëàãàþò ðàâíîé íóëþ [1]. Êðîìå òîãî, 
îöåíêà (10) ìîæåò äàâàòü ïëîõèå ðåçóëüòàòû äëÿ 
ñðåä ñ ñèëüíî âûòÿíóòîé èíäèêàòðèñîé èç-çà íàëè÷èÿ 

äâóõ çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè â 
ˆ

.h  Àíàëîãè÷íîå çàìå-
÷àíèå, âïðî÷åì, ìîæíî ñäåëàòü è â îòíîøåíèè îáû÷-
íîé ëîêàëüíîé îöåíêè. Ïðè ýòîì âîçìîæíû ñèëüíî 

çàíèæåííûå îöåíêè ðåçóëüòàòà è äèñïåðñèè äëÿ çà-
äà÷, â êîòîðûõ ñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò «ôîòî-
íû», ðàññåèâàþùèåñÿ íàçàä è çàòåì èñïûòûâàþùèå 
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îäíî èëè íåñêîëüêî ðàññåÿíèé íà ïóòè ê ïðèåìíè-
êó. Âïðî÷åì, ýòè íåäîñòàòêè îñëàáåâàþò ïðè óâåëè-
÷åíèè îáúåìà ñòàòèñòè÷åñêîé âûáîðêè. 

 

4. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ* 
ýêñïîíåíöèàëüíîé âðåìåííóé 
àñèìïòîòèêè äëÿ áåñêîíå÷íîãî 

îäíîðîäíîãî èçîòðîïíîãî 
ïðîñòðàíñòâà 

 

Â ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîì èçîòðîïíîì ñëó-
÷àå ñëàãàåìîå ω∇Φ  â óðàâíåíèè ïåðåíîñà (1) îòñóò-
ñòâóåò, òàê êàê ( )ω ≡Φ Φ  è ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå (3) ïðèíèìàåò âèä 

 ( ) = .v Sλ λσ + λ Φ Φ  (11) 

 Ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ áëî÷íî-
äèàãîíàëüíîé è èìååò âèä (2). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 
ìàòðèöà ðàññåÿíèÿ íåïðåðûâíà ïî ω è, ñëåäîâàòåëü-
íî, îïåðàòîð S âïîëíå íåïðåðûâåí. 
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Ãëàâíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî λ* óðàâíå-
íèÿ (11) ðàâíî (–σcv). 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Îïåðàòîð S îñòàâëÿåò èí-
âàðèàíòíûì êîíóñ T íåïðåðûâíûõ ïî ω âåêòîð-ôóíê- 
öèé Ñòîêñà. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ 
ðàâåíñòâî SI0 = σsI0, ãäå I0 = (1, 0, 0, 0)T. Òàêèì îáðà-
çîì, çíà÷åíèå λ = λ*

 = (σs – σ)v = –σcv ÿâëÿåòñÿ õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì, ñîîòâåòñòâóþùèì «õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîìó ýëåìåíòó» I0, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âíóò-
ðåííèì äëÿ êîíóñà T. Ñëåäîâàòåëüíî, λ* = –σcv – 
ãëàâíîå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ÷èñëî [15]. 

Ðàññìîòðèì òåïåðü âîïðîñ î âðåìåííóé çàâèñè-
ìîñòè ôóíêöèè Φ  äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîãî 
ñëó÷àÿ. Åñëè σc = 0, òî ýòà àñèìïòîòèêà èìååò âèä 
CI0 âñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè è õîðî-
øî èçâåñòíîé âðåìåííóé äåïîëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ. 
Åñëè æå σc ≠ 0, òî ïðè 0 = ( ) ( ),tδ ωf f  èñïîëüçóÿ ìî-
äèôèêàöèþ ñòàíäàðòíîãî âåñîâîãî ìåòîäà ñòàòèñòè-
÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé «âåêòîðíîãî ôî-
òîíà» «áåç ïîãëîùåíèÿ», ò.å. ñ çàìåíîé σ → σs, 
σñ → 0, ïîëó÷àåì àñèìïòîòèêó 0e .

vtcC
−σ

I  Òàêèì îá-
ðàçîì, äëÿ ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíîãî ñëó÷àÿ ïî-
êàçàòåëü *

∞
λ  ýêñïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòèêè èíòåí-

ñèâíîñòè ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ 
ãëàâíûì õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì λ* = –σcv. Íà 
ïîëóáåñêîíå÷íûé ñëîé ýòî óòâåðæäåíèå ïåðåíîñèòñÿ 
ñ ïîìîùüþ ýâðèñòè÷åñêè î÷åâèäíîãî ñâîéñòâà íåïðå-
ðûâíîñòè âåëè÷èíû λ* êàê ôóíêöèè òîëùèíû ñëîÿ. 
Ýòî ñâîéñòâî ÷èñëåííî ïðîâåðåíî ïðåäñòàâëåííûìè 
â ðàçä. 8 ðàñ÷åòàìè. 

 

5. Îöåíêà ïàðàìåòðîâ âðåìåííóé 
àñèìïòîòèêè 

 

5.1. Çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ýêñïîíåíöèàëüíîé âðå-
ìåííóé àñèìïòîòèêè λ* ìîæíî âû÷èñëÿòü ñïåöèàëü-

íûì èòåðàöèîííûì ìåòîäîì [14, 16], ðåàëèçóþùèì 
èòåðàöèè ðåçîëüâåíòû äëÿ óðàâíåíèÿ (3): 

 
( 1)

*0
0( )

0

( )
= .lim

( )

m

m
m

mJ

J

−

λ

→∞
λ

λ
λ − λ

λ
 

Çäåñü λ0 – íåêîòîðîå íà÷àëüíîå çíà÷åíèå; Jλ – ïðî-
èçâîëüíûé ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë îò ïëîòíîñòè ïî-

òîêà ;λΦ  ( )
0( )m

Jλ λ  – m-êðàòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò Jλ 

ïî ïàðàìåòðó λ â òî÷êå λ = λ0. Íàèáîëåå ïîëíîå 

îáîñíîâàíèå ýòîãî ìåòîäà äëÿ âåêòîðíîãî ñëó÷àÿ äà-
íî â [16]. 

Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà âû÷èñëå-

íèÿ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ 
( )m

Jλ  ïðèìåíÿ-

ëîñü ìîäåëèðîâàíèå öåïè Ìàðêîâà «áåç ïîãëîùåíèÿ» 
è èñïîëüçîâàëàñü ìîäèôèêàöèÿ îöåíêè ïî ñòîëêíî-
âåíèÿì ξ(m) â ñîñòîÿíèè «ïîñëå ðàññåÿíèÿ» [10]. 
Âåñà â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì: 

 { }
4

,( ) ( )
0 1

11=1

= exp ( ) ;
2
i ji j

n n c n

j

p
Q l Q

r −

− λ + σ
π

∑  

 T

0 = (1,0,0,0) ,Q  
( )

( , ) ( )

0

= ( ) ,
m i

i m m in
n n nm

Q
Q L Q

∂
≡ −

∂λ
 

ãäå Ln – ïîëíàÿ äëèíà ïðîáåãà äî n-ãî ñòîëêíîâå-
íèÿ; ln – äëèíà n-ãî ïðîáåãà. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, 
÷òî v = 1. 

Â êà÷åñòâå âåêòîð-ôóíêöèè h, îïðåäåëÿþùåé 
âèä ðàññìàòðèâàåìîãî ôóíêöèîíàëà, èñïîëüçîâàëàñü 
ôóíêöèÿ h = (1, 0, 0, 0)T. Òàêèì îáðàçîì, ðàñ÷åòû 
ïðîâîäèëèñü äëÿ ôóíêöèîíàëà ( , ),

s
Jλ λ= σ hΦ  îïðå-

äåëÿþùåãî ÷èñëî ðàññåÿíèé äî ïîãëîùåíèÿ èëè âû-
ëåòà èç ñðåäû. 

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ðàçðàáîòàíà êîíêðåòíàÿ ðåà-
ëèçàöèÿ îáùåãî àëãîðèòìà ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ 
îöåíêè ãëàâíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà ñ èñïîëüçîâà-
íèåì èòåðàöèé Êåëëîãà èç ðàáîòû [17]. Îäíàêî ýòîò 
ìåòîä íå ïîçâîëÿåò íàõîäèòü ïàðàìåòð àñèìïòîòèêè 
α, è ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òàêæå ìåòîä, îñíîâàí-
íûé íà âû÷èñëåíèè ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ 
ïî âðåìåíè [14, 16]. 

5.2. Äàëåå ñôîðìóëèðîâàíà îöåíêà ïàðàìåòðîâ 

λ*
 è α âðåìåííóé àñèìïòîòèêè íà îñíîâå ïàðàìåòðè-

÷åñêèõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè. 
Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíûé ïðîöåññ ïåðåíîñà 

îò èñòî÷íèêà, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîëÿðèçîâàííîãî èç-
ëó÷åíèÿ, ïðè÷åì ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ èìå-
åò âèä 

 0( , , ) = ( , , ) ,r t f r tω ωF I  

ãäå I0 = (I0, Q0, U0, V0) = const. 
Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå 

 T( ) = ( , , ) ( , )

R

J t r t r drd

Ω

ω ω ω =∫∫ hϕ  

 0 0 0 0 0 0 0

0

= ( , , ) ( , , ) ,

t

R

f r J r t dr d d

Ω

ω τ ω − τ ω τ∫∫∫  

ãäå 
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 T

0 0 0 0 0 0( , , ) = ( , , ; , ) ( , ) ;

R

J r t r t r r drd

Ω

ω ω ω ω ω∫∫ hϕ  

0 0 0( ; , )x r ωϕ  – âåêòîðíàÿ ïëîòíîñòü ñòîëêíîâåíèé (ïî 
àðãóìåíòó )( , , )x r t= ω  îò îäíîãî ñòîëêíîâåíèÿ â òî÷-
êå 0 0( , ,0),r ω  ò.å. äëÿ ôóíêöèè èñòî÷íèêà 0( )r rδ − ×  

0 0( ) ( ) .t×δ ω − ω δ I  
Îáîçíà÷èì ÷åðåç 0 0( , )rη ω  îöåíêó ïî ñòîëêíîâå-

íèÿì äëÿ ôóíêöèîíàëà  

 (0) T
0 0 0 0 0

0

( , ) = ( , , ; , ) ( , ) .
h

R

J r r r r drd d

∞

Ω

ω ω τ ω ω ω τ∫∫∫ hϕ  

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ρ(Kp) < 1 èìååì 2|  | <E η +∞  
[7, 10]. 

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [16]: 
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Ïóñòü òî÷êà 0 0( , )r ω  ðàñïðåäåëåíà äëÿ 0 0t ≡  
ñ ïëîòíîñòüþ 1( , ),f r ω  ïðè÷åì ôóíêöèÿ 

( 1)( )n

tf x−

 àá-
ñîëþòíî íåïðåðûâíà ïî t âî âñÿêîì êîíå÷íîì èíòåð-
âàëå âðåìåíè  ( , )r R∀ ω ∈ × Ω  è ( )

1| ( ) | ( , )m

tf x Cf r≤ ω  
äëÿ ïî÷òè âñåõ x, = 0, , .m n…  Ïóñòü òàêæå 

2

1 1|  | ( )f E L Rη ∈ × Ω  è 0| ( ) |< < .J x C +∞  Òîãäà âûïîë-
íÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ ( ) ( )( ) = ,m m

tJ t Eξ  ãäå 

 
( )T

( ) 0 0

1 0 0=0

( , , )
= ( , ),

( , )

N m

m n

t n n n

n

r t t
Q r

f r

ω −
ξ ω

ω∑
F

h�  

ïðè÷åì ( )
< ,

m

tDξ +∞  åñëè ( ) < 1.pKρ  

Óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñî ñêà-
ëÿðíûì âàðèàíòîì, êîòîðûé èçó÷åí â [14]. 

Ðàññìîòðèì òåïåðü îöåíêó ïàðàìåòðà ýêñïî-
íåíöèàëüíîé âðåìåííóé àñèìïòîòèêè. Êàê óêàçàíî  
â ðàçä. 1, â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå ïðè âûïîëíåíèè äî-
âîëüíî îáùèõ óñëîâèé èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëü-
íàÿ àñèìïòîòèêà 

 
*

0( , , ) ( , )e ,tJ r t C r
λ

ω ω~  .t → +∞  (12) 

 Ýòè óñëîâèÿ, â ÷àñòíîñòè, èìåþò ìåñòî äëÿ îä-
íîñêîðîñòíîãî ïðîöåññà ïåðåíîñà â îãðàíè÷åííîé 

ñðåäå ñ ôóíêöèåé èñòî÷íèêà, äîñòàòî÷íî áûñòðî 

óáûâàþùåé ïî âðåìåíè [3]. Ïîýòîìó ìû ïðåäïîëà-
ãàåì, ÷òî åñëè 

  *

0

( , , )exp( ) < ,f r t t dt
∞

ω −λ +∞∫  ( , ),r∀ ω  

òî âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (12) è 

 
*

( ) = e 1 ( ) ,t
J t C t

λ + ε⎡ ⎤⎣ ⎦  ( ) 0,
t

t
→+∞

ε →  (13) 

òàê æå è äëÿ ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ. 
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ J′(t) îáëàäàåò 

àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì, ò.å. åñëè  

 *

0

( , , )exp( ) < ,f r t t dt
∞

′ ω −λ +∞∫  ( , ),r∀ ω  

òî 

 
*

*

1( ) = e 1 ( ) ,t
J t C t

λ′ λ + ε⎡ ⎤⎣ ⎦  1( ) 0.
t

t
→+∞

ε →  (14) 

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (13) è (14) J′(t)/J(t) äëÿ 
äîñòàòî÷íî áîëüøîãî çíà÷åíèÿ t äàåò îöåíêó âðå-
ìåííóé êîíñòàíòû λ*. 

Ïðè ðåàëèçàöèè îñíîâàííûõ íà äàííîì ìåòîäå 
àëãîðèòìîâ ðàññìàòðèâàëèñü ñëåäóþùèå âàðèàíòû âðå- 

ìåíí ′ûõ ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ èñòî÷íèêà âèäà 

1 0( , , ) = ( , ) ( )r t f r f tω ωF I : 

a) 22

1( ) = e ,c tf t c t −  0;t >  á) 2
1( ) = e ,c tf t c t −  0;t >  

â) 1 2( ) = (1 ),f t c t c t−  20 1 .t c≤ ≤  

Îöåíêè ôóíêöèîíàëîâ J(t), J′(t), ñîãëàñíî óò-
âåðæäåíèþ 2, èìåþò ïðè ýòîì âèä 

 

T

=0

T

=0

( ) = ( ) ( , ),

( ) = ( ) ( , ).

N

n n n n

n

N

n n n n

n

J t E f t Q h r

J t E f t Q h r

− τ ω

′ ′ − τ ω

∑

∑

 (15) 

Â ðàáîòå [18] äëÿ ôèíèòíîé ôóíêöèè (ï. «à») 
ïðåäëîæåí ñïåöèàëüíûé àëãîðèòì àíàëèòè÷åñêîãî 
îñðåäíåíèÿ, óëó÷øàþùèé àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè. 
Â ýòîì ñëó÷àå â ðàâåíñòâàõ (15) ôóíêöèè f è f′ çà-
ìåíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñðåäíåèíòåãðàëüíûìè 
íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (t – a, t + à) çíà÷åíèÿìè F 
è F′: 

 F(t – τn ) = ( )

t a

n

t a

f t dt

+

−

′ ′− τ∫ . 

Äëÿ óòî÷íåíèÿ ïîâåäåíèÿ àñèìïòîòèêè èçëó÷å-
íèÿ â ïîëóáåñêîíå÷íîì ñëîå ïî àíàëîãèè ñî ñêàëÿð-
íûì âàðèàíòîì çàäà÷è ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ôóíê-
öèîíàëà J(t) ïðè t → ∞ èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå àñèì-

ïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå: ( ) e ,cvtJ t t
−α −σ

~  α > 0 (ñì., 

íàïðèìåð, [5]). Îòñþäà ôîðìàëüíî ïîëó÷àåì ñîîò-
íîøåíèå 

 ( )
( )

ln ( ) ,
( )

c

J t
J t v

J t t

′ α′⎡ ⎤ = − − σ⎣ ⎦ ~  1,t �  (16) 

êîòîðîå äàåò âîçìîæíîñòü ïðèáëèæåííî âû÷èñëÿòü 
ïàðàìåòð α ïî ôîðìóëå ( )

c
v tα ≈ − λ + σ , ãäå λ = 

( ) ( ) t tJ t J t E E′ ′= = ξ ξ  – ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå λ*, 

âû÷èñëåííîå â ìîìåíò âðåìåíè t. Â [18] äàíî îáîñ-
íîâàíèå îöåíêè (16) äëÿ ôèíèòíîé âðåìåííóé ïëîò-
íîñòè (ï. «â») è åå ñðåäíåèíòåãðàëüíîãî âàðèàíòà. 
 

6. Îáùèé àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ 
òðàåêòîðèé 

 

Ïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé «âåêòîðíîãî 

ôîòîíà» ñ ó÷åòîì âåñà ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ. 
  1) Ìîäåëèðóåì íà÷àëüíûå òî÷êó r0 è íàïðàâëå-
íèå äâèæåíèÿ «ôîòîíà» ω0 = (a0, b0, c0) â ñîîòâåòñò-
âèè ñ çàäàííûì (âûáðàííûì) èñòî÷íèêîì èçëó÷åíèÿ. 



 

 Îöåíêà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî ïàðàìåòðîâ àñèìïòîòèêè ïîìåõè îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè 745 
 

  Òàê, äëÿ îöåíêè λ* â ïëîñêîì ñëîå ðàññìàòðè-
âàåòñÿ èçîòðîïíûé èñòî÷íèê, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäå-
ëåííûé âäîëü îñè Z â ñëîå òîëùèíîé d. Ôîðìóëû 
ìîäåëèðîâàíèÿ ïðè ýòîì âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: 

0 1= (0,0, );r dα  0 = ;a µ   

2

0 = 1 cos ;b − μ ϕ
 

2

0 = 1 sin ,c − μ ϕ  

ãäå 

 2= 1 2 ;μ − α  3= 2 .ϕ πα  

Çäåñü è äàëåå αi – íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå â èíòåðâàëå (0, 1). 
  2) «Ðàçûãðûâàåì» äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà l. 
  Ïðè èñïîëüçîâàíèè âåñîâîé ìîäèôèêàöèè ìîäå-
ëèðîâàíèÿ «áåç âûëåòà» ìîäåëèðóåì l ïî ôîðìóëå 
 

 ( )0
1= –ln 1 (1 e ) ,l

−τ

− α − σ  

ãäå τ0 – îïòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå îò íà÷àëà ïðîáåãà 
äî ãðàíèöû ñðåäû. 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè âåñîâîé ìîäèôèêàöèè ìîäå-
ëèðîâàíèÿ «áåç âûëåòà» è «áåç ïîãëîùåíèÿ» ìîäåëè-
ðóåì l ïî ôîðìóëå 

 ( )0
1= –ln 1 (1 e ) ,s

s
l

−τ

− α − σ  

ãäå τs0 – îïòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå «ïî ðàññåÿíèþ» îò 
íà÷àëà ïðîáåãà äî ãðàíèöû ñðåäû. 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè âåñîâîé ìîäèôèêàöèè ìîäå-
ëèðîâàíèÿ «áåç ïîãëîùåíèÿ» ìîäåëèðóåì l ïî ôîð-
ìóëå 1= –ln( ) .

s
l α σ  

3) Âû÷èñëÿåì êîîðäèíàòû ñëåäóþùåé òî÷êè 

ñòîëêíîâåíèÿ 1 1=
n n n
r r l

− −

+ ω  è íîâîå âðåìÿ «ôîòîíà» 

1= ,
n n
t t l v

−

+  t0 = 0. 

4) Åñëè áûë âîçìîæåí âûëåò èç ñðåäû, òî ïðî-
âåðÿåì è â òàêîì ñëó÷àå îáðûâàåì òðàåêòîðèþ ÷àñ-
òèöû. 

5) Ïåðåñ÷èòûâàåì âåñ Qn â çàâèñèìîñòè îò ñïî-
ñîáà ìîäåëèðîâàíèÿ äëèíû ïðîáåãà. Òàê, ïðè ìîäå-
ëèðîâàíèè «áåç âûëåòà» âåñ ïðåîáðàçóåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå 

0= (1 e ),
n n

Q Q −τ

′ −  ïðè ìîäåëèðîâàíèè «áåç ïî-

ãëîùåíèÿ» = e .
cl

n nQ Q −σ

′  

6) Âû÷èñëÿåì âêëàäû â èñêîìûå ôóíêöèîíàëû. 
  7) Ìîäåëèðóåì çíà÷åíèå êîñèíóñà óãëà ðàññåÿ-
íèÿ μ ñîîòâåòñòâåííî èíäèêàòðèñå ðàññåÿíèÿ r11(μ). 
Äëÿ ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ, ò.å. äëÿ 

 2

11

3
( ) = (1 ),

8
r µ + µ  

ýòî îñóùåñòâëÿåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûì ìåòîäîì ñó-
ïåðïîçèöèè [1], äëÿ àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ èñïîëü-
çóåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ íåïðåðûâíàÿ èíäèêàòðèñà 
r11 è ìîäåëèðîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ìåòîäîì îáðàò-
íîé ôóíêöèè [19]. 

8) Ïåðåñ÷èòûâàåì êîîðäèíàòû an, bn, cn íàïðàâ-
ëåíèÿ ïðîáåãà ωn ïî èçâåñòíûì ôîðìóëàì [1], èñ-
ïîëüçóÿ çíà÷åíèå μ è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå  
â (0, 2π) çíà÷åíèå àçèìóòàëüíîãî óãëà ϕ. Àçèìóòàëü-
íûé óãîë ϕ ðàâåí óãëó ìåæäó ïëîñêîñòÿìè ω′, s  

è ω, ω′, îòñ÷èòûâàåòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, åñëè 
ñìîòðåòü ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ ïàäàþùåãî ëó÷à ω′,  
è, òàêèì îáðàçîì, ðàâåí óãëó i1, êîòîðûé èñïîëüçó-
åòñÿ ïðè ïåðåñ÷åòå âåêòîðà Ñòîêñà (ñì. ðàçä. 1). 
  9) Âû÷èñëÿåì ýëåìåíòû ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ 

1( , , )
n n n

P r
−

ω ω  äëÿ ðåàëèçîâàííîãî çíà÷åíèÿ ωn. 

10) Ïåðåñ÷èòûâàåì âåêòîðíûé âåñ 

 1 11= ( , , ) 2 ( ).
n n n n n

Q P r Q r
−

′ω ω π μ  

11) Äåéñòâóåì â ñîîòâåòñòâèè ñ ï. 2 è òàê äàëåå, 
ïîêà òðàåêòîðèÿ íå îáîðâåòñÿ.  

Ïîñëå ðåàëèçàöèè N òðàåêòîðèé íàõîäèì ñðåäíå-

àðèôìåòè÷åñêèå 
( )

=1

1
=

N

i

N

i

E
N

ξ ξ∑  ïîëó÷åííûõ â ï. 6 

îöåíîê, à òàêæå èõ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå ïîãðåøíîñòè. 
  Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåííîé îöåíêè 1 2( , ) =g J J  

1 2= ,J J  ãäå = ,i iJ Eξ  èñïîëüçóåì âûðàæåíèå gN = 

2 1= .N NE Eξ ξ  Îöåíêà îòíîñèòåëüíîãî ñðåäíåêâàäðà-

òè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ Nσ�  àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðå-

äåëåíèÿ gN èìååò âèä [9]: 

 
( ) ( )

1 2

1

2 2

12 1

1
=N N

NN N

Dg D

N EE E

⎡ ⎤ ⎛ ξ
⎜⎢ ⎥ −
⎜ ξ⎢ ξ ξ ⎥ ⎝⎣ ⎦

 

 
( )

( )

1 2

1 2 2

2 12

1 2 2

cov ( , )
2 = ,N N

N

N N N

D

E E E

⎞ξ ξ ξ
⎟− + σ ξ ξ
⎟ξ ξ ξ ⎠

�   (17) 

ãäå DN, covN – ñòàòèñòè÷åñêèå äèñïåðñèÿ è êîâà-
ðèàöèÿ. 

Çàìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû âðåìåííóé àñèìïòîòèêè 

îöåíèâàþòñÿ îòíîøåíèåì äâóõ âû÷èñëÿåìûõ ôóíê-
öèîíàëîâ êàê ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà èòåðàöèé 

ðåçîëüâåíòû, à òàêæå ìåòîäà ïàðàìåòðè÷åñêîãî äèô-
ôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè. Ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèå 
îòêëîíåíèÿ ïîëó÷åííûõ îöåíîê âû÷èñëÿþòñÿ ïî 

ôîðìóëå (17). 
 

7. Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ  

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòè÷åñêîãî 

çîíäèðîâàíèÿ 
  
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíêè ïîìåõè îáðàòíîãî 

ðàññåÿíèÿ, êîòîðàÿ âîçíèêàåò â ñâÿçè ñ èñïîëüçîâà-
íèåì èìïóëüñíûõ ñèãíàëîâ îò îïòè÷åñêèõ êâàíòîâûõ 
ãåíåðàòîðîâ â ñèñòåìàõ ëîêàöèè, ïåðåäà÷è èíôîðìà-
öèè è äëÿ èçó÷åíèÿ ñòðóêòóðû àòìîñôåðû è îêåàíà. 
  Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ïî ñðàâíåíèþ 
ñ äðóãèìè ñîñòîèò â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ 
ðàññåÿííîãî èçëó÷åíèÿ â óçêîíàïðàâëåííûé ïðèåì-
íèê ìàëà, ïîýòîìó â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû àïåð-
òóðû ïðèåìíèêà áóäåì èñïîëüçîâàòü ëèáî ëîêàëüíóþ 
îöåíêó, ëèáî äâîéíóþ ëîêàëüíóþ îöåíêó, à òàêæå  
èõ êîìáèíàöèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé èñêîìûõ 

ôóíêöèîíàëîâ. 
Ïóñòü â òî÷êå rs íàõîäèòñÿ èñòî÷íèê, èçëó÷àþ-

ùèé â íàïðàâëåíèè ωs = (as, bs, cs), óãîë åãî ïîëó-
àïåðòóðû γs, à â òî÷êå rd – ïðèåìíèê, ïðèíèìàþùèé 

2. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 9. 
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èçëó÷åíèå â íàïðàâëåíèè ωd = (ad, bd, cd), óãîë åãî 
ïîëóàïåðòóðû γd. 

Ïðîöåññ ìîäåëèðîâàíèÿ òðàåêòîðèé «âåêòîðíîãî 

ôîòîíà» ñ èñïîëüçîâàíèåì ëîêàëüíûõ îöåíîê â öåëîì 

ñîîòâåòñòâóåò îáùåìó àëãîðèòìó (ñì. ðàçä. 6). Îïè-
øåì ýòîò ïðîöåññ ñ èñïîëüçîâàíèåì êîìáèíàöèè 
ëîêàëüíîé è äâîéíîé ëîêàëüíîé îöåíîê. 

1) Íàïðàâëåíèå ω0 = (a0, b0, c0) âûëåòà «ôîòî-
íà» èç èñòî÷íèêà ìîäåëèðóåì ïî èçâåñòíûì ôîðìó-
ëàì ðàâíîìåðíî â òåëåñíîì óãëå Ωs ñ ïîëóàïåðòóðîé 
γs: μ = 1 – α1(1 – cosγs), ϕ = 2πα2, ãäå μ = (ωs, ω0); ϕ – 

àçèìóòàëüíûé óãîë. Òåëåñíûé óãîë 2 (1 cos ).
s s

Ω = π − γ  
  2–5) Ìîäåëèðóåì äëèíó ñâîáîäíîãî ïðîáåãà, 
íàõîäèì íîâóþ òî÷êó ñòîëêíîâåíèÿ rn, ïðîâåðÿåì 
âûëåò èç ñðåäû è ïåðåñ÷èòûâàåì âåñ Qn. 

6) Âû÷èñëÿåì íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ω* îò äå-

òåêòîðà rd äî òî÷êè rn: 
*

= .n nd dr r r rω − −  

Åñëè (ω*, ωd) < cosγd, òî òî÷êà ñòîëêíîâåíèÿ rn 
íàõîäèòñÿ âíå ïîëÿ çðåíèÿ äåòåêòîðà è â ýòîì ñëó-
÷àå âû÷èñëÿåì âêëàä â ôóíêöèîíàë ñ ïîìîùüþ äâîé-
íîé ëîêàëüíîé îöåíêè 

ˆ

.ξ  Èíà÷å (òî÷êà rn «âèäèìà») 
åñòü äâà âàðèàíòà: åñëè â ïðåäûäóùåé òî÷êå rn–1 
âû÷èñëÿëàñü äâîéíàÿ ëîêàëüíàÿ îöåíêà, òî âêëàä 
íå äåëàåòñÿ, åñëè â rn–1 âêëàä íå äåëàëñÿ èëè â rn–1 
âû÷èñëÿëàñü ëîêàëüíàÿ îöåíêà ,

�ξ  òî äåëàåì âêëàä 
îöåíêîé .�ξ  

7–11) Ýòè ïóíêòû ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò 

ïï. 7–11 ðàçä. 6. 
 

8. Ðåøåíèå ìîäåëüíûõ çàäà÷ 
 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ  
â ñðåäå, êîýôôèöèåíòû ðàññåÿíèÿ è ïîãëîùåíèÿ êî-
òîðûõ çàäàíû: σs = 0,9 êì–1, σñ = 0,1 êì–1, σ = 1 êì–1. 
Ïðîñòðàíñòâåííûå êîîðäèíàòû èìåþò ðàçìåðíîñòü êì. 
  Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü èçâåñòíàÿ ìàòðèöà 

ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ è ìàòðèöà àýðîçîëüíîãî 

ðàññåÿíèÿ, ðàññ÷èòàííàÿ ïî òåîðèè Ìè äëÿ ñëåäóþ-
ùèõ ïàðàìåòðîâ ñðåäû: êîýôôèöèåíò ïðåëîìëåíèÿ 

÷àñòèö n = 1,331 – i ⋅ 1,3 ⋅ 10–4 (âîäà), ðàñïðåäåëåíèå 
÷àñòèö ïî ðàçìåðàì ëîãíîðìàëüíî ñ ôóíêöèåé ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ 

 2

2

1 1
( ) = exp ,ln

2 gg

r
f r

r r

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜− ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟σ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 r ∈ (0,10 ìêì), 

 = 0,12gr  ìêì, = 0,5,gσ  

äëèíà âîëíû èçëó÷åíèÿ 0,65 ìêì. 
8.1. Äàëåå ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå îöåíêè ïàðà-

ìåòðà λ* ýêñïîíåíöèàëüíîé âðåìåííóé àñèìïòîòèêè 
äëÿ ïëîñêèõ ñëîåâ ðàçëè÷íûõ îïòè÷åñêèõ òîëùèí 
τ = Íσ, ãäå Í – âûñîòà ñëîÿ. 

Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ïåðåíîñà áûëî ðåàëè-
çîâàíî â äâóõ ïëîñêèõ ñëîÿõ: H = 1 è 5 êì îò ðàâ-
íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ ïî òîëùèíå ñëîÿ èçîòðîï-
íûõ èñòî÷íèêîâ. Ïðè ýòîì áûëî ó÷òåíî, ÷òî çíà÷å-
íèå λ*

 íå çàâèñèò îò òèïà èñòî÷íèêà [3]. 
Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûé 

ãåíåðàòîð ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñ ïàðàìåòðàìè 

M = 517 è r = 40 [1]. 

Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà, îñíî-

âàííîãî íà ïàðàìåòðè÷åñêèõ âðåìåíí ′ûõ ïðîèçâîä-
íûõ, èñïîëüçîâàëàñü ôóíêöèÿ èñòî÷íèêà âèäà 

2
1( ) = e c tf t c t −  ïðè t > 0. 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïàðàìåòðà ýêñïîíåíöèàëüíîé 
âðåìåííóé àñèìïòîòèêè ñ ó÷åòîì è áåç ó÷åòà ïîëÿ-
ðèçàöèè äâóìÿ îïèñàííûìè ìåòîäàìè (ñì. ðàçä. 5) 
ïðèâåäåíû â òàáë. 1 è 2. 

 

Ò à á ë è ö à  1  

Ïàðàìåòð λ* äëÿ τ = 5, âû÷èñëåííûé ìåòîäîì èòåðàöèé 
ðåçîëüâåíòû ïðè λ0 = 0 è ìåòîäîì ïàðàìåòðè÷åñêèõ  
âðåìåíí ′ûõ ïðîèçâîäíûõ (ìîëåêóëÿðíîå ðàññåÿíèå) 

Ìåòîä 
Áåç ó÷åòà  

ïîëÿðèçàöèè 
Ñ ó÷åòîì  

ïîëÿðèçàöèè 

mJ
(m–1)/J

(m), 
m = 5 

 
–0,1854449 ± 0,0000023 

 
–0,18424 ± 0,00010

J t
′

 /J, t = 21 –0,1854017 ± 0,0001060 –0,18427 ± 0,00048

 
Ò à á ë è ö à  2  

Ïàðàìåòð λ* äëÿ τ = 1, âû÷èñëåííûé ìåòîäîì  

ïàðàìåòðè÷åñêèõ âðåìåíí ′ûõ ïðîèçâîäíûõ ïðè t = 26 

Òèï ðàññåÿíèÿ 
Áåç ó÷åòà  

ïîëÿðèçàöèè 
Ñ ó÷åòîì  

ïîëÿðèçàöèè 

Ìîëåêóëÿðíîå –0,6765 ± 0,0011 –0,6285 ± 0,0037

Àýðîçîëüíîå –0,6112 ± 0,0017 –0,6052 ± 0,0017

 
Ñêîðîñòü ñâåòà v â ðàñ÷åòàõ ïðèíèìàëàñü ðàâ-

íîé 1. Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ïàðàìåòðà λ* ê ôèçè÷åñêîé 
ðàçìåðíîñòè (íàïðèìåð, µs–1) ïðèâåäåííûå â òàá-
ëèöå çíà÷åíèÿ íàäî óìíîæèòü íà ôèçè÷åñêóþ ñêî-
ðîñòü ñâåòà, âûðàæåííóþ â êì íà åäèíèöó âðåìåíè 
(íàïðèìåð, íà v = 0,3 êì/µs). Âðåìÿ t, ïðèâåäåííîå 
â òàáëèöàõ, ïåðåñ÷èòûâàåòñÿ â ôèçè÷åñêóþ ðàçìåð-
íîñòü äåëåíèåì íà v. 

Ïðè τ = 5 ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ðýëååâñêîé 
ìàòðèöû ðàññåÿíèÿ è ÷èñëà òðàåêòîðèé N = 7 ⋅ 109. 

Ïðè τ = 1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà âðåìåíí ′ûõ ïðî-
èçâîäíûõ äëÿ ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ ÷èñëî òðà-
åêòîðèé N = 1,35 ⋅ 109, äëÿ àýðîçîëüíîãî ðàññåÿíèÿ 
N = 8,2 ⋅ 108. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ* ýêñïîíåíöè-
àëüíîé âðåìåííóé àñèìïòîòèêè, ïîëó÷åííûå ðàçíû-
ìè ìåòîäàìè, ñîâïàäàþò â ïðåäåëàõ ñòàòèñòè÷åñêîé 
ïîãðåøíîñòè (ñì. òàáë. 1). 

Îòìåòèì, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ ñêà-
ëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ñëó÷àåâ ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçî-
âàíèåì îäíèõ è òåõ æå àíñàìáëåé òðàåêòîðèé è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ñèëüíî çàâèñèìû. Ñ ó÷åòîì ýòîãî îáñòîÿ-
òåëüñòâà ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ïàðà- 
ìåòðîâ âðåìåííóé àñèìïòîòèêè ðàçëè÷àþòñÿ äëÿ 
ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ñëó÷àåâ, ò.å. äåïîëÿðèçàöèÿ 

ïîòîêà ÷àñòèö íåñêîëüêî çàïàçäûâàåò îòíîñèòåëüíî 

ïåðåõîäà ê àñèìïòîòèêå; îñîáåííî ñóùåñòâåííûì ÿâ-
ëÿåòñÿ ýòîò ýôôåêò äëÿ ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ. 
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìåòîä èòåðàöèé ðåçîëüâåíòû 
áîëåå òî÷åí. 

Ïîëó÷åííûå äëÿ ìîëåêóëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ îöåí-
êè 

*

V(1) –0,628,λ ≈  
*

V(5) –0,184λ ≈  ïîäòâåðæäàþò ãè-

ïîòåçó, ÷òî 
* *

V( ) ,
∞

λ τ → λ  âñëåäñòâèå êîòîðîé 
* *

V =
∞

λ λ   
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è äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà (ýòî áûëî ïðîâåðåíî ðàñ÷åòà-

ìè). Íàïîìíèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå 
* = – = –0,1.

c∞
λ σ  

  Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî, êàê 
è â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, âðåìåííáÿ ýêñïîíåíöèàëüíàÿ 
àñèìïòîòèêà ïåðâîé êîìïîíåíòû âåêòîðíîãî ïîòîêà 
ïîëÿðèçîâàííîãî èçëó÷åíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ãëàâíûì 
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ÷èñëîì ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíî-
ðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà. Ñëåäîâàòåëüíî, àíàëî-
ãè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòèêè è îñòàëüíûõ âåêòîð-
íûõ êîìïîíåíò. Ïðîâåäåííûå äîïîëíèòåëüíûå ðàñ-
÷åòû ïîäòâåðæäàþò ýòî. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìîëåêó- 
ëÿðíîãî ðàññåÿíèÿ ìåòîäîì ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïðî-
èçâîäíûõ ïî âðåìåíè ïðè h = (0, 1, 0, 0)T ïîëó÷åíî 
λ*(1) = –0,6260 ± 0,0063, à äëÿ àýðîçîëüíîãî ðàññåÿ-
íèÿ λ*(1) = –0,5808 ± 0,0089, êîòîðûå ñîãëàñóþòñÿ 
ñî çíà÷åíèÿìè, ïðèâåäåííûìè â òàáë. 2, âû÷èñëåí-
íûìè ïðè h = (1, 0, 0, 0)T. 

8.2. Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ âû÷èñëåíèå ïàðà-
ìåòðà α âðåìåííóé àñèìïòîòèêè èíòåíñèâíîñòè îò-
ðàæåííîãî ïîëóáåñêîíå÷íîé ñðåäîé ñâåòà â çàäà÷àõ 
îïòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì, 
êàê óêàçàíî â ðàçä. 1, λ* = –σcv. 

Ïóñòü ðàññåèâàþùàÿ è ïîãëîùàþùàÿ èçëó÷åíèå 
ñðåäà çàïîëíÿåò ïîëóïðîñòðàíñòâî y > 0. Èñòî÷íèê 
èçëó÷åíèÿ íàõîäèòñÿ çà ïðåäåëàìè ñðåäû â òî÷êå 
rs = (0, –1, 0), íàïðàâëåíèå èçëó÷åíèÿ ωs = (0, 1, 0). 
Ïðèåìíèê èçëó÷åíèÿ íàõîäèòñÿ â òîé æå òî÷êå 
rd = (0, –1, 0), ωd = (0, 1, 0). 

Àëãîðèòì ìîäåëèðîâàíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ 

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòè÷åñêîãî çîíäèðîâàíèÿ îïèñàí 
â ðàçä. 7. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ äâóõ çíà÷åíèé 
àïåðòóð ïðèåìíèêà γd: 0,5 è 90°, àïåðòóðà èñòî÷íè-
êà γs = 0,5°. 

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ λ* è α âðåìåííóé 
àñèìïòîòèêè ïîòîêà ïðèõîäÿùåãî â äåòåêòîð ðàññå-
ÿííîãî èçëó÷åíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä, îñíîâàííûé 

íà ïàðàìåòðè÷åñêèõ âðåìåíí ′ûõ ïðîèçâîäíûõ îò ñïå-
öèàëüíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîãî 
óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà ñ ïîëÿðèçàöèåé (ñì. ïîä-
ðàçä. 5.2). 

Â êà÷åñòâå âðåìåííóé ÷àñòè èñòî÷íèêà èçëó÷å-
íèÿ ðàññìàòðèâàëàñü ôèíèòíàÿ ôóíêöèÿ f(t) = 

1 2= (1 ),c t c t−  20 1 .t c≤ ≤  Â ðàñ÷åòàõ èñïîëüçîâàëèñü 

êîìáèíàöèÿ ëîêàëüíîé è äâîéíîé ëîêàëüíîé îöåíîê 
(ñì. ðàçä. 7) è àíàëèòè÷åñêîå îñðåäíåíèå F, ïðèâå-
äåííîå â [18]. 

Îöåíêè ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî äëÿ âû÷èñëåíèÿ 

ëîêàëüíûõ ïîòîêîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ 
( )( , ),m

dr tΦ  ïðî-

èíòåãðèðîâàííûõ ïî òåëåñíîìó óãëó ïðèåìíèêà, èìå-
þò çäåñü âèä (ñì. ðàçä. 3): 

a) ëîêàëüíàÿ îöåíêà: 

 
4

( ) ( ) ( )
1,

=0 =1

( ) = ( ) ( , ),
N

m m j
i n n ij n d

n j

t f t Q l x rξ − τ∑ ∑�  

á) äâîéíàÿ ëîêàëüíàÿ îöåíêà: 

 ˆ

iξ

4
( ) ( ) ( )

2,

=0 =1

( ) = ( )

N
m m j

n nd

n j

t f t QΩ − τ∑ ∑ €
ijh ( , ),n dx r  

ãäå 

 1, ,n n n dt r r vτ = + −  

 ( )2, ;n n n dt r r v′′ ′′τ = + − ρ + ρ −  

 1

1

;

n

n i i

i

t r r v
−

=

= −∑  0 ;
s

r r=  2 (1– cos ).d dΩ = π γ  

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ìíîãîïðîöåññîðíîé 
ñèñòåìå ÍÊÑ-160 (ÑÑÊÖ) [20] ïî òåõíîëîãèè MPI. 
×èñëî ðåàëèçîâàííûõ òðàåêòîðèé ñ èñïîëüçîâàíèåì 
40 ïðîöåññîðîâ ñîñòàâèëî N = 1010. 

Â âû÷èñëåíèÿõ ïðèìåíÿëèñü äâà ãåíåðàòîðà ïñåâ-
äîñëó÷àéíûõ ÷èñåë: êîíãðóýíòíûé ãåíåðàòîð ñ ïàðà-
ìåòðàìè M = 5100109

 (mod 2128) è r = 128 [21] è ãåíå-
ðàòîð MT2203 èç áèáëèîòåêè Intel MKL [22]. Ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçíûõ ãåíåðà- 
òîðîâ ïñåâäîñëó÷àéíûõ ÷èñåë ñòàòèñòè÷åñêè íå îò-
ëè÷àþòñÿ. 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïàðàìåòðà α âðåìåííóé àñèì-
ïòîòèêè ïðè γd = 90° ïðèâåäåíû â òàáë. 3. 

 

Ò à á ë è ö à  3  

Ïàðàìåòð α îñâåùåííîñòè òî÷å÷íîãî ïðèåìíèêà,  
âû÷èñëåííûé ìåòîäîì ïàðàìåòðè÷åñêèõ âðåìåííûõ  

ïðîèçâîäíûõ (àýðîçîëüíîå ðàññåÿíèå) 

t Áåç ó÷åòà ïîëÿðèçàöèè Ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè 

21 –2,1788 ± 0,0057 –2,2025 ± 0,0059 

41 –2,340 ± 0,023 –2,346 ± 0,025 

61 –2,503 ± 0,054 –2,534 ± 0,065 

81 –2,46 ± 0,10 –2,43 ± 0,14 

 

Îíè ñîãëàñóþòñÿ ñ àñèìïòîòè÷åñêîé ôîðìóëîé 
–5 2

1( , , ) ( , ) exp(– ),
c

r t C r t vtΦ ω ω σ∼  ïîëó÷åííîé äëÿ ðàñ- 

ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è â äèôôóçèîííîì ïðèáëèæåíèè 
â ðàáîòå [4]. Èç òàáë. 3 òàêæå âèäíî, ÷òî âû÷èñëåí-
íûå çíà÷åíèÿ α äëÿ âåêòîðíîãî è ñêàëÿðíîãî âàðè-
àíòîâ ñòàòèñòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ. 

Îòìåòèì, ÷òî, êàê è â ðàçä. 8.1, äëÿ ïðèâåäå-
íèÿ âðåìåíè t èç òàáë. 3 ê ôèçè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè 
íàäî çíà÷åíèÿ t ðàçäåëèòü íà v â ñîîòâåòñòâóþùåé 
ðàçìåðíîñòè. Ïàðàìåòð α ÿâëÿåòñÿ áåçðàçìåðíûì. 
  Äëÿ àïåðòóðû γd = 0,5° ïðîâåäåííûå íà íàñòîÿ-
ùèé ìîìåíò ðàñ÷åòû â ñðåäå ñ àýðîçîëüíûì ðàññåÿíè-
åì äàþò îñíîâàíèå ïîëàãàòü, ÷òî ïàðàìåòð α = –2,8, 
îäíàêî ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêàÿ ïîãðåøíîñòü äàííîé 
îöåíêè âåëèêà è ñîñòàâëÿåò áîëåå 36% äëÿ âðåìåíè 
t > 50. 

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [18] íàìè 
âû÷èñëåí ïàðàìåòð α àñèìïòîòèêè èíòåãðàëüíîé îñ-
âåùåííîñòè ãðàíèöû ïîëóïðîñòðàíñòâà îò òî÷å÷íîãî 

ìîíîíàïðàâëåííîãî èñòî÷íèêà (γs = 0) ñ ó÷åòîì ïî-
ëÿðèçàöèè èçëó÷åíèÿ. Îïðåäåëåííûå â ðàñ÷åòàõ 
çíà÷åíèÿ ñîãëàñóþòñÿ ñ èçâåñòíîé àñèìïòîòèêîé 
–3 2 exp(– ),

c
t vtσ  ïîëó÷åííîé â ðàáîòå [5] äëÿ ñêà-

ëÿðíîé çàäà÷è àíàëèòè÷åñêèìè âûêëàäêàìè, è òàê-
æå ñòàòèñòè÷åñêè íå îòëè÷àþòñÿ äëÿ âåêòîðíîãî  
è ñêàëÿðíîãî âàðèàíòîâ. 

2.* 
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Çàêëþ÷åíèå 
 

Â äàííîé ñòàòüå äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ðàçðàáîòàí-
íûìè àâòîðàìè ìåòîäàìè ñ ïîìîùüþ ïðåöèçèîííûõ 
ðàñ÷åòîâ ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ îãðàíè÷åííûõ ñðåä (â òîì 
÷èñëå ïëîñêèõ ñëîåâ) çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ýêñïî-
íåíöèàëüíîé âðåìåííóé àñèìïòîòèêè èíòåíñèâíîñòè 
èçëó÷åíèÿ ñ ó÷åòîì ïîëÿðèçàöèè è áåç åå ó÷åòà íå 
ñîâïàäàþò, ò.å. äåïîëÿðèçàöèÿ ïîòîêà ÷àñòèö íå-
ñêîëüêî çàïàçäûâàåò îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê àñèì-
ïòîòèêå. Äëÿ çàäà÷ ëàçåðíîãî çîíäèðîâàíèÿ ïîëó-
áåñêîíå÷íîé ñðåäû îïðåäåëåíû ïàðàìåòðû ñòåïåííîé 

ñîñòàâëÿþùåé ýêñïîíåíöèàëüíîé àñèìïòîòèêè ïðè-
íèìàåìîãî èçëó÷åíèÿ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îêàçàëèñü 
íå çàâèñÿùèìè îò ó÷åòà èëè íåó÷åòà ïîëÿðèçàöèè 

èçëó÷åíèÿ â ñðåäå. 
 Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðî-

åêò ¹ 09-01-0035à. 
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G.A. Mikhailov, N.V. Tracheva, S.A. Ukhinov. Evaluation of the asymptotics parameters of backscat-
tering noise by the Monte Carlo method with allowance for polarization. 

The problem on estimation of the parameters of time asymptotics of the polarized radiation flow outgoing 
from half-infinite layer of scattering and absorbing media at illumination by an external directional source is 
explored. The computations performed on a multiprocessing cluster have shown that in this case polarization 
does not influence the asymptotics parameters of the reflected radiation determining “backscattering noise” in 
optical sounding. For bounded media the asymptotics parameters of polarized and not polarized radiation differ 
depending on the size of transfer area, i.e., the depolarization of a radiation flow slightly retards concerning 
transition to asymptotics. 

 


