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Íàéäåíî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà ìîùíîãî ëàçåð-
íîãî ïó÷êà ôåìòîñåêóíäíîé äëèòåëüíîñòè â ïðèáëèæåíèè ãàóññîâà ïðîôèëÿ èíòåíñèâíîñòè ïðè åãî ñàìîôî-
êóñèðîâêå â âîçäóõå. Äàííîå óðàâíåíèå áûëî ïîëó÷åíî íà îñíîâå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè Âèãíåðà ïîëÿ ëà-
çåðíîãî èçëó÷åíèÿ â ðåæèìå ðàçâèòîé îïòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè. Ïðèâåäåíû îöåíêè äèñòàíöèè ãëîáàëü-
íîé ñàìîôîêóñèðîâêè â çàâèñèìîñòè îò ïèêîâîé ìîùíîñòè èçëó÷åíèÿ, à òàêæå åãî ðàñõîäèìîñòü ïîñëå íå-
ëèíåéíîãî ôîêóñà.  

 

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôåìòîñåêóíäíîå èçëó÷åíèå, ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè, îïòè÷åñêàÿ òóðáóëåíò-
íîñòü; femtosecond laser radiation, effective characteristics, optical turbulence. 

 

Ââåäåíèå 

Ðàñïðîñòðàíåíèå ìîùíûõ ôåìòîñåêóíäíûõ ëà-
çåðíûõ èìïóëüñîâ â âîçäóõå, ïèêîâàÿ ìîùíîñòü 
êîòîðûõ çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò íåêîòîðóþ êðè-
òè÷åñêóþ ìîùíîñòü, ïðîèñõîäèò â ðåæèìå ìíîæå-
ñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè. Ïðè÷èíîé ðàçáèåíèÿ ëà-
çåðíîãî ïó÷êà íà ìíîæåñòâî íèòåé ÿâëÿþòñÿ âîç-
ìóùåíèÿ àìïëèòóäû è ôàçû ñâåòîâîé âîëíû, âû-
çâàííûå ôëóêòóàöèÿìè ñâåòîâîãî ïîëÿ, ïîðîæäåí-
íûìè ñàìèì èñòî÷íèêîì èçëó÷åíèÿ, à òàêæå ïðèîá-
ðåòåííûìè èì ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â òóðáóëåíòíîé 
àòìîñôåðå.  

Èññëåäîâàíèå ýâîëþöèè ìîùíûõ ôåìòîñå-
êóíäíûõ ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ, ïðåòåðïåâàþùèõ 
ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè â àòìîñôåðå ñëîæíûå ïðî-
ñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå òðàíñôîðìàöèè, ìîæíî 
êîíñòðóêòèâíî îñóùåñòâëÿòü íà îñíîâå ýôôåêòèâ-
íûõ õàðàêòåðèñòèê [1–3]. Òàêèìè õàðàêòåðèñòèêà-
ìè ÿâëÿþòñÿ: êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ýíåðãèè, 
ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêèé ðàäèóñ ïó÷êà, ýôôåêòèâíàÿ 
óãëîâàÿ ðàñõîäèìîñòü, ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ êðè-
âèçíû ôàçîâîãî ôðîíòà ïó÷êà (äèñòàíöèÿ ãëîáàëü-
íîãî ôîêóñà ëàçåðíîãî ïó÷êà). Äëÿ ðåãóëÿðíîé 
ñðåäû ñ íåëèíåéíîñòüþ èñêëþ÷èòåëüíî êåððîâñêîãî 
òèïà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ 
äëÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê íà îñíîâå íåëèíåéíîãî 
óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà [4].  

Ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè ìîùíîãî ëàçåðíîãî èç-
ëó÷åíèÿ ôåìòîñåêóíäíîé äëèòåëüíîñòè â âîçäóõå 
êðîìå íåëèíåéíîñòè êåððîâñêîãî òèïà ñòàíîâÿòñÿ  
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âàæíûìè è äðóãèå òèïû íåëèíåéíîñòåé, òàêèå êàê: 
ìíîãîôîòîííîå ïîãëîùåíèå, ðåôðàêöèÿ èçëó÷åíèÿ 
â ïëàçìå, îáðàçóþùåéñÿ â ðåçóëüòàòå èîíèçàöèè 
âîçäóõà. Íàëè÷èå ýòîãî òèïà íåëèíåéíîñòåé îáåñïå-
÷èâàåò ôîðìèðîâàíèå ôèëàìåíòîâ [3, 4].  

Ðåøåíèå íåëèíåéíîãî âîëíîâîãî óðàâíåíèÿ äëÿ 
êîìïëåêñíîé îãèáàþùåé ñâåòîâîãî ïîëÿ, ïðè íàëè-
÷èè òàêèõ íåëèíåéíûõ ñëàãàåìûõ, âîçìîæíî ÷èñ-
ëåííûìè ìåòîäàìè [2–4]. Èññëåäîâàíèå ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ìîùíîãî ñëó÷àéíîãî øèðîêîàïåðòóðíîãî 
ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå 
ìåòîäîì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ íåëèíåéíîãî ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîãäà ïó÷îê äîñòèãàåò äèñ-
òàíöèè íåñêîëüêèõ äåñÿòêîâ ìåòðîâ, óäàëîñü îñó-
ùåñòâèòü â [5]. Òàêæå îêàçàëîñü âîçìîæíûì ÷èñ-
ëåííî èçó÷àòü ðàñïðîñòðàíåíèå ìîùíîãî ôåìòîñå-
êóíäíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà íà êèëîìåòðîâûå 
äèñòàíöèè â òóðáóëåíòíîé àòìîñôåðå äî çàðîæäå-
íèÿ ïåðâûõ ôèëàìåíòîâ [6].  

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî íà äàí-
íûé ìîìåíò îòñóòñòâóåò êîëè÷åñòâåííàÿ èíôîðìà-
öèÿ î ïîâåäåíèè õàðàêòåðèñòèê ìîùíîãî ôåìòîñå-
êóíäíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ â àòìîñôåðå ïðè 
øèðîêîì äèàïàçîíå äëèí òðàññ è ïàðàìåòðîâ ëà-
çåðíûõ ïó÷êîâ.  

Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ óêà-
çàííîé ïðîáëåìû ÿâëÿåòñÿ ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå 
[7] ìåòîä, îñíîâàííûé íà èññëåäîâàíèè óðàâíåíèÿ 
äëÿ ôóíêöèè Âèãíåðà [8]. Ýòî óðàâíåíèå áûëî ïî-
ëó÷åíî â [7] íà îñíîâå ñòîõàñòè÷åñêîãî âàðèàíòà 
íåëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìîäåëè ôèëàìåíòàöèè êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ôîêóñîâ [9, 10]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå, ÿâëÿþ-
ùåéñÿ ëîãè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ýòèõ ðàáîò, ïðåä-
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ëîæåí àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ óðàâíå-
íèé äëÿ ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê, ïîëó÷åííûõ, 
â ñâîþ î÷åðåäü, íà îñíîâå óðàâíåíèÿ äëÿ ôóíêöèè 
Âèãíåðà.  

1. Ôóíêöèÿ Âèãíåðà 

Íà îñíîâå ñòîõàñòè÷åñêîãî íåëèíåéíîãî óðàâ-
íåíèÿ Øðåäèíãåðà â ðàáîòå [7] ñôîðìóëèðîâàíû 
óðàâíåíèÿ äëÿ óñðåäíåííîé ïî âðåìåíè ôóíêöèè 
Âèãíåðà [8]: 
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Çäåñü óãëîâûå ñêîáêè îçíà÷àþò óñðåäíåíèå êàê ïî 
ñëó÷àéíûì ðåàëèçàöèÿì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ 

ëàçåðíîãî ïîëÿ 0,U�  òàê è ïî ñëó÷àéíûì çíà÷åíèÿì 

äèýëåêòðè÷åñêîé ïðîíèöàåìîñòè àòìîñôåðíîãî âîç-
äóõà ;ε�  t – âðåìÿ; tp – äëèòåëüíîñòü ëàçåðíîãî èì-

ïóëüñà; ( )′= −r rρ  – êîîðäèíàòà ðàçíîñà äâóõ òî÷åê 

â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ïó÷êà ( , )x yr =  è ( , );x y′ ′ ′r =  

( )/2′= +R r r  – êîîðäèíàòà èõ öåíòðà òÿæåñòè; z – 

ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äèñòàí-
öèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ëàçåðíîãî èìïóëüñà; k0 – 
âîëíîâîå ÷èñëî íà îñíîâíîé äëèíå âîëíû ëàçåðíîãî 
èçëó÷åíèÿ; n0 – ëèíåéíàÿ ÷àñòü ïîêàçàòåëÿ ïðå-

ëîìëåíèÿ âîçäóõà; 0,kk= /κ  k – âîëíîâîé âåêòîð  

â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ëàçåðíîãî èìïóëüñà; c – ñêî-
ðîñòü ñâåòà. 

Íèæå áóäåì èññëåäîâàòü çàêîíîìåðíîñòè ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ ìîùíîãî ëàçåðíîãî ïó÷êà ñ ôåìòîñå-
êóíäíîé äëèòåëüíîñòüþ â ðåæèìå òàê íàçûâàåìîé 
îïòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè [11]. Äàííûé ðåæèì 
õàðàêòåðèçóåòñÿ óñòîé÷èâûì ðàâíîâåñíûì ñîñòîÿ-
íèåì ìíîãîôîêóñíîé ïîïåðå÷íîé ñòðóêòóðû ìîùíî-
ãî ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, ïàðàìåò-
ðè÷åñêè çàâèñÿùèì îò èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî 
ïîëÿ. Íà îñíîâå ïðîâåäåííîãî êà÷åñòâåííîãî àíà-
ëèçà ýòîãî ðåæèìà ïðåäëàãàþòñÿ ïðèáëèæåíèÿ,  
ïîçâîëÿþùèå çàìêíóòü óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè 
Âèãíåðà.  

Ïåðâîå ïðèáëèæåíèå ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ïðè-
áëèæåíèå ëîêàëüíûõ, îáëàäàþùèõ îäèíàêîâûìè 
ñâîéñòâàìè ôîêóñîâ [7]. Âûáîð âòîðîãî ïðèáëèæå-
íèÿ îñíîâàí íà ãèïîòåçå î êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè 
èíòåíñèâíîñòè Icr, ïðè êîòîðîì ÷èñëî ôîêóñîâ íà 
åäèíèöó ïëîùàäè Nf äîñòèãàåò íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ 
Ncr, õàðàêòåðíîãî äëÿ ðåæèìà îïòè÷åñêîé òóðáó-
ëåíòíîñòè. Îòíîñèòåëüíî Nf ïðåäïîëàãàëàñü ïðî-
ñòàÿ ñòóïåí÷àòàÿ çàâèñèìîñòü îò óñðåäíåííîé ïî 
âðåìåíè èíòåíñèâíîñòè  
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ìåíè èíòåíñèâíîñòè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ .I  Êà÷å-
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ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà è êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è 
ýíåðãèè ëàçåðíîãî ïó÷êà äîñòàòî÷íî èìåòü èíôîð-

ìàöèþ äëÿ äâóõ óãëîâûõ ìîìåíòîâ ôóíêöèè f(κ),  

à èìåííî: 0 ( )f dα = ∫
n
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îäíèì ôîêóñîì, 2
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ðàçíîñòè êâàäðàòîâ ýôôåêòèâíîé äèôðàêöèîííîé  
è ðåôðàêöèîííîé ðàñõîäèìîñòè ëàçåðíîãî ïó÷êà ïðè 
ïðîõîæäåíèè îäíîãî ôîêóñà. 

2. Ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè  

Ðàññìîòðèì ýôôåêòèâíûå õàðàêòåðèñòèêè, îï-

ðåäåëåííûå ÷åðåç ôóíêöèþ Âèãíåðà J , à èìåííî:  
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ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ è óãëîâàÿ ðàñõîäèìîñòü 
ëàçåðíîãî ïó÷êà 
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∂ η ∫ R  0( ) / ,crf I Pα ≡ Γ α   (7) 

 
2

2

2
2 ,efR H

z

∂
=

∂

�

  ( )2 2

ker ,efH = θ − θ
� �

 

 2
ker ker

1
( ) .

2
cr

I Id
P

∞

−∞

θ = ε
η ∫ R

�

  (8)  

Íî â ñîîòâåòñòâèè ñ [7] èìååì ñëåäóþùåå ñî-
îòíîøåíèå: 

 ( ) (0) [1 ( )],efH z H T z= + γ −   (9)  

ãäå 0 0/ .γ = γ α  Ïðè ðàñ÷åòå èíòåãðàëîâ â ïðàâûõ 

÷àñòÿõ (7), (8) áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåíèå 
ãàóññîâîñòè óñðåäíåííîé ïî âðåìåíè èíòåíñèâíî-
ñòè: 

  2 2

0( , ) ( )exp[ / ( ) ].efI z I z R z= −R R   (10)  

Äàëåå, ëèíåàðèçóåì αNf ïî èíòåíñèâíîñòè :I  

 ( ) / ,cr crfN I I I Pα ≈ αϑ −   

ãäå  

 ( )0 .

cr

cr f
I I

N I
=

α = α ∂Γ ∂   (11)  

Äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ âìåñòî (7)–(9) áóäåì èìåòü ñèñ-
òåìó çàìêíóòûõ óðàâíåíèé: 

  
2

0( ( ) ) 1 ,
efcr

cref ef
cr ef

RI
T I z I T

z P T

⎛ ⎞∂ π
= −αϑ − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ η⎝ ⎠

�

  (12)  

 
2

2

2
2[ (0) (1 )].ef efH T

z

∂
= + γ −

∂

�

R   (13)  

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà âõîäå â íåëèíåéíóþ ñðåäó 
óñðåäíåííàÿ ïî âðåìåíè êîìïëåêñíàÿ îãèáàþùàÿ 
ñâåòîâîãî ïîëÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà èìååò âèä 

 2 2 2 2

0 0 0 0( ) exp{– 2 (1 ) }.U R U R R ik R F= +  

Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíî-
øåíèå: 

 ( )( )2 2 2 2

0 0 0(0) 1 / /4 / ,RH H b R L R F≡ = − η +
� �

 

ãäå F – ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ïåðåäàþùåé àïåðòó-

ðû; 2

0 (0)efR R=  – ðàäèóñ ëàçåðíîãî ïó÷êà íà âû-

õîäå èç àïåðòóðû; 2

0 0 2RL k R=  – äëèíà Ðýëåÿ ãà-

óññîâà ëàçåðíîãî ïó÷êà. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ 
ñèñòåìû (12), (13) íà âõîäå â çîíó ôèëàìåíòàöèè 
îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ âûðàæåíèé: 

 ( ) 1;mfT z =ef  

 
2 2

2 2

0( ) 1 1 .
2

mf mf
ef mf

R

z z
R z R

b L F

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞η⎛ ⎞⎜ ⎟= − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

� �

  (14) 

Ñîãëàñíî (12) òî÷êà íà÷àëà ìíîæåñòâåííîé ôèëà-
ìåíòàöèè mfz  íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ 

 0

0 2
( ) .

( )
crmf

ef mf

P
I z I

R z
= =

π

�   (15)  

Äëÿ 2
/mf ef z zmf

V R z
=

≡ ∂ ∂
�

 íàéäåì: 

 2

0 02( / ).mf mfV H z R F= −

�

  (16)  

Óðàâíåíèÿ (12), (13) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, 
îïðåäåëåííûìè èç (14), (15), ìîãóò áûòü èññëåäîâà-
íû êàê ÷èñëåííî, òàê è ïðèáëèæåííî àíàëèòè÷åñêè. 

3. Ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå 
ðåøåíèå óðàâíåíèé äëÿ ýôôåêòèâíûõ 

õàðàêòåðèñòèê 

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (12), (13)  ÿâëÿþòñÿ àíà-

ëèòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè 2 ( , , ),ef z
α

α γ
�

R  ( , , ),efT z
α

α γ  

ãäå ,
α
γ ≡ γα  îò ïàðàìåòðà α  ïðè ôèêñèðîâàííîì 

α
γ  â íåêîòîðîì êðóãå ñõîäèìîñòè, ò.å. âîçìîæíî 

ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ýòèõ ôóíêöèé: 

 2 2 2( , , ) (0, , ) ( , , );ef ef efR z R z R z
α α α

α γ = γ − Δ α γ
� � �

  (17) 

 ( , , ) (0, , ) ( , , ),ef ef efT z T z T z
α α α

α γ = γ − Δ α γ   (18) 

ãäå ââåäåíû íåâÿçêè 2 ( , , )efR z
α

Δ α γ
�

 è ( , , ).efT z
α

Δ α γ   

Ðåøåíèå 2 (0, , )efR z
α
γ

�

 è (0, , )efT z
α
γ  èìååò ïðî-

ñòîå ôèçè÷åñêîå ñîäåðæàíèå è ñîîòâåòñòâóåò ñèòóà-
öèè, êîãäà ïðîõîæäåíèå êàæäîãî ôîêóñà ñîïðîâî-
æäàåòñÿ ïðèðàùåíèåì óãëîâîé ðàñõîäèìîñòè ëàçåð-
íîãî ïó÷êà, îïðåäåëÿåìîé âåëè÷èíîé γ

α
, áåç ïîòåðü 

ýíåðãèè. Ìåðó àäåêâàòíîñòè ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ 
áóäåì îïðåäåëÿòü âåëè÷èíàìè îòíîñèòåëüíûõ  
îøèáîê  

 2 2 2

ef ef efR R Rδ = Δ
� � �

/  è / .ef ef efT T Tδ = Δ   

Íàéäåì ðåøåíèå 

2 (0, , )efR z
α
γ

�

 è (0, , )efT z
α
γ  â îá-

ëàñòè ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè 0 .

cr
I I>  Äëÿ 
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ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì (13) ïî z, à çàòåì ïîä-
ñòàâèì â ïðàâóþ ÷àñòü âûðàæåíèå (12) â ïðèáëè-
æåíèè çàäàííîé ýíåðãèè ëàçåðíîãî èìïóëüñà 

1,efT ≈  ÷òî ïðèâåäåò ê ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:  

 
3

2

3
2 1 .

cr
ef ef

cr

I
R R

Pz
α

⎛ ⎞∂ π
= γ −⎜ ⎟η∂ ⎝ ⎠

� �

  (19)  

Ðåøåíèå (19) èìååò âèä 

 

2

1/3

1/3 1/3

exp

3
exp cos ,

2 2

cr
ef

cr

P gz
R A

I

gz gz
B

⎛ ⎞η
= + − +⎜ ⎟

π η⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
+ + ϕ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟η η⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�

  

(20)

 

ãäå ( )
1/3

2 /
cr cr

g I P
α

≡ γ π  – ïàðàìåòð ìîäåëè. 

Êîíñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ A, B è ϕ â (20) ìî-
ãóò áûòü íàéäåíû èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ óðàâ-
íåíèÿ (19), ñîîòâåòñòâóþùèõ ëàçåðíîìó èìïóëüñó, 
âõîäÿùåìó â çîíó ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè: 
 

 2 ( ) cos ;cr
ef mf

cr

P
A R z B

I

η
= − − ϕ

π

�

 

 0sin ( / )/( 3);mfV H g Bgϕ = − +   (21) 

 

2 2

2 0 0

2 2

2 3
( ) .

3 2 42

mf mfcr
ef mf

cr

V VP H H
B R z

g I gg g

⎛ ⎞ ⎛ ⎞η
= − + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

�

 

Òàêèì îáðàçîì, â ïîëó÷åííîå íàìè ðåøåíèå 
âõîäÿò äâà ñâîáîäíûõ ïàðàìåòðà: g è Icr. Çíà÷åíèÿ 
ýòèõ ïàðàìåòðîâ ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñîïîñòàâ-
ëåíèÿ ðåøåíèÿ (20) ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííû-
ìè. Äëÿ ýòîãî âîçüìåì ýêñïåðèìåíò, êîòîðûé áûë 
ïðîâåäåí ñ èñïîëüçîâàíèåì ëàçåðà ñèñòåìû 
Teramobile [5], èìåþùåãî ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå 
40 ì, ðàäèóñ ëàçåðíîãî ïó÷êà íà âûõîäå èç àïåðòó-
ðû 5 ñì, ýíåðãèþ 250 ìÄæ è äëèòåëüíîñòü 100 ôñ, 
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ìîùíîñòè ëàçåðíîãî èìïóëüñà 
2,5 ÒÂò. Íà îñíîâå ýòèõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðå-
çóëüòàòîâ íàéäåì çíà÷åíèÿ g è Icr.  

Â ýêñïåðèìåíòå [5] ìíîæåñòâåííàÿ ôèëàìåíòà-
öèÿ íàáëþäàëàñü ñ 33 ì è çàêàí÷èâàëàñü íà ðàñ-
ñòîÿíèè 41 ì, òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè 
(20), (21) ñâîáîäíûå ïàðàìåòðû ìîäåëè äîëæíû áûòü 
ñëåäóþùèìè: Icr = 3,34 ⋅ 1011 Âò/ñì2, g = 2,8 ì–1.  

 Âåðíåìñÿ ê âîïðîñó îöåíêè íåâÿçîê 

2

efRΔ
�

 è ΔTef. 

Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ óðàâíåíèåì (13) 
2

efRΔ
�

 è ΔTef ñâÿçàíû ñëåäóþùèì èíòåãðàëüíûì ñî-

îòíîøåíèåì: 

 2
2 .

mf mf

z z

ef

z z

R dz T dz

′

′ ′′Δ = − γ Δ∫ ∫
�

ef    (22) 

Äëÿ îöåíêè ΔTef ïåðåïèøåì (12) â èíòåãðàëüíîé 
ôîðìå: 

 
2

( ) exp 1 .

mf

z

efcr
ef

cr ef
z

RI
T z dz

P T

⎛ ⎞⎛ ⎞π⎜ ⎟′= −α −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟η⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫

�

   (23) 

Îòêóäà äëÿ íåâÿçêè ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ îöåíêó 
ñâåðõó: 

 ( )1 e .
z

efT z
−α

Δ =< − < α    (24) 

È â ñîîòâåòñòâèè ñ (22) äëÿ àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ 

íåâÿçêè 2

efRΔ
�

 íàéäåì 

 ( )
22
.ef mfR z z

α
Δ < γ −
�

   (25)  

Îöåíêè îòíîñèòåëüíîé îøèáêè 2
,efRδ

�

 ïîëó÷åí-

íîé ïî ôîðìóëàì (20), (24), ïîêàçûâàþò, ÷òî îíà 
ñîñòàâëÿåò ìåíåå íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ, ýòî ñâèäå-
òåëüñòâóåò îá àäåêâàòíîñòè âûáðàííîãî ïðèáëèæå-

íèÿ 2 (0, , ).efR z
α
γ

�

 Çíàÿ ïàðàìåòðû Icr è g, ìîæíî  

â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (22), (23) íàéòè çàâè-
ñèìîñòü ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ìîùíîãî ôåì-
òîñåêóíäíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà â çîíå ìíîæåñò-
âåííîé ôèëàìåíòàöèè îò äèñòàíöèè ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ íà÷àëüíîé ìîùíîñòè 
è ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ.  

Êàê óæå óêàçûâàëîñü âî ââåäåíèè, äëÿ óíèâåð-
ñàëüíîãî îïèñàíèÿ ýâîëþöèè ýôôåêòèâíûõ õàðàê-
òåðèñòèê ìîùíûõ ôåìòîñåêóíäíûõ ëàçåðíûõ èì-
ïóëüñîâ íàì íåîáõîäèìî çíàòü: êîîðäèíàòû ãëî-
áàëüíîãî ôîêóñà, ðàäèóñ ïåðåòÿæêè â íåì, à òàêæå 
êîýôôèöèåíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ. 

Ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ (20) áûëà íàéäåíà ñëå-
äóþùàÿ ïðîñòàÿ àïïðîêñèìàöèîííàÿ ôîðìóëà äëÿ 
ïîëîæåíèÿ ãëîáàëüíîãî ôîêóñà ìîùíîãî ôåìòîñå-
êóíäíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè 
â ðåæèìå îïòè÷åñêîé òóðáóëåíòíîñòè: 

 

( ) ( )
3/2
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/
/ ,

2 0,4 1 1

m R
g R

R

F L
z L

F L

=
⎛ ⎞

η − +⎜ ⎟
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  * /1,62.η = η   (26) 

Ñîîòíîøåíèå (26) îòëè÷àåòñÿ îò ôîðìóëû äëÿ ïî-
ëîæåíèÿ ãëîáàëüíîãî ôîêóñà â ñëó÷àå îäèíî÷íîé 
ôèëàìåíòàöèè [2]: 

  
( )( )*

/
/ .

2 1 1

s R
g R

R

F L
z L

F L

=

η − +

  (27) 

Çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà ìîùíîãî 
ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà â òî÷êå ïåðå-

òÿæêè 

2

w
R  îò ôîêóñíîãî ðàññòîÿíèÿ è íà÷àëüíîé 

ìîùíîñòè ëàçåðíîãî ïó÷êà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòâåòñò-
âåííî êàê ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ ïî ôîðìóëàì (20)  
è (26):  

 ( )( )2 2
, .

m
w gefR R z F≡ η

�

  (28) 
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëíîãî íàáîðà ïàðàìåò-
ðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ýâîëþöèþ ýôôåêòèâíûõ õàðàê-
òåðèñòèê óíèâåðñàëüíûì îáðàçîì, íåîáõîäèìî íàé-
òè ëèøü çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
  

 2 2 2

0

2
lim .

R
ef

z

L
R z

R →∞

Φ ≡ ∂ ∂    (29) 

Êîýôôèöèåíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ Φ ñâÿçàí ñ õî-
ðîøî èçâåñòíûì êîýôôèöèåíòîì êðèòåðèÿ êà÷åñòâà 

ïó÷êà M2 [2]: 2 2 2
1 4 .RM L FΦ = +  

Ïî ôîðìóëàì (29) è (20) ïîñòðîåí ãðàôèê äëÿ 
Φ (ðèñóíîê). 

 

 

Êîýôôèöèåíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ Φ ïîñëå îêîí÷àíèÿ ôèëà-
ìåíòàöèè â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíîé ìîùíîñòè 
η = P0/Pcr ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ôîêóñíîãî ðàññòîÿ- 
 íèÿ: 1 – 40; 2 – 240; 3 – 320; 4 – 360 ì 

 

Çàìåòèì, ÷òî ïðèáëèæåíèå ãàóññîâîñòè ïðîôè-
ëÿ èíòåíñèâíîñòè ìîùíîãî ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåð-
íîãî èìïóëüñà ïðàêòè÷åñêè âñåãäà ñïðàâåäëèâî, 
åñëè ïó÷îê íà âõîäå â ñðåäó èìåë ãàóññîâó ôîðìó, 
à äëèíà ëèíåéíîé ôîêóñèðîâêè F ìíîãî ìåíüøå 
äëèíû íåëèíåéíîé ôîêóñèðîâêè:  

 2
4 *.

m
R gF L z η�    (30) 

Íåëèíåéíîå ðàñïðîñòðàíåíèå èçíà÷àëüíî êîë-
ëèìèðîâàíûõ øèðîêîàïåðòóðíûõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ 
â óñëîâèÿõ íåñòàöèîíàðíîé ñàìîôîêóñèðîâêè òðå-
áóåò îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ. 

Çàêëþ÷åíèå  

Íàéäåíî ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå 
óðàâíåíèé äëÿ ýôôåêòèâíûõ õàðàêòåðèñòèê ìîùíî-
ãî ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà â ïðèáëè-
æåíèè ãàóññîâà ïðîôèëÿ èíòåíñèâíîñòè.  

Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ, èìåþ-
ùèõ ãàóññîâ ïðîôèëü èíòåíñèâíîñòè, â ðåæèìå  

 

ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè ñîõðàíÿþòñÿ îñíîâ-
íûå çàêîíîìåðíîñòè ãëîáàëüíîé ñàìîôîêóñèðîâêè, 
ïðîèñõîäÿùåé â óñëîâèÿõ îäèíî÷íîé ôèëàìåíòà-
öèè. Óâåëè÷åíèå íà÷àëüíîé ïèêîâîé ìîùíîñòè 
ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ðàäèóñà ïåðåòÿæêè â ãëî-
áàëüíîì ôîêóñå ïó÷êà, ê ðîñòó ýôôåêòèâíîãî êî-
ýôôèöèåíòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ è ê óìåíüøåíèþ äëè-
íû äèñòàíöèè äî íåëèíåéíîãî ôîêóñà. Ïîëîæåíèå 
ãëîáàëüíîãî ôîêóñà äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ëàçåðíûõ 
ïó÷êîâ íàõîäèòñÿ áëèæå ê èñòî÷íèêó, ÷åì ïðè îäè-
íî÷íîé ôèëàìåíòàöèè, è ýòî îòëè÷èå ïðîÿâëÿåòñÿ 
òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå ìîùíîñòü ëàçåðíîãî ïó÷êà 
è ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå èçëó÷àþùåé àïåðòóðû. 
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A.A. Zemlyanov, A.D. Bulygin. Evolution of the effective characteristics of high-power femtosecond 
laser radiation in air under the optical turbulence conditions. The Gauss beam approximation. 

Approximate analytical solution of equation for effective radius of high-power femtosecond laser beam in 
the approximation of Gauss intensity profile at its self-focusing in the air is found. This equation was derived 
based on the equation for Wigner function of laser radiation field in the developed optical turbulence condi-
tions. Estimations for global self-focusing distance versus peak radiation power are presented as well as laser 
beam propagation coefficient characterizing its divergence after nonlinear focus. 


