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Íà îñíîâàíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé Äåáàÿ ðàññìîòðåíà ñõîäèìîñòü àìïëèòóä ïàðöèàëüíûõ 

âîëí Ìè âíóòðè ìèêðîñôåðû èç ëàçåðíîé ïëàçìû. Ðàññ÷èòàíû çàïàñåííàÿ ýëåêòðîìàãíèòíàÿ ýíåðãèÿ è ðàñ-
ïðåäåëåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè â ìèêðîñôåðå îïòè÷åñêîãî ïðîáîÿ. Ðàññ÷èòàí ðàäèóñ Äåáàÿ â çàâèñè-
ìîñòè îò òåìïåðàòóðû êîëëàïñèðóþùåé ìèêðîñôåðû. Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ àìïëèòóä ïîâåðõíîñòíûõ 
ïàðöèàëüíûõ âîëí è ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàñ÷åòà ýíåðãåòè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê â îïòè÷åñêîì è ÑÂ×-äèàïàçîíå âíóòðè ïëàçìåííûõ ìèêðîñôåð, îñöèëëèðóþøèõ ìèêðîïóçûðüêîâ ãàçà 
â æèäêîñòè, à òàêæå ïëàçìåííûõ ìèêðîðåçîíàòîðîâ. 
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microresonator, laser plasma, optical discharge. 
 

 

Ââåäåíèå 
 
Îïòè÷åñêèé ïðîáîé (ÎÏ), èíèöèèðóåìûé ïîëåì 

îñòðîñôîêóñèðîâàííîãî ìîùíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, 
ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì ýôôåêòîì, êîòîðûé ñîïðîâî-
æäàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèåì óäàðíûõ âîëí è ôðîíòîâ 
èîíèçàöèè ñ ïåðåêðûòèåì ôîêàëüíîãî îáúåìà ëàçåð-
íîãî ïó÷êà çà ñ÷åò ñèëüíîãî ïîãëîùåíèÿ è íåëèíåé-
íîãî ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ íà îá-
ðàçîâàâøåìñÿ ïëàçìåííîì ìèêðîî÷àãå [1]. ÎÏ – ýòî 
âçðûâíîé âî âðåìåíè, ïîðîãîâûé ïî ïëîòíîñòè ýíåð-
ãèè ïðîöåññ íàðàñòàíèÿ ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè 
ïîä äåéñòâèåì ñôîêóñèðîâàííîãî îïòè÷åñêîãî ïîëÿ, 
ïðèâîäÿùèé ê îáðàçîâàíèþ ïëàçìåííîé íåîäíîðîä-
íîñòè ðàçìåðàìè, áîëüøèìè ðàçìåðà èíèöèèðóþùåãî 
åãî ôîêàëüíîãî îáúåìà ëàçåðíîãî ëó÷à. Èçâåñòåí ìå-
õàíèçì, îáúÿñíÿþùèé äâèæåíèå ïëàçìåííîãî ôðîí-
òà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñâåòîâîé äåòîíàöèåé ïðè ïåðå-
õîäå äåòîíàöèîííîé âîëíû â óäàðíóþ ïîñëå ïðåêðà-
ùåíèÿ äåéñòâèÿ ëàçåðíîãî èìïóëüñà, êîãäà â ïðîöåñ-
ñå ðàñøèðåíèè ïëàçìû ñóùåñòâåííóþ ðîëü ìîæåò 
èãðàòü èîíèçàöèîííûé îðåîë [1]. 

Ïðîöåññ âîçíèêíîâåíèÿ è ðàçâèòèÿ ïëàçìåííîé 
îáëàñòè çàâèñèò îò çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ, 
îïèñûâàþùèõ êàê ïðîñòðàíñòâåííî âðåìåííûå õàðàê-
òåðèñòèêè ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ, òàê è ñâîéñòâà ãàçî-
âîãî è àýðîçîëüíîãî êîìïîíåíòîâ àòìîñôåðû, è ìî-
æåò áûòü îõàðàêòåðèçîâàí ïîðîãîâîé èíòåíñèâíîñòüþ 
ÎÏ [2]. Ïîðîãîâàÿ èíòåíñèâíîñòü ôîðìèðîâàíèÿ î÷à-
ãà ëàçåðíîé ïëàçìû ÎÏ è ñïåêòð íåëèíåéíîãî ðàñ-
ñåÿíèÿ ìåíÿþòñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ â çàâèñèìîñòè 

 

_____________  
 

* Ìèõàèë Âëàäèñëàâîâè÷ Æóðàâëåâ (jouravl@ 
rambler.ru). 
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ãåíåðàöèè, íàëè÷èÿ õèìè÷åñêèõ ïðèìåñåé è èíèöèè-
ðóþùèõ ÷àñòèö ñóáìèêðîííîãî ðàçìåðà â ôîêàëüíîì 
îáúåìå ëàçåðíîé íàêà÷êè è òåì ñàìûì îïðåäåëÿþò 
øèðîêèé ñïåêòð ïðèêëàäíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ÿâëåíèÿ 

ÎÏ äëÿ äåòåêòèðîâàíèÿ õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ, ðåãè-
ñòðàöèè àýðîçîëüíûõ è êîëëîèäíûõ ÷àñòèö [1–5]. 
  Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû [5–9] ïîêàçàëè, ÷òî 
î÷àã ëàçåðíîé ïëàçìû ÎÏ èìååò ñôåðè÷åñêóþ ñèì-
ìåòðèþ. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ôîðìèðîâàíèå ïëàçìû ÎÏ 

â ãàçîâîé ôàçå èäåò ïîýòàïíî [1]. Íà ïåðâîì ýòàïå 

ïðîèñõîäèò èîíèçàöèÿ îáëàñòè ôîêàëüíîãî îáúåìà, 
ïðè ýòîì ïëàçìåííûé ñãóñòîê îïòè÷åñêè íå àêòèâåí 
èç-çà íèçêîé êîíöåíòðàöèè ýëåêòðîíîâ è èîíîâ. Âòî-
ðîé ýòàï ôîðìèðîâàíèÿ ïëàçìû ÎÏ – ýòî ëàâèííîå 
íàðàñòàíèå ýëåêòðîííîé è èîííîé êîíöåíòðàöèè 

ïëàçìû è ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîå ñìåùåíèå ôðîí-
òà èîíèçèðîâàííîãî ãàçà. Ñôåðè÷åñêàÿ ñèììåòðèÿ 
ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòè-
êè âíóòðè [10, 11] è âíå ïëàçìåííîé ìèêðîñôåðû 
ÎÏ [12–14] â ðàìêàõ ñòàöèîíàðíîé òåîðèè äè-
ôðàêöèè ïëîñêîé ýëåêòðîìàãíèòíîé âîëíû íà øàðå 
ñ êîìïëåêñíûì ïîêàçàòåëåì ïðåëîìëåíèÿ, èçâåñòíîé 
êàê òåîðèÿ Ìè. 

Ïðè âîçäåéñòâèè ìîùíîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ 
â äèàïàçîíå îò âèäèìîãî äî äàëüíåãî èíôðàêðàñíîãî 
çàäà÷à äèíàìèêè ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ ÎÏ âíóòðè 
ïëàçìåííîãî ìèêðîî÷àãà çàìåòíî îñëîæíÿåòñÿ íåîá-
õîäèìîñòüþ ó÷åòà áûñòðîãî èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè  

è ïðîñòðàíñòâå âíóòðåííèõ ýëåêòðîìàãíèòíûõ ïîëåé 
î÷àãà ÎÏ è åãî âëèÿíèÿ íà ðàñïðåäåëåíèå ðàññåÿí-
íîãî ïîëÿ [1, 2]. Ïîãëîùåíèå ýíåðãèè ëàçåðíîé íà-
êà÷êè ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëÿþùèì çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ 

êîìïëåêñíîãî ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ î÷àãà ÎÏ,  
à ðàññåÿíèå ýíåðãèè ëàçåðíîé íàêà÷êè ïðîÿâëÿåòñÿ 



 

 Ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè âíóòðè ñôåðè÷åñêîãî ìèêðîî÷àãà ëàçåðíîé ïëàçìû 177 
 

â ýêðàíèðîâêå ïàäàþùåãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ çà 
ñ÷åò ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ, îïðåäåëÿåìîãî ðàäèóñîì 
Äåáàÿ. 

Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â èññëåäîâàíèè 
çàïàñåííîé ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè è åå ðàñïðå-
äåëåíèÿ âíóòðè ïëàçìåííîãî ìèêðîî÷àãà ÎÏ, à òàê-
æå â ðàññìîòðåíèè ñõîäèìîñòè àìïëèòóä ïîâåðõíî-
ñòíûõ ïàðöèàëüíûõ âîëí âíóòðè ïëàçìåííîé ìèê-
ðîñôåðû äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ðàñ÷åòîâ 

îïòè÷åñêèõ ïîëåé âíóòðè ïëàçìåííîé ìèêðîñôåðû 
ïî ðåêóððåíòíûì àëãîðèòìàì [15–17]. 

 

Ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè  
âíóòðè ïëàçìåííîé ñôåðû 

 

Ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîìàãíèòíîé ýíåðãèè âíóò-
ðè ñôåðè÷åñêîãî ñãóñòêà èìååò âèä [17–19]: 
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ñõîäèìîñòü àìïëèòóä ïàð-
öèàëüíûõ âîëí cn(ρ) è dn(ρ), ïî ôîðìóëàì (1)–(4) 

ìîæíî âû÷èñëèòü ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå 
ýíåðãèè è çàïàñåííóþ ýíåðãèþ â ìèêðîñôåðå ÎÏ. 
 

Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè  

àìïëèòóä ïàðöèàëüíûõ âîëí 
 
Â ìîíîãðàôèÿõ [15, 16, 21, 22] áûëè îòìå÷åíû 

òðóäíîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà, ñâÿçàííûå  
ñ íåóñòîé÷èâîñòüþ âû÷èñëåíèé àìïëèòóä ïàðöèàëü-
íûõ âîëí Ìè ðåêóððåíòíûìè ìåòîäàìè, â ïåðåõîä-
íîì èíòåðâàëå íîìåðîâ ïàðöèàëüíûõ ìîä è ïàðàìåò-
ðà äèôðàêöèè (mρ ≤ n ≤ ρ). Ïðè ýòîì îòìå÷àëàñü íå-
îáõîäèìîñòü ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëè-
æåíèé äëÿ àìïëèòóä ïàðöèàëüíûõ âîëí äëÿ ðàçëè÷-
íûõ îáëàñòåé ïàðàìåòðà äèôðàêöèè è ðàçíûõ èí-
äåêñîâ ïàðöèàëüíûõ âîëí [21–26]. Òàêèì îáðàçîì, 
äëÿ ïðîâåäåíèÿ êîððåêòíûõ ðàñ÷åòîâ ïî ôîðìóëàì 
(1)–(4) íåîáõîäèìî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äëÿ àìïëèòóä ïàðöèàëüíûõ âîëí âíóòðè 
ïëàçìåííîé ìèêðîñôåðû (⏐m⏐ ≤ 1). 

Àìïëèòóäû ïàðöèàëüíûõ âîëí èçâåñòíû èç òåî-
ðèè Ìè è èìåþò âèä [15]: 
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ãäå Dn(ρ) è Cn(ρ) – ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå 
ÔÐÁ è ÔÐÕ ñîîòâåòñòâåííî [15]: 
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ζn(ρ) – ôóíêöèÿ Ðèêêàòè–Õàíêåëÿ (ÔÐÕ). 
Èñïîëüçóåì, â ñâîþ î÷åðåäü, àñèìïòîòè÷åñêèå 

ïðèáëèæåíèÿ Äåáàÿ äëÿ ÔÐÁ è ÔÐÕ è èõ ïðîèç-
âîäíûõ â èíòåðâàëå èíäåêñîâ àìïëèòóä ïàðöèàëü-
íûõ âîëí n + 1/2 > ρ, êîòîðûå èìåþò âèä [21, 23]: 
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Â èíòåðâàëå èíäåêñîâ ïàðöèàëüíûõ âîëí n + 
+ 1/2 < ρ àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ Äåáàÿ äëÿ 
ÔÐÁ è ÔÐÕ èìåþò âèä [21, 23]: 

 1

1/2
1

cos( 4)
( ) ,

(sin )
n

fρ − π
Ψ ρ =

τ
 (15) 

 1/2
1 1( ) cos( 4)(sin ) ;

n
f′Ψ ρ = ρ + π τ  (16) 

 
1

1/2
1

exp ( 4)
( ) ,

(sin )
n

i f− ρ − π⎡ ⎤⎣ ⎦ζ ρ =
τ

 (17) 

 1/2
1 1( ) exp ( 4) (sin ) ,

n
i f′ζ ρ = − ρ + π τ⎡ ⎤⎣ ⎦  (18) 

ãäå 

 1 1 1 1sin( ) cos( ),f = τ − τ τ  (19) 

τ1 – êîðåíü òðàíñöåíäåíòíîãî óðàâíåíèÿ 

 1

1/ 2
cos( ) .

n

m

+
τ =

ρ
  (20) 

Ïðåäñòàâëåííûå ôóíêöèè f0, f1, τ0, τ1 ÿâëÿþòñÿ íå-
ÿâíûìè ôóíêöèÿìè îò n íà îñè ρ. Ðàññìàòðèâàÿ èí-
òåðâàë n < mρ è âûáèðàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíê-
öèè, ïîëó÷àåì 

 1/20

1

( ) cos( 4)
,

( ) cos( 4)
n

n

f

m f
−

ψ ρ ρ − π
= α

ψ ρ ρ − π
  (21) 

ãäå 

 0

1

sin( )

sin( )

τ

α =

τ

. (22) 

Ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ÔÐÁ è ÔÐÕ 
èìåþò âèä 

 0( ) sin( );
n

C iρ = − τ  (23) 

 0

0

0

cos( 4)
( ) sin( ),

cos( 4)
n

f
D

f

ρ + π
ρ = τ

ρ − π
  (24) 

 1

1

1

cos( 4)
( ) sin( ).

cos( 4)
n

f
D m

f

ρ + π
ρ = τ

ρ − π
  (25) 

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëû (21)–(25) â (5), (6), ïîëó÷à-
åì àñèìïòîòè÷åñêèé âèä àìïëèòóä ïàðöèàëüíûõ 
âîëí âíóòðè ïëàçìåííîé ìèêðîñôåðû: 

 1/2
n
c m

−

= α ×  

  0 0 0 0

1 1 0 1

cos( 4)sin( ) sin( )cos( 4)
;

cos( 4)sin( ) sin( )cos( 4)

f i f

f im f

ρ + π τ + τ ρ − π
×

ρ + π τ + τ ρ − π
 (26) 

 1/2
n

d m
−

= α ×  

  0 0 0 0

1 1 0 1

cos( 4)sin( ) sin( )cos( 4)
.

cos( 4)sin( ) sin( )cos( 4)

f i f

m f i f

ρ + π τ + τ ρ − π
×

ρ + π τ + τ ρ − π
 (27) 

Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî çàâèñèìîñòü àìïëè-
òóä ïàðöèàëüíûõ âîëí (26), (27) îò íîìåðà è ïàðà-
ìåòðà äèôðàêöèè íîñèò îñöèëëèðóþùèé õàðàêòåð 
áåç õàðàêòåðíîãî çàòóõàíèÿ. Ïðèðàâíèâàÿ çíàìåíà-
òåëè â (26), (27) ê íóëþ, ïîëó÷àåì õàðàêòåðèñòè÷å-

ñêèå óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñ-
òîò àìïëèòóä ïàðöèàëüíûõ âîëí â âèäå 

 1 1 0 1cos( 4)sin( ) sin( )cos( 4) 0f im fρ + π τ + τ ρ − π =   (28) 

äëÿ ÒÅ (transverse electric) ïàðöèàëüíîé âîëíû è 
 

 1 1 0 1cos( 4)sin( ) sin( )cos( 4) 0m f i fρ + π τ + τ ρ − π =  (29) 

äëÿ ÒÌ (transverse magnetic) ïàðöèàëüíîé âîëíû. 
  Ðåøåíèå ïðèâåäåííûõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâ-
íåíèé, íå ñîäåðæàùèõ ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè, äàåò 
ïåðâîå ïðèáëèæåíèå êîðíÿ, çíà÷åíèå êîòîðîãî óòî÷-
íÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ äèõîòîìèè, Íüþòîíà 
èëè çîëîòîãî ñå÷åíèÿ. Ðàññìàòðèâàÿ èíòåðâàë äëÿ 
íîìåðîâ àìïëèòóä ïàðöèàëüíûõ âîëí â ïåðåõîäíîé 
îáëàñòè mρ < n < ρ, èìååì 

 
1/2

0 1

1 0

( ) cos( 4) sin( )
2 ;

( ) exp( ) sin( )
n

n

f i

m i f

⎛ ⎞ψ ρ ρ − π τ
= ⎜ ⎟ψ ρ ρ τ⎝ ⎠

 (30) 

 
( )

0 0 0 0

1 0

cos( 4)sin( ) sin( )cos( 4)
2

sin( ) sin( )
n

f i f
c

i m

ρ + π τ + τ ρ − π
= ×

τ + τ
 

 
1/2

1
1

0

sin( )
exp( );

sin( )

i
i f

⎛ ⎞τ
× − ρ⎜ ⎟

τ⎝ ⎠
  (31) 

 
( )

0 0 0 0

1 0

cos( 4)sin( ) sin( )cos( 4)
2

sin( ) sin( )
n

f i f
d

i m

ρ + π τ + τ ρ − π
= ×

τ + τ
 

 
1/2

1
1

0

sin( )
exp( ).

sin( )

i
i f

⎛ ⎞τ
× − ρ⎜ ⎟τ⎝ ⎠

 (32) 

Äàëåå, ïîëàãàÿ cos(τ1) = chθ1 è sin(τ1) = –ishθ1, 
ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû â àìïëèòóäàõ ïàðöèàëüíûõ 
âîëí îêàçûâàåòñÿ âåùåñòâåííûì, áîëüøå íóëÿ: 

 1 1 1 1 1( ch sh ) 0,i f− ρ = ρ θ θ − θ = η >  

÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðàñõîäèìîñòè ðÿäà. Ñëåäóåò îò-
ìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé èíòåðâàë ñîîòâåòñòâó-
åò àìïëèòóäàì ïàðöèàëüíûõ âîëí ñ ëîêàëèçàöèåé  
â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå ìèêðîñôåðû (ïîâåðõíîñòíûé 
ïëàçìîí èëè ìîäû Ôðåëèõà [12, 14], ïîâåðõíîñò-
íûå âîëíû [15]). Äëÿ áîëåå òî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ 
î ïîâåäåíèè ïàðöèàëüíûõ àìïëèòóä ïîâåðõíîñòíûõ 
âîëí íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü íåñêîëüêî ÷ëåíîâ 

àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà Äåáàÿ [27, 28], ëèáî àñèìïòî-
òè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ áåññåëåâûõ ôóíêöèé, ïî-
ëó÷åííûå Â.À. Ôîêîì [29], ëèáî ðàâíîìåðíûå ðàç-
ëîæåíèÿ Ýéðè. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû äëÿ ïîâåðõ-
íîñòíûõ ïàðöèàëüíûõ âîëí îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëå-
äóþùèõ òðàíñöåíäåíòíûõ óðàâíåíèé: 

 1 0sin( ) sin( ) 0mτ + τ =   (33) 

äëÿ ÒÅ ïàðöèàëüíîé âîëíû, 

 1 0sin( ) sin( ) 0m τ + τ =   (34) 

äëÿ ÒÌ ïàðöèàëüíîé âîëíû è 

 0sin( ) 0.τ =   (35) 
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Ðàññìàòðèâàÿ èíòåðâàë n > ρ, èìååì 

 
1/2

1
0 1

0

( ) sin( )
exp ( ) .

( ) sin( )
n

n

i f f
m

⎛ ⎞ψ ρ τ
= ρ −⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦ψ ρ τ⎝ ⎠

 (36) 

Äàëåå ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå ÔÐÁ è ÔÐÕ 
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

 0( ) sin( );
n

D iρ = τ   (37) 

 0( ) sin( )
n

C iρ = − τ  (38) 

è àìïëèòóäû ïàðöèàëüíûõ âîëí â âèäå 

1/2

1 0
0 1

0 1 0

sin( ) 2sin( )
exp ( );

sin( ) sin( ) sin( )
n
c m i f f

m

⎛ ⎞τ τ
= ρ −⎜ ⎟τ τ + τ⎝ ⎠

(39) 

1/2

1 0
0 1

0 1 0

sin( ) 2sin( )
exp ( ).

sin( ) sin( ) sin( )
n

d m i f f
m

⎛ ⎞τ τ
= ρ −⎜ ⎟τ τ + τ⎝ ⎠

(40) 

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì 

 0 0 0 0 0( ch sh ) 0i fρ = ρ θ θ − θ = η <  è 1 0 0,η − η >  

÷òî ïîêàçûâàåò ðàñõîäèìîñòü è â ýòîì èíòåðâàëå 
íîìåðîâ àìïëèòóä ïàðöèàëüíûõ âîëí è ïàðàìåòðà 
äèôðàêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíà ðàñõîäèìîñòü 

ðÿäà Ìè ïðè ⏐m⏐ ≤ 1 â èíòåðâàëàõ mρ < n < ρ è n > ρ. 
Àìïëèòóäû ïàðöèàëüíûõ âîëí (31), (32), (39), (40), 
ïðè âû÷èñëåíèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè è çàïàñåí-
íîé ýíåðãèè ïî ôîðìóëàì (1)–(4), äîìíîæàþòñÿ íà 
ôóíêöèþ Ðèêêàòè–Áåññåëÿ, ÷òî è îáåñïå÷èâàåò ñõî-
äèìîñòü ñóìì (1)–(4). 

 

Ðàäèóñ Äåáàÿ â ìèêðîñôåðå  
èç ëàçåðíîé ïëàçìû  

 
Ôîðìèðîâàíèå ñôåðè÷åñêîãî ïëàçìåííîãî î÷à-

ãà ÎÏ îïðåäåëÿåòñÿ ïðèñóòñòâèåì ñóáìèêðîííûõ 
àýðîçîëüíûõ ÷àñòèö èëè èîíîâ (ÿäåð êîíäåíñàöèè) 

âî âçâåøåííîì ñîñòîÿíèè â ãàçîâîé ôàçå [1, 2]. Ïîä 
âîçäåéñòâèåì ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ îíè ôîðìèðóþò 
ïåðâè÷íûå, èëè çàòðàâî÷íûå, ýëåêòðîíû äëÿ îáðà-
çîâàíèÿ îáëàêà èîíèçàöèè â ôîêàëüíîì îáúåìå ëà-
çåðíîé íàêà÷êè. Ïîýòîìó ìîæåì ïðåíåáðå÷ü ìàëîé 
ïðîñòðàíñòâåííîé íåîäíîðîäíîñòüþ â öåíòðå ñôå-
ðè÷åñêîãî ïëàçìåííîãî ìèêðîî÷àãà. Ïîâåðõíîñòíàÿ 
ïðîñòðàíñòâåííàÿ îïòè÷åñêàÿ íåîäíîðîäíîñòü ìèê-
ðîî÷àãà ÎÏ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ðàäèóñîì Äåáàÿ èëè 
ðàäèóñîì ýêðàíèðóþùåãî ñëîÿ ïëàçìåííîé ìèêðî-
ñôåðû, èìåþùèì âèä [30]: 

 

1/2

Á
D 2

,

e p

k T
R

m

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎜ ⎟ω⎝ ⎠

 (41) 

ãäå me – ìàññà ýëåêòðîíà; kÁ – ïîñòîÿííàÿ Áîëüö-
ìàíà; T – òåìïåðàòóðà, K. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàäèóñà 
Äåáàÿ èñïîëüçîâàíà ìîäåëü Ëîðåíöà, â êîòîðîé 
ïëàçìåííàÿ ÷àñòîòà èìååò âèä [30]: 

 
2

2 4
,e

p

e

N e

m

π

ω =  (42) 

ãäå e – çàðÿä ýëåêòðîíà; Ne – ïëîòíîñòü ñâîáîäíûõ 
ýëåêòðîíîâ â ïëàçìåííîé ñôåðå, îïðåäåëÿåìàÿ ñëå-
äóþùåé îöåíêîé [30]: 

 
3/2

2 2 3/2Á
0 2

Á

2
2 exp .e

e

m k I
N N T

k Th

⎛ ⎞π⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (43) 

Çäåñü h – ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà; N0 – ÷èñëî çàòðàâî÷-
íûõ ýëåêòðîíîâ; I – ýíåðãèÿ èîíèçàöèè (â ñëó÷àå 

ñóùåñòâîâàíèÿ â ôîêàëüíîì îáúåìå ëàçåðíîé íàêà÷êè 

çàòðàâî÷íûõ ñóáìèêðîííûõ ìåòàëëè÷åñêèõ ÷àñòèö  
I – ðàáîòà âûõîäà). Íà÷àëüíîå ÷èñëî N0 ≥ Nmin, ãäå 
Nmin – ìèíèìàëüíàÿ ïîðîãîâàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðî-
íîâ; Nmin ≅ 1/Vf, ãäå Vf – ôîêàëüíûé îáúåì ëàçåð-
íîé íàêà÷êè. Ïðè Vf ≅ 10

–7 ñì3 ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
âåëè÷èíà ñîñòàâëÿåò 107 ñì–3 [3–5]. 

 

Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ è âûâîäû 
 

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëü-
íîé ýíåðãèè Wa/W0, çàïàñåííîé â ïëàçìåííîé ìèê-
ðîñôåðå, îò ïàðàìåòðà äèôðàêöèè, ðàññ÷èòàííàÿ ïî 
ôîðìóëàì (2)–(4). 

 

 
Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü îòíîñèòåëüíîé ýíåðãèè Wa/W0, çàïà-
ñåííîé âíóòðè ïëàçìåííîé ñôåðû, îò ïàðàìåòðà äèôðàê-
öèè, m = 0,7 – i ⋅ 0,45 (êðèâàÿ 1), m = 0,7 – i ⋅ 10–3 (2) 
 

 
Ðàñ÷åòû ïðîèçâåäåíû äëÿ m = 0,7 – i ⋅ 0,45 (êðè-

âàÿ 1) è äëÿ m = 0,7 – i ⋅ 10–3 (êðèâàÿ 2), äëèíà 
âîëíû íàêà÷êè λ = 0,532 ìêì [6]. Êðèâàÿ 2 ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ïðè êîëëàïñå èëè ñæàòèè ïëàçìåííîé 
ìèêðîñôåðû ÎÏ ýíåðãèÿ, çàïàñåííàÿ âíóòðè, èñïû-
òûâàåò îñöèëëÿöèè è ìîæåò ñóùåñòâåííî âîçðàñòàòü 
ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåòðà äèôðàêöèè. Òàêèì îáðà-
çîì, ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ýêñòðåìóìîâ çàïàñåí-
íîé ýíåðãèè â ïëàçìåííîé ìèêðîñôåðå â çàâèñèìîñòè 

îò ïàðàìåòðà äèôðàêöèè. 
Óìåíüøåíèå îòíîñèòåëüíîé ýíåðãèè Wa/W0 

ïëàçìåííîé ìèêðîñôåðû ïðè óìåíüøåíèè ïàðàìåò-
ðà äèôðàêöèè (â ñâîþ î÷åðåäü ðàäèóñà ìèêðîñôå-
ðû) ïðèâîäèò ê ïåðåèçëó÷åíèþ çàïàñåííîé ýíåðãèè 
â îáúåìå ìèêðîñôåðû ÎÏ â âèäèìîì è ÈÊ ó÷àñò-
êàõ ñïåêòðà, êîòîðîå ìîæåò áûòü èíäèêàöèîííîé 

õàðàêòåðèñòèêîé ïðîöåññà âçàèìîäåéñòâèÿ ëàçåðíî-
ãî èçëó÷åíèÿ ñ âåùåñòâîì. 
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Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ðàñïðåäåëå-
íèÿ ýíåðãèè <B(r)> âíóòðè ïëàçìåííîé ñôåðû âäîëü 
ðàäèóñà, âû÷èñëåííûå ïî ôîðìóëàì (1), (5), (6). 
 

 
Ðèñ. 2. Ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè <B(r)> âíóòðè ïëàçìåííîé 
ìèêðîñôåðû âäîëü ðàäèàëüíîé îñè äëÿ: m = 0,7 – i ⋅ 0,45 
(êðèâàÿ 1), m = 0,7 – i ⋅ 0,1 (2), m = 0,7 – i ⋅ 10–3 (3), ðà-
äèóñ ïëàçìåííîé ñôåðû r0 = 4,6 ìêì, äëèíà âîëíû íàêà÷êè 
  λ = 0,532 ìêì 

 

Ðàñ÷åòû ïðîèçâåäåíû äëÿ m = 0,7 – i ⋅ 0,45 (êðè-
âàÿ 1), m = 0,7 – i ⋅ 0,1 (êðèâàÿ 2), m = 0,7 – i ⋅ 10–3 
(êðèâàÿ 3), ðàäèóñ ïëàçìåííîé ñôåðû r0 = 4,6 ìêì, 
äëèíà âîëíû íàêà÷êè λ = 0,532 ìêì [6]. Êðèâûå 1 
è 2 ïîêàçûâàþò, ÷òî ýíåðãèÿ â ïëàçìåííîé ìèêðî-
ñôåðå êîíöåíòðèðóåòñÿ â òîíêîì ïîâåðõíîñòíîì ñëîå 
â îñâåùåííîé ïîëóñôåðå, à êðèâàÿ 3 äåìîíñòðèðóåò 
îñöèëëÿöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè âäîëü ãëàâíîãî 
äèàìåòðà ìèêðîñôåðû. Äëÿ êðèâîé 3 íà ðèñ. 3 ïî-
ñòðîåíî ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå <B(r)>, 
êîòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîñòðàíñòâåííûå îñöèëëÿ-
öèè ýíåðãèè ðàñïîëàãàþòñÿ â òåíåâîé ïîëóñôåðå, ïðè 
ýòîì ñóùåñòâóþò ïðîñòðàíñòâåííûå ïîâåðõíîñòíûå 
ìàêñèìóìû ðàñïðåäåëåíèÿ ýíåðãèè, îïðåäåëÿåìûå  

 

 
Ðèñ. 3. Ïðîñòðàíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè <B(r)> 
âíóòðè ïëàçìåííîé ìèêðîñôåðû, âû÷èñëåííîå ïî òåîðèè 
Ìè [15]; ðàñ÷åòû ïðîèçâåäåíû äëÿ m = 0,7 – i ⋅ 10–3; ðà-
äèóñ ïëàçìåííîé ñôåðû r0 = 4,6 ìêì, äëèíà âîëíû íàêà÷êè 
  λ = 0,532 ìêì 

ðàñïðåäåëåíèåì àìïëèòóä ïàðöèàëüíûõ âîëí (5), 
(6), (26), (27), (31), (32) âíóòðè ïëàçìåííîé ìèêðî-
ñôåðû ÎÏ è ðåçîíàíñíûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà 
äèôðàêöèè, îïðåäåëÿåìûìè ïî ôîðìóëàì (28), (29), 
(33), (34). 

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà êîíöåíòðàöèÿ ýíåðãèè â ïðè-
ïîâåðõíîñòíîì ñëîå ìèêðîñôåðû â âèäå «photonic jet». 
Ïîâåðõíîñòíàÿ êîíöåíòðàöèÿ ýíåðãèè, ïîêàçàííàÿ 
íà êðèâûõ 1 è 2 íà ðèñ. 2 è 3, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà âàæ-
íîé äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ èçìåðåííûõ 
õàðàêòåðèñòèê ñâåòîðàññåÿíèÿ è ýíåðãåòè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê âíóòðè ïëàçìåííîé ñôåðû, ïîñêîëüêó 
çàòðàãèâàåò ôèçè÷åñêè âàæíûé ñëó÷àé ñóùåñòâîâà-
íèÿ ñëîÿ Äåáàÿ, ýêðàíèðóþùåãî ëàçåðíîå èçëó÷å-
íèå [30]. 

Íà ðèñ. 4 è 5 ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè ðàäèóñà 

Äåáàÿ RD (41) è ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè Ne (43) îò 
òåìïåðàòóðû ïëàçìåííîé ìèêðîñôåðû ñîîòâåòñòâåííî.  
 

 
Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ðàäèóñà Äåáàÿ RD îò òåìïåðàòóðû T  
  ðàñøèðÿþùåéñÿ ïëàçìåííîé ìèêðîñôåðû ÎÏ 

 

Äëÿ îöåíîê RD è Ne èñïîëüçîâàíû ñëåäóþùèå 
ïàðàìåòðû [6]: Z = 1 (îäíîêðàòíàÿ èîíèçàöèÿ), ýíåð-
ãèÿ èîíèçàöèè I = 13,6 ýÂ, N0 = 3 ⋅ 1019 ñì–3. Ïðè ðîñ-
òå òåìïåðàòóðû, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ðîñò ýëåêòðîí-
íîé êîíöåíòðàöèè äî Ne ≈ 7 ⋅ 1020 ñì–3, ðàäèóñ Äåáàÿ 
äëÿ ïëàçìåííîé ñôåðû áûñòðî óìåíüøàåòñÿ. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ïðè âîçðàñòàíèè òåìïåðàòóðû íà êîíå÷íîì 
ýòàïå ðàñøèðåíèÿ ïëàçìåííîé ñôåðû ðàäèóñîì Äå-
áàÿ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, õîòÿ íà íà÷àëüíûõ ýòàïàõ 
ðàçâèòèÿ ìèêðîî÷àãà ÎÏ, êàê ïîêàçûâàåò ðàñ÷åò 
(ðèñ. 4), åãî íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ðèñ. 2 
(êðèâûå 1, 2) è ðèñ. 4, ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî äëÿ 
îïèñàíèÿ ïðîöåññà ðàññåÿíèÿ ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ 
íà ïëàçìåííîé ìèêðîñôåðå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü 
ïîâåðõíîñòíûé âíåøíèé ñëîé. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî 
ó÷èòûâàòü òîëùèíó âíåøíåãî ñëîÿ, îïðåäåëÿåìóþ 

ðàñïðåäåëåíèåì âíóòðåííåé ýíåðãèè (ñì. ðèñ. 2, êðè-
âàÿ 1), ðàäèóñ Äåáàÿ ýêðàíèðóþùåãî ñëîÿ è ñîîò-
âåòñòâóþùóþ ïëàçìåííóþ ÷àñòîòó ωP èëè êðèòè÷å-
ñêóþ ïëîòíîñòü N0. Ïðè âîçáóæäåíèè ïàðöèàëüíûõ  
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ýëåêòðîííîé êîíöåíòðàöèè Ne îò òåì-
ïåðàòóðû T ðàñøèðÿþùåéñÿ ïëàçìåííîé ìèêðîñôåðû ÎÏ 

 

âîëí ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè ω ≤ ωP ýíåðãèÿ áó-
äåò êîíöåíòðèðîâàòüñÿ âíóòðè ñôåðû, à óìåíüøåíèå 
çàïàñåííîé ýíåðãèè, â ðåçóëüòàòå êîëëàïñà ïëàçìåí-
íîé ìèêðîñôåðû, ïðîèñõîäèò çà ñ÷åò ïåðåèçëó÷åíèÿ. 
Ïîâûøåíèåì äîáðîòíîñòè ïîâåðõíîñòíûõ ïàðöèàëü-
íûõ âîëí ìèêðîñôåðû çà ñ÷åò îòðàæàþùåãî ïîâåðõ-
íîñòíîãî ñëîÿ Äåáàÿ ìîæíî îáúÿñíèòü ïîÿâëåíèå 
ñèëüíûõ ïèêîâ è ìîäóëÿöèþ îòðàæåííîãî ëàçåðíî-
ãî èçëó÷åíèÿ [1]. Ïðèâåäåííûå ôîðìóëû (41)–(43) 
ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêóþ êîíöåíòðàöèþ 
ýëåêòðîíîâ N0 è òåìïåðàòóðó â ìèêðîî÷àãå ÎÏ, 
îïðåäåëÿþùóþ óñëîâèå ýêðàíèðîâàíèÿ ïàäàþùåãî 
ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ. 

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ôîðìóëû (32)–(40) ìîãóò 

áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îïèñàíèÿ ÎÏ â ïëàçìåííûõ 
ìèêðîðåçîíàòîðàõ, ïîâåðõíîñòü êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò 
ýêðàíèðóþùèé ñëîé Äåáàÿ, çàïèðàþùèé âíóòðè 

ìèêðîñôåðû èçëó÷åíèå ñ ÷àñòîòàìè ω ≤ ωP, ÷òî ñó-
ùåñòâåííî ðàñøèðÿåò îáëàñòü ïðèëîæåíèÿ äàííîãî 
èññëåäîâàíèÿ. 

Ïðèìå÷àòåëüíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ÿâëÿåòñÿ òî, 
÷òî ïîëó÷åííûå àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ àì-
ïëèòóä ïàðöèàëüíûõ âîëí âíóòðè ñôåðû (26), (27), 
(31), (32), (39), (40) ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü è ïðîèç-
âîäèòü òåñòîâûå îöåíêè èíòåãðàëüíûõ êîýôôèöèåí-
òîâ ïåðåêðûòèÿ ïàðöèàëüíûõ âîëí è ñîáñòâåííûõ 

÷àñòîò âíóòðè íåëèíåéíûõ ìèêðîñôåð, êîòîðûå èã-
ðàþò îñíîâíóþ ðîëü â ðåøåíèè ìíîãî÷èñëåííûõ çà-
äà÷ íåëèíåéíîé îïòèêè àýðîçîëÿ, ìèêðîðåçîíàòîðîâ 
è ðàñïðåäåëåííûõ ïëàçìåííûõ ñðåä (êîìáèíàöèîí-
íîå ðàññåÿíèå, ëàçåðíàÿ ãåíåðàöèÿ), ïîñêîëüêó îíè 
âõîäÿò â èíòåãðàëüíûå êîýôôèöèåíòû âçàèìîäåé-
ñòâèÿ âîëí, âû÷èñëåíèå êîòîðûõ îñîáåííî çàòðóäíè-
òåëüíî áåç óïðîùåíèÿ âèäà àìïëèòóä è ñîáñòâåííûõ 
ìîä [18]. 

Àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò  
è àìïëèòóä ïàðöèàëüíûõ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ìî-
æíî ïðèìåíèòü â ìåòîäàõ ïî îïðåäåëåíèþ ðàäèóñà 
è ãàçîâîãî ñîñòàâà ïëàçìåííîé ìèêðîñôåðû ïî ñïåê-
òðó ðàññåÿíèÿ ëàçåðíîé íàêà÷êè [15]. Ðåçóëüòàòû 

ðàáîòû ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ðàçâèòèÿ ìå-
òîäîâ äèñòàíöèîííîãî ñïåêòðîõèìè÷åñêîãî àíàëèçà 
àýðîçîëüíîãî è ãàçîâîãî êîìïîíåíòîâ àòìîñôåðû, ïðè 

èññëåäîâàíèè êðóïíûõ ñôåðè÷åñêèõ îáëàñòåé ÎÏ, 
ôîðìèðóþùèõñÿ â îêðåñòíîñòè êàæäîé çàòðàâî÷íîé 
ñóáìèêðîííîé àýðîçîëüíîé ÷àñòèöû, è äëÿ ïîâûøå-
íèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè îïòè÷åñêèõ ìåòîäîâ âèçóàëèçà-
öèè ïðè ïîäñ÷åòå ñóáìèêðîííûõ è ìèêðîííûõ ÷àñòèö. 
  Ïðèâåäåííûå â ñòàòüå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû âû-
ïîëíåíû ïî ðàçðàáîòàííûì àâòîðîì ïðîãðàììàì íà 
FORTRAN è «Matlab». 
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M.V. Jouravlev. Energy characteristics of discharge in laser plasma microsphere. 
On the basis of Debye’s asymptotic representation of the spherical eigenmodes in the Mie theory of scat-

tering by a plasma microsphere, the electromagnetic energy characteristics of the laser plasma discharge in micro-
sphere are considered. In this representation, the stored electromagnetic energy and the spatial energy distribution 

inside the laser plasma microspheres are calculated, and the dependence of Debye’s radius of the plasma micro-
sphere on the temperature is determined. The results can be employed for the determination of energy characte- 
ristics of oscillating gas bubbles in liquids, collapsed plasma microspheres and laser plasma microresonators. 
 

 


