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Ïðåäñòàâëåíî ðàçâèòèå ìåòîäèêè ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè àòìîñôåðû, îêåàíà è îõðàíû îêðóæàþùåé 
ñðåäû. Íîâûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëåííûå àëãîðèòìû ïîëó÷åíèÿ îïòèìàëüíûõ îöåíîê ïðîãíîçèðóåìûõ 
õàðàêòåðèñòèê ñ ó÷åòîì íåîïðåäåëåííîñòåé. Ïîñëåäíèå ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îøèáêè ìîäåëåé, ïàðà-
ìåòðîâ è âõîäíûõ äàííûõ. Ôóíêöèè íåîïðåäåëåííîñòåé ÿâíî ââîäÿòñÿ â ñèñòåìó ìîäåëèðîâàíèÿ. Èäåÿ ïðåä-
ëàãàåìîãî ïîäõîäà áàçèðóåòñÿ íà ñïåöèàëüíîé îðãàíèçàöèè âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà äëÿ íåëèíåéíûõ ìîäå-
ëåé èçó÷àåìûõ ïðîöåññîâ, êîòîðûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â îáîáùåííîé âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêå. Äëÿ ýòîãî 
öåëåâîé ôóíêöèîíàë äîïîëíÿåòñÿ ôóíêöèîíàëàìè, âûðàæàþùèìè ñóììàðíóþ ìåðó âñåõ íåîïðåäåëåííîñòåé 
è, ïðè íàëè÷èè äàííûõ íàáëþäåíèé, ìåðó îòêëîíåíèé ìåæäó èçìåðåííûìè âåëè÷èíàìè è ðàññ÷èòàííûìè ñ ïîìî-
ùüþ ìîäåëåé îáðàçàìè ýòèõ âåëè÷èí. Îïèñàíà ñòðóêòóðà âû÷èñëèòåëüíîé òåõíîëîãèè, èñïîëüçóþùåé óíè-
âåðñàëüíûé àëãîðèòì ïðÿìîãî-îáðàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäèêè. Ïðåäëàãàåìûå àëãîðèòìû 
ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ îðãàíèçàöèè àäàïòèâíûõ (èëè íàïðàâëåííûõ) ñòðàòåãèé ìîíèòîðèíãà 
è îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ èçìåíåíèé êà÷åñòâà àòìîñôåðû. 

 
 

Ââåäåíèå 
 

Ïðîáëåìà îöåíîê íåîïðåäåëåííîñòè â ìàòåìàòè-
÷åñêèõ ìîäåëÿõ ñóùåñòâóåò ñ ìîìåíòà âîçíèêíîâåíèÿ 
ñàìèõ ìîäåëåé è ïîñòàíîâîê çàäà÷ ïðîãíîçà íà èõ 
îñíîâå. Èñòî÷íèêàìè íåîïðåäåëåííîñòåé, êîòîðûå âñå-
ãäà ïðèñóòñòâóþò â ìîäåëÿõ, ÿâëÿþòñÿ íåñîâåðøåí-
ñòâî çíàíèé î ñàìèõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññàõ, ïîãðåø-
íîñòè ÷èñëåííûõ ñõåì è àëãîðèòìîâ èõ ðåàëèçàöèè 

è ïîãðåøíîñòè çàäàíèÿ âõîäíûõ äàííûõ. Îñíîâíûì 

èñòî÷íèêîì èíôîðìàöèè äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïðî-
ãíîçà è äëÿ îöåíîê íåîïðåäåëåííîñòåé ÿâëÿþòñÿ äàí-
íûå íàáëþäåíèé. Â ñâîþ î÷åðåäü, ïðèâëå÷åíèå äàííûõ 

ìîíèòîðèíãà î íàáëþäàåìîì ïîâåäåíèè èçó÷àåìûõ 
ïðîöåññîâ äîáàâëÿåò äðóãèå íåîïðåäåëåííîñòè, ñâÿ-
çàííûå ñ ïîãðåøíîñòüþ èçìåðåíèé è íåòî÷íîñòüþ 
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè, èñïîëüçóåìîé äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ îáðàçîâ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. 

Â ïîñëåäíèå ãîäû àêòèâíî ðàçâèâàþòñÿ ðàçëè÷-
íûå ïîäõîäû ê îöåíêå íåîïðåäåëåííîñòåé è ïðåäëà-
ãàþòñÿ ñïîñîáû îñëàáëåíèÿ èõ âëèÿíèÿ íà êà÷åñòâî 
ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Ñóùåñòâåííóþ ðîëü â ýòèõ ïîäõî-
äàõ èãðàþò ìåòîäû ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé, ðàçðà-
áîòàííûå Ã.È. Ìàð÷óêîì [1]. Ïðèìåíèòåëüíî ê ìî-
äåëÿì ïðîãíîçà ïîãîäû íàèáîëüøèé ïðîãðåññ äîñ-
òèãíóò â ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ óëó÷øåíèÿ íà÷àëüíîãî 
ñîñòîÿíèÿ ïðîãíîçèðóåìûõ ïîëåé è ôîðìèðîâàíèÿ 
ïðîãíîñòè÷åñêèõ àíñàìáëåé. Àêòèâèçèðóþòñÿ ðàáîòû 
ïî ìåòîäàì òåîðèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè è óñâîåíèÿ äàí-
íûõ äëÿ àíàëèçà îøèáîê ïðîãíîçà è ôîðìèðîâàíèÿ 

àäàïòèâíûõ ñòðàòåãèé ìîíèòîðèíãà. Îïèñàíèå îñíîâ-
íûõ ïîäõîäîâ è îáçîð ëèòåðàòóðû ïî ýòèì íàïðàâëå-
íèÿì ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [2–7]. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí íîâûé ýòàï  

â ðàçâèâàåìîé íàìè ìåòîäèêå ìîäåëèðîâàíèÿ [8–15]. 
Èäåÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà áàçèðóåòñÿ íà ñïåöè-
àëüíîé îðãàíèçàöèè âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ äëÿ 

ðåøåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ çàäà÷ ýêîëîãèè è êëèìàòà 
íà áàçå íåëèíåéíûõ ìîäåëåé äèíàìèêè àòìîñôåðû, 
îêåàíà è îõðàíû îêðóæàþùåé ñðåäû. Ìîäåëè ïðî-
öåññîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ â îáîáùåííîé âàðèàöèîííîé 

ôîðìóëèðîâêå, â êîòîðóþ ÿâíî è àääèòèâíî ââîäÿòñÿ 

ôóíêöèè íåîïðåäåëåííîñòåé. Öåëåâîé ôóíêöèîíàë 
äîïîëíÿåòñÿ ôóíêöèîíàëàìè, âûðàæàþùèìè ñóììàð-
íóþ ìåðó âñåõ íåîïðåäåëåííîñòåé è, ïðè íàëè÷èè 
äàííûõ íàáëþäåíèé, îöåíêó îòêëîíåíèé ìåæäó èç-
ìåðåííûìè âåëè÷èíàìè è èõ îáðàçàìè, ðàññ÷èòàííûìè 

â òåðìèíàõ ôóíêöèé ñîñòîÿíèÿ. Äàëåå ôîðìèðóåòñÿ 

ðàñøèðåííûé ôóíêöèîíàë è ñ ïîìîùüþ âàðèàöèîí-
íîãî ïðèíöèïà êîíñòðóèðóåòñÿ óíèâåðñàëüíûé àëãî-
ðèòì ïðÿìîãî-îáðàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, âêëþ÷àþ-
ùèé àëãîðèòìû ðàñ÷åòà ôóíêöèé ÷óâñòâèòåëüíîñòè 
è íåîïðåäåëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ. 

Ïðè ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè îñíîâíûõ è ñî-
ïðÿæåííûõ ôóíêöèé, ôóíêöèé íåîïðåäåëåííîñòè  
è ÷óâñòâèòåëüíîñòè ñòðîÿòñÿ îïòèìàëüíûå àëãîðèò-
ìû ïðîãíîçèðîâàíèÿ è ïëàíèðîâàíèÿ íàïðàâëåííîãî 
àäàïòèâíîãî ìîíèòîðèíãà ýâîëþöèè ïðèðîäíûõ ïðî-
öåññîâ. Ïðè÷åì ôóíêöèè íåîïðåäåëåííîñòè âíîñÿò 
ðåãóëÿðèçèðóþùèé ýôôåêò â àëãîðèòìû. Ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷è ïðîãíîçà ñ óñâîåíèåì äàííûõ íàáëþäåíèé 

ñòåïåíü âëèÿíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé óìåíüøàåòñÿ. Ïðè 

íåäîñòàòî÷íîé îñâåùåííîñòè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ìî-
äåëè íàáëþäåíèÿìè îò ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìû ìî-
íèòîðèíãà èëè ïðè îòñóòñòâèè íàáëþäåíèé âîîáùå ïî 
ôóíêöèÿì íåîïðåäåëåííîñòåé ìîæíî èäåíòèôèöèðîâàòü 
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ðàéîíû, ãäå ñëåäóåò ðàçìåùàòü ñòàíöèè àäàïòèâíîé 
(ïîäâèæíîé) ñèñòåìû ìîíèòîðèíãà. 

Âûñîêàÿ ýôôåêòèâíîñòü ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé 
ìîíèòîðèíãà ñîñòàâà àòìîñôåðû ñ ïîìîùüþ ôèêñè-
ðîâàííûõ íàáëþäàòåëüíûõ ïðîãðàìì è ïîäâèæíûõ 
ñðåäñòâ ìîíèòîðèíãà äîêàçàíà íà ïðàêòèêå [16–20]. 
Ïîäâèæíûå ñðåäñòâà áîëåå ïðèñïîñîáëåíû äëÿ îð-
ãàíèçàöèè íàïðàâëåííîãî ìîíèòîðèíãà ïî çàäàííûì 
öåëåâûì êðèòåðèÿì. Ïðåäëàãàåìûå çäåñü àëãîðèò-
ìû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ îðãàíè-
çàöèè òàêèõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé. 

 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è 
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ìåííîé ýâîëþöèè èçó÷àåìûõ ïðîöåññîâ ôîðìàëüíî 
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ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ. Ïðè ïîñòðîåíèè àëãî-
ðèòìîâ â ñîñòàâ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ óäîáíî âêëþ-
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Ââåäåì ñîâîêóïíîñòü öåëåâûõ è óïðàâëÿþùèõ 
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ôóíêöèé îïðåäåëèì, èñõîäÿ èç ñëåäóþùèõ ñîîáðà-
æåíèé. 
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Çäåñü Φk – öåëåâîé ôóíêöèîíàë âèäà (4), à ôóíê-
öèîíàë 
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ïðåäñòàâëÿåò èíòåãðàëüíîå òîæäåñòâî äëÿ îïèñàíèÿ 

ìîäåëè â âàðèàöèîííîé ôîðìóëèðîâêå; αi ≥ 0, 0,4i =  – 

âåñîâûå êîýôôèöèåíòû. Âåðõíèé èíäåêñ h çäåñü  
è äàëåå îáîçíà÷àåò äèñêðåòíûå àíàëîãè ñîîòâåòñò-
âóþùèõ îáúåêòîâ. Ïîñëåäíèå ÷åòûðå ôóíêöèîíàëà 
â (6) îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé 
ýíåðãåòè÷åñêîãî òèïà. Ñòðóêòóðà âñåõ ôóíêöèîíà-
ëîâ â (6) îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëîé (4). Èõ èíäèâèäó-
àëüíîñòü âûðàæàåòñÿ êîíêðåòíûì çàäàíèåì îöåíè-
âàåìûõ è âåñîâûõ ôóíêöèé. Ôóíêöèîíàë èíòåãðàëü-
íîãî òîæäåñòâà (7) âûáåðåì òàê, ÷òîáû ïðè ϕ* = ϕ 
èç (7) ïîëó÷àëîñü óðàâíåíèå áàëàíñà ïîëíîé ýíåð-
ãèè ñèñòåìû (1). Â íàáëþäàòåëüíîé ÷àñòè ôóíêöèî-
íàëà, ñîäåðæàùåé ôóíêöèþ η èç (3), ó÷èòûâàþòñÿ 
âñå äîñòóïíûå äàííûå íàáëþäåíèé ϕm è ψm. 

Âåñîâûå ìàòðèöû Wi â ôóíêöèîíàëàõ (6) îï-
ðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

4. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 6. 

(6)

(4)
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 , 1,4,
ii i WW W i= χ =�   (8) 

ãäå iW�  – äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, çàäàþùèå ýíåðãå-

òè÷åñêóþ ìåòðèêó ïî ôèçè÷åñêîìó ñîäåðæàíèþ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ ôóíêöèé; χWi

 – äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû, 
ýëåìåíòû êîòîðûõ âûðàæàþò ìåðû Ðàäîíà è Äèðàêà. 
Îíè èìåþò òàêîé æå ñìûñë, êàê è ìåðû â îïðåäåëå-
íèè ôóíêöèîíàëîâ (4). Ïðè òàêîì ñïîñîáå çàäàíèÿ 
âåñîâûõ ôóíêöèé è ìåð âñå ôóíêöèîíàëû äëÿ äèñêðåò-
íûõ è ðàñïðåäåëåííûõ õàðàêòåðèñòèê ñòðîÿòñÿ ïî 

åäèíîìó ïðàâèëó. Ýòî âàæíî ïðè ïîñòðîåíèè è ðåà-
ëèçàöèè àäàïòèâíûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå äîëæíû 

ðàáîòàòü â ðåæèìå ñëåæåíèÿ çà ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé äèíàìèêîé íîñèòåëåé ðàçëè÷íûõ èíôîð-
ìàöèîííûõ ïîëåé. 
 

Óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì ïðÿìîãî- 
îáðàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ 

 

Ñëåäóÿ [11, 12], ïîñòðîèì ñõåìó óíèâåðñàëüíîãî 
àëãîðèòìà ïðÿìîãî-îáðàòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ êî-
ëè÷åñòâåííîé îöåíêîé ôóíêöèé íåîïðåäåëåííîñòåé. 
Íå âäàâàÿñü â îïèñàíèå âñåõ äåòàëåé âû÷èñëèòåëü-
íîé òåõíîëîãèè, ïðåäñòàâèì òîëüêî åå îñíîâíûå ýëå-
ìåíòû, ðåàëèçóþùèå óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ðàñ-
øèðåííîãî ôóíêöèîíàëà (6) ïî îòíîøåíèþ ê âàðèà-
öèÿì åãî ôóíêöèîíàëüíûõ àðãóìåíòîâ / 0∂Φ ∂ =�

h
s  

*( , , , , ).=ϕ ϕ ξ ζs r  Â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì 

  1) ñèñòåìó îñíîâíûõ óðàâíåíèé: 

 ( , ) 0;
h

G
t

∂⎧ ⎫
+ − − =⎨ ⎬

∂⎩ ⎭
Y f r

ϕ
ϕ  (9) 

2) ñèñòåìó ñîïðÿæåííûõ óðàâíåíèé: 

( ) ( )
**

* *

0 1 1, ( ) 0;

h

k H
A W H

t

⎧ ⎫⎛ ⎞∂ ∂Φ ∂⎪ ⎪
− + +α +α − =⎨ ⎬⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎪ ⎪⎩ ⎭

Y
ϕ

ϕ ϕ Ψ ϕ
ϕ ϕ

 

  (10) 

 *( , ) 0;t =xϕ   (11) 

3) ñèñòåìó óðàâíåíèé äëÿ îöåíîê íåîïðåäåëåí-
íîñòåé: 

 *

2 2 ( , ) 0,W tα − =r xϕ  (12) 

 *

3 3 ( ,0) 0,Wα − =xξ ϕ  (13) 

 4 4 0 0.

h h
k I

W
∂Φ ∂

α + α + =
∂ ∂Y Y

ζ   (14) 

Â óðàâíåíèè (10) A* – îïåðàòîð, ñîïðÿæåííûé 
ïî îòíîøåíèþ ê ëèíåàðèçîâàííîìó ïî Ãàòî îïåðà-
òîðó ìîäåëè (1) â äèñêðåòíîì ïðåäñòàâëåíèè (9). 
Âåðõíèé èíäåêñ «*» îòìå÷àåò ñîïðÿæåííûå (òðàíñ-
ïîíèðîâàííûå) îïåðàòîðû è ôóíêöèè èç ñîïðÿæåí-
íîãî ïðîñòðàíñòâà. Â óðàâíåíèè (14) ó÷èòûâàþòñÿ 
òîëüêî òå ñîñòàâëÿþùèå ôóíêöèé ÷óâñòâèòåëüíîñòè, 
êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ïàðàìåòðàì ñ ÿâíûì ó÷åòîì 
íåîïðåäåëåííîñòåé â ñîñòàâå ôóíêöèîíàëîâ 

h
kΦ�  è 

.

h
I  

Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷ (9)–(14) ïîëó÷èì ñîîòíîøå-
íèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè  

 { }*

0
( , ) ( , ) ( , , )

=

∂
δΦ = Φ + δ + + δ ≡

∂
ϕ ϕ ϕ ϕY Y Y Y Y

h h h
k k k

a
a I a

a
 

 , ,

h
k

⎛ ⎞∂Φ
≡ δ⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

Y
Y

 (15) 

ãäå a – âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð; *

kϕ  – ðåøåíèå çàäà-

÷è (10) ñ ôóíêöèîíàëîì Φk. Â îòëè÷èå îò (14) â ñî-
îòíîøåíèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè (15) ó÷òåíû âñå ñëàãàå-
ìûå ñ âàðèàöèÿìè âñåõ õàðàêòåðèñòèê, îòíåñåííûõ 
ê êàòåãîðèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. 
 

Óðàâíåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè 
 

Íà ïðàêòèêå öåëåâûå ôóíêöèîíàëû (4) óäîáíî 
âûáèðàòü â âèäå ñóììû ïàð ñëàãàåìûõ: 

 ( , ) ( ) ( ).k ks kpΦ =Φ +ΦY Yϕ ϕ  (16) 

Êîíêðåòíî ïàðàìåòðè÷åñêóþ ÷àñòü ôóíêöèîíàëà 
ìîæíî âçÿòü â âèäå 

 ( )
2

(1)
1

1

( ) 0,5 grad –
=

⎧⎪ ⎛Φ = γ Γ +⎨ ⎜
⎝⎪⎩

∑∫Y �

t

N

i ikp ip

iD

Y Y   

 ( )
2

(2)
2 – .

⎫⎪⎞+ γ Γ ⎬⎟
⎠⎪⎭

�

i iip Y Y dDdt  (17) 

Çäåñü iY
�  – çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, âû÷èñëåííûå ïî 

ñõåìàì ôèçè÷åñêîé ïàðàìåòðèçàöèè ìîäåëåé (íàïðè-
ìåð, êîýôôèöèåíòû òóðáóëåíòíîñòè ïî ñõåìå Ñìàãî-
ðèíñêîãî); γ1, γ2 ≥ 0 – âåñîâûå ìíîæèòåëè; ( )

ip
α

Γ  – 

ïîëîæèòåëüíûå äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû ìàñøòàáè-
ðóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ è âåñîâ, ïîñòðîåííûå ïî 
îáðàçöó ìàòðèö (8); N – îáùåå ÷èñëî ïàðàìåòðîâ. 
  Ñëåäóÿ [10], ïîñòðîèì ñèñòåìó óðàâíåíèé îá-
ðàòíîé ñâÿçè äëÿ óòî÷íåíèÿ ïàðàìåòðîâ, èñõîäÿ èç 
óñëîâèé ìèíèìèçàöèè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà è ñî-
îòíîøåíèé ÷óâñòâèòåëüíîñòè (15): 

 1 ( , )
,i k

i

i

Y

t Y

−

∂ ∂Φ
= −κΓ

∂ ∂

Yϕ
 1, ;=i N  

 ( , )/ , ,
∂Φ ∂Φ⎛ ⎞

κ ≅ Φ ⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠

ϕ Y
Y Y

k k
k  

κ – èòåðàöèîííûé ïàðàìåòð; Γi – ìàòðèöà ôîðìèðî-
âàíèÿ ìåòðèêè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Ïðè âû-
áîðå öåëåâûõ ôóíêöèîíàëîâ â âèäå (16), (17) óðàâ-
íåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè èìåþò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: 
 

 
*

1 ( , , )
– –−

⎧∂ ∂⎪
= κΓ γ⎨

∂ ∂⎪⎩

ϕ ϕY
h

i
i

i

Y I

t Y
 

 ( ) ( )(1) (2)
1 2– div grad – – .

⎫⎪
γ Γ + γ Γ ⎬

⎪⎭

� �

i i i iip ipY Y Y Y   (19) 

Âñå ÷èñëåííûå ñõåìû äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ çàäà÷ 
(9)–(19) ïîðîæäåíû âàðèàöèîííûì ïðèíöèïîì äëÿ 

(18)
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îöåíîê ôóíêöèîíàëà (6). Ñïîñîá èõ ïîñòðîåíèÿ 
ãàðàíòèðóåò âçàèìíóþ ñîãëàñîâàííîñòü âñåõ ýëå-
ìåíòîâ àëãîðèòìà. Â îáùåì ñëó÷àå êîìïëåêñ çàäà÷ 
(9)–(19) ðåøàåòñÿ èòåðàöèîííûìè ìåòîäàìè. Ôóíê-
öèîíàëû, âõîäÿùèå â ñîñòàâ (6), àïïðîêñèìèðóþò-
ñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè è ðàñ-
ùåïëåíèÿ. Óðàâíåíèÿ (19) ðåøàþòñÿ òàêæå ñ ïî-
ìîùüþ ñõåì ðàñùåïëåíèÿ, ñîãëàñîâàííûõ ñ îáùåé 
ñòðóêòóðîé àëãîðèòìà. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî åñëè 
«îêíà» óñâîåíèÿ äàííûõ âçÿòü ðàâíûìè èíòåðâàëàì 
äèñêðåòèçàöèè ìîäåëåé ïî âðåìåíè, òî â ýòîì ñëó-
÷àå ïîëó÷àþòñÿ ïðÿìûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ 
(9)–(19) â ðåæèìå ðåàëüíîãî âðåìåíè. Íåêîòîðûå 
ìîäèôèêàöèè òàêèõ àëãîðèòìîâ îïèñàíû â [13]. 

 

Àëãîðèòìû äèàãíîñòèêè êà÷åñòâà  

ìîäåëè è ëîêàëèçàöèè ïîäâèæíûõ 

ñòàíöèé ìîíèòîðèíãà 
 

1. Àäàïòèâíàÿ ñòðàòåãèÿ ìîíèòîðèíãà 
äëÿ óìåíüøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè 

 ïðîãíîçà 
 

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â èíòåðâàëå 
[0, ]t  îòñóòñòâóþò äàííûå ôèêñèðîâàííîé ñèñòåìû 

íàáëþäåíèé {ψm}. Îïðåäåëèì â îáëàñòè îöåíèâàíèÿ 
v

tD  ïðîãíîñòè÷åñêèé ôóíêöèîíàë òèïà (4). Êîí-

êðåòíî, ïîëîæèì â (6) α0 = 1, α1 = 0 è âîçüìåì ôóíê-
öèþ Fk â âèäå 

 ( ) ( )( )( , ) 0,5 a ak kF W= − −Yϕ ϕ ϕ ϕ ϕ  (20) 

è ( , ) 0k tχ >x  ïðè ( , ) ,vtt D∈x  ãäå ( , )
a

txϕ  – çàäàííàÿ 

àïðèîðíàÿ îöåíêà èñêîìîé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ â ;
v

tD  

Wk – âåñîâàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Åå ýëåìåíòû 
îïðåäåëÿþò ìàñøòàáíûå ìíîæèòåëè â çàïèñè ôîð-
ìóëû (20), êîòîðàÿ îïèñûâàåò ýíåðãèþ âîçìóùåíèé 
ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ â .

v

tD  

Âûïîëíèì îäèí öèêë âû÷èñëåíèé ïî ñõåìå 
(9)–(15) ñ àïðèîðíî çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè âõîäíûõ 
äàííûõ: 

 { }0, ( ); , , 0, 0, 0 .
a a a a a a a

= = =x Y f rϕ ϕ ζ ξ  

Â êà÷åñòâå âûõîäíîé èíôîðìàöèè ïîëó÷àåì ñî-
âîêóïíîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèé 

  { }*( , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )t t t t tx x r x x xϕ ϕ ξ ζ   

è ïîëíûé íàáîð ôóíêöèé ÷óâñòâèòåëüíîñòè { / } ,∂Φ ∂Y
h

ik  

1, ,=i N  âõîäÿùèõ â ñîîòíîøåíèå ÷óâñòâèòåëüíîñòè (15). 

  Âñå ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäÿ èç òðå-
áîâàíèé îïòèìàëüíîñòè îöåíêè ïðîãíîñòè÷åñêîãî 
ôóíêöèîíàëà (4), (20). Îïòèìàëüíîñòü ïîíèìàåòñÿ 
â òîì ñìûñëå, ÷òî âåëè÷èíà âàðèàöèè îöåíèâàåìîãî 
ôóíêöèîíàëà íå çàâèñèò îò âàðèàöèé δϕ(x, t) ôóíê-
öèè ϕ â îáëàñòè .

v

tD  ×èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ íàõîæ-

äåíèÿ ôóíêöèè ϕ(x, t) ñòðîèòñÿ èç óñëîâèé, ÷òîáû 

çíà÷åíèÿ âàðèàöèé h
kδΦ�  è *( , , )h

Iδ Yϕ ϕ  ôóíêöèîíà-

ëîâ (6) è (7) íå çàâèñåëè îò âàðèàöèé δϕ* ôóíêöèé 

ϕ*(x,t) è îò âàðèàöèé ôóíêöèé íåîïðåäåëåííîñòåé. 
Èç óðàâíåíèé (9) è (12) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè íå-
îïðåäåëåííîñòè ìîäåëè r ñ òî÷íîñòüþ äî âåñîâûõ 

ìàòðèö è êîýôôèöèåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ðåøå-
íèå ñîïðÿæåííûõ çàäà÷, ïîðîæäàåìûõ âàðèàöèîííûì 

ïðèíöèïîì äëÿ ðàñøèðåííîãî ôóíêöèîíàëà. Ïðè 
ýòîì íåâàæíî, èìåþòñÿ äàííûå íàáëþäåíèé èëè íåò. 
Â îáùåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî òîëüêî íàëè÷èÿ ïðîãíî-
çèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà Φk. Ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé 
çàäà÷è 

* ( , )k txϕ  ó÷àñòâóåò òàêæå ïðè ðàñ÷åòå ôóíêöèé 

÷óâñòâèòåëüíîñòè Φk ê âàðèàöèÿì δY ïàðàìåòðîâ Y 
â àëãîðèòìàõ (15), (17) è (18). Íàïîìíèì, ÷òî ïðè 
ïîñòðîåíèè àëãîðèòìîâ â ñîñòàâ ïàðàìåòðîâ ìû âêëþ-
÷àåì èñòî÷íèêè f(x, t), íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è íåîä-
íîðîäíîñòè êðàåâûõ óñëîâèé.  

Êàê ôóíêöèè íåîïðåäåëåííîñòè, òàê è ôóíêöèè 
÷óâñòâèòåëüíîñòè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ÷åðåç îäíè è òå æå 

ôóíêöèè 
*

,kϕ  ïîñòðîåííûå äëÿ ðàçëè÷íûõ , 1, .k k KΦ =  

Òåì íå ìåíåå èõ öåëåâîå íàçíà÷åíèå ìîæåò èìåòü 
ñâîè îñîáåííîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ïðèìåíåíèå ôóíêöèé 
÷óâñòâèòåëüíîñòè ãëàâíûì îáðàçîì íàïðàâëåíî íà 
èññëåäîâàíèå òåíäåíöèé â ïîâåäåíèè ôóíêöèîíàëîâ 

â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Ýòî òðåáóåòñÿ äëÿ èäåí-
òèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ, èñòî÷íèêîâ, íà÷àëüíûõ è êðàå-
âûõ óñëîâèé è ò.ä. Ôóíêöèè íåîïðåäåëåííîñòåé âû-
ðàæàþò îøèáêè ïðè óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè ïðîãíî-
çèðóåìûõ õàðàêòåðèñòèê è èñïîëüçóþòñÿ äëÿ àíàëèçà 
ñèñòåìû â öåëîì è äëÿ îðãàíèçàöèè àäàïòèâíûõ 
ñòðàòåãèé ìîíèòîðèíãà. Íàïðèìåð, åñëè ñòàâèòñÿ 
çàäà÷à îðãàíèçîâàòü àäàïòèâíóþ ñõåìó ðàçìåùåíèÿ 
ìîáèëüíûõ ñðåäñòâ ìîíèòîðèíãà äëÿ óìåíüøåíèÿ 
íåîïðåäåëåííîñòåé ïðîãíîçà, òî äëÿ ýòèõ öåëåé íàè-
áîëåå ïîäõîäÿùèìè ìîãóò áûòü îáëàñòè ñ ïîâûøåí-
íûìè çíà÷åíèÿìè ôóíêöèé íåîïðåäåëåííîñòè è ÷óâ-
ñòâèòåëüíîñòè. Ýòî îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî âñå ôóíê-
öèè ïîëó÷àþòñÿ èç óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè îöåíîê 
îáîáùåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïðîãíîçà. 

 
2. Ðàçìåùåíèå ïîäâèæíûõ ñðåäñòâ  

ìîíèòîðèíãà â äîïîëíåíèå  
ê ôèêñèðîâàííîé ïðîãðàììå íàáëþäåíèé 

 

Ðàññìîòðèì ñèòóàöèþ, êîãäà â èíòåðâàëå [0, ]t  

ïîñòóïàþò äàííûå ñ íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè ñòàöèî-
íàðíûõ ñòàíöèé ìîíèòîðèíãà, ðàñïîëîæåííûõ â ,

m

tD  

è òðåáóåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó îá àäàïòèâíîì ðàçìåùåíèè 

äîïîëíèòåëüíûõ ïîäâèæíûõ ñðåäñòâ íàáëþäåíèé. 
  Çàäà÷è òàêîãî òèïà óäîáíî ðåøàòü â äâà ýòàïà. 
Íà ïåðâîì ýòàïå ôîðìèðóåòñÿ ðàñøèðåííûé ôóíê-
öèîíàë (6), â òðåòüåì ñëàãàåìîì êîòîðîãî ó÷èòûâàþòñÿ 

âñå äîñòóïíûå äàííûå íàáëþäåíèé ñ âåñîì α1 = 1,  
à öåëåâîé ôóíêöèîíàë Φk èñêëþ÷àåòñÿ (α0 = 0). Ïðè 
òàêèõ èñõîäíûõ ïðåäïîñûëêàõ ðåøàåòñÿ çàäà÷à 
ïðîãíîçà-óñâîåíèÿ ïî ñõåìå (9)–(20). Ðàññ÷èòûâà-
þòñÿ âñå ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè è íåîïðåäåëåí-
íîñòè, êàê è â ï. 1. Ïî êîíôèãóðàöèè è äèàïàçîíàì 
çíà÷åíèé ôóíêöèé ÷óâñòâèòåëüíîñòè èäåíòèôèöè-
ðóþòñÿ îáëàñòè â Dt ñ çàäàííûì óðîâíåì íàáëþ-
äàåìîñòè ñî ñòàíöèé ìîíèòîðèíãà. Îáîçíà÷èì èõ êàê 

.

H

t tD D∈  Â òàêèõ îáëàñòÿõ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû 

4.* 
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óñâîåíèÿ äàííûõ ìîæíî âîññòàíîâèòü íåîáõîäèìóþ 
äëÿ ïðîãíîçà ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííóþ ñòðóêòóðó 
ïåðåìåííûõ ñîñòîÿíèÿ è ïàðàìåòðîâ, îáåñïå÷èâàþ-
ùèõ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå «íàáëþäàòåëüíîãî» ôóíê-
öèîíàëà êà÷åñòâà. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äîïîëíèòåëü-
íûå íàáëþäåíèÿ öåëåñîîáðàçíî ðàçìåùàòü â îáëàñòè 

/ ,A h H
t t tD D D=  ò.å. âíå îáëàñòè íàáëþäàåìîñòè .

H

tD  

  Òåïåðü ìîæíî ïåðåõîäèòü ê ñëåäóþùåìó ýòàïó. 
Çäåñü ðåøàåòñÿ çàäà÷à ïðîãíîçà-óñâîåíèÿ äàííûõ  
ñ ôóíêöèîíàëàìè êà÷åñòâà (6) ïðè α0 = 1 è α1 = 1 
ïî ñõåìå (9)–(19), êàê è â ï. 1. Â ðåçóëüòàòå îïðå-
äåëÿþòñÿ ôàçîâûå ïðîñòðàíñòâà çíà÷åíèé ôóíêöèé 
ñîñòîÿíèÿ, ôóíêöèé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è ôóíêöèé íå-
îïðåäåëåííîñòè â îáëàñòè .

h
tD  Èäåíòèôèöèðîâàííàÿ 

íà ïåðâîì ýòàïå îáëàñòü íàáëþäàåìîñòè 
H
tD  èìååò 

ãàðàíòèðîâàííóþ ñòåïåíü «îñâåùåííîñòè» äàííûìè 
íàáëþäåíèé îò ôèêñèðîâàííûõ ñòàíöèé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, äëÿ àäàïòèâíîãî ðàçìåùåíèÿ ïîäâèæíûõ 
íàáëþäåíèé ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü êðèòåðèé âûáîðà 
ëîêàëèçàöèè èçìåðåíèé â ïîäîáëàñòÿõ ïîâûøåííûõ 
çíà÷åíèé ôóíêöèé íåîïðåäåëåííîñòè è ÷óâñòâè-
òåëüíîñòè â .

A h
t tD D⊂  Èäåÿ àëãîðèòìà àäàïòèâíîé 

îðãàíèçàöèè íàáëþäåíèé, èñõîäÿ èç óñëîâèé ìèíè-
ìèçàöèè ôóíêöèé íåîïðåäåëåííîñòåé â îáëàñòÿõ, íå 
íàáëþäàåìûõ ñ ïîìîùüþ ôèêñèðîâàííûõ ñèñòåì 
ìîíèòîðèíãà, ïðèíàäëåæèò À.Â. Ïåíåíêî (ïåðñî-
íàëüíîå ñîîáùåíèå). 

 

3. Ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè  
è íåîïðåäåëåííîñòè  

â ñèñòåìå ìîäåëèðîâàíèÿ 
 

Îíè èãðàþò êëþ÷åâóþ ðîëü â îðãàíèçàöèè ïðÿ-
ìûõ è îáðàòíûõ ñâÿçåé ìåæäó ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû 
è öåëåâûìè ôóíêöèîíàëàìè. Ýòî âèäíî èç ñèñòåìû 
óðàâíåíèé (9)–(19) ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ïðî-
ãíîçà è óñâîåíèÿ äàííûõ íàáëþäåíèé. 

Â ñòàâøèõ óæå òðàäèöèîííûìè âàðèàöèîííûõ 
ìåòîäàõ óñâîåíèÿ äàííûõ, â ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöè-
ÿõ ðåàëèçóåòñÿ ñõåìà, âïåðâûå ïðåäëîæåííàÿ â [9]. 
Â íåé öåëåâîé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ìèíèìèçèðóåò-
ñÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè, îïèñûâàþùåé íà÷àëüíîå 
ñîñòîÿíèå ϕ0(x). Ïðè ýòîì îáðàòíàÿ ñâÿçü ðåàëèçó-
åòñÿ òîëüêî ÷åðåç ðåøåíèå ñîïðÿæåííîé çàäà÷è ïðè 
t = 0: ϕ*(x, 0). ßâíîå ââåäåíèå â ñòðóêòóðó ìîäåëåé 
è ïàðàìåòðîâ ôóíêöèé íåîïðåäåëåííîñòåé êîðåííûì 

îáðàçîì ìåíÿåò äåëî. ×åðåç ôóíêöèþ íåîïðåäåëåí-
íîñòè r â ðåæèì îáðàòíîé ñâÿçè íåïîñðåäñòâåííî 

âêëþ÷àåòñÿ âñå 4-ìåðíîå ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî çíà-
÷åíèé ôóíêöèè ϕ*(x, t), à ÷åðåç ôóíêöèþ íåîïðåäå-
ëåííîñòè ïàðàìåòðîâ ζ – âñå ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëü-
íîñòè öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà ê âàðèàöèÿì ïàðàìåòðîâ. 
  Ââåäåíèå ôóíêöèé íåîïðåäåëåííîñòè âíîñèò íî-
âîå êà÷åñòâî â ñèñòåìó ìîäåëèðîâàíèÿ â öåëîì. Ðå÷ü 

èäåò î ðåãóëÿðèçàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. 
×òîáû ïðîäåìîíñòðèðîâàòü èäåþ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî 
ôàêòà, ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà îïåðàòîðû ìîäåëåé 
ïðîöåññîâ è ìîäåëåé íàáëþäåíèé ëèíåéíû îòíîñèòåëü-
íî ôóíêöèé ñîñòîÿíèÿ: G(ϕ, Y) = A(Y)ϕ, H(ϕ) = Hϕ. 
Òàêàÿ ñèòóàöèÿ, íàïðèìåð, èìååò ìåñòî, êîãäà â ìî-
äåëè ïåðåíîñà è òðàíñôîðìàöèè ìíîãîêîìïîíåíòíûõ 

ïðèìåñåé ó÷àñòâóåò ëèíåéíûé (ëèíåàðèçîâàííûé) 

îïåðàòîð òðàíñôîðìàöèè. Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíè-
ÿõ ñèñòåìà óðàâíåíèé (9)–(15) ïðèìåò âèä: 

 0; ( ) ,
h

A
t

∂⎡ ⎤
Λ − − = Λ ≡ +⎢ ⎥∂⎣ ⎦

f r Y
ϕ

ϕ ϕ ϕ   (21) 

 * *

0 0 1 1( ) ( ) 0,T

aW H W HΛ + α − + α − =ϕ ϕ ϕ Ψ ϕ    (22) 

 1 1 *

2 2 .W
− −

= αr ϕ   (23) 

Èñêëþ÷àÿ, ôîðìàëüíî, èç ýòèõ óðàâíåíèé ôóíê-

öèè 
*

ϕ  è r, ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ñèñòåìó 

óðàâíåíèé: 

 * 1

2 2 0 0 1 2

T
W W H W H

− ⎡ ⎤Λ Λ + α α + α =⎣ ⎦ϕ ϕ  

 * 1

2 2 0 0 1 2 .

T

aW W H W
− ⎡ ⎤= Λ + α α + α⎣ ⎦f ϕ Ψ  (24) 

Òàê êàê αi ≥ 0 è Wi – äèàãîíàëüíûå âåñîâûå 
ìàòðèöû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè, ñèñòåìû 
(21)–(23) è (24) ÿâëÿþòñÿ õîðîøî îáóñëîâëåííûìè. 
Èç (24) âèäíî, ÷òî ïðè α0, α1 > 0 âêëþ÷åíèå êîëè-
÷åñòâåííîãî àïïàðàòà îöåíîê íåîïðåäåëåííîñòåé âíî-
ñèò ýôôåêò ðåãóëÿðèçàöèè è, êàê ñëåäñòâèå, óëó÷øà-
åò ñâîéñòâà ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííûõ àëãîðèòìîâ ïðè 
ðåøåíèè îáðàòíûõ è îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Ïîä-
÷åðêíåì, ÷òî ñîãëàñíî ñõåìå àëãîðèòìà ðåøàåòñÿ 
ñèñòåìà (21)–(23), à ñèñòåìà (24) âûïèñàíà òîëüêî 
äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ àëãîðèòìà â öåëîì. 

 

Çàêëþ÷åíèå 

 

Ðàçðàáîòàíà íîâàÿ ìåòîäèêà ïðîãíîçèðîâàíèÿ 
äèíàìèêè è êà÷åñòâà àòìîñôåðû, â êîòîðîé, íàðÿäó 
ñ èñêîìûìè ôóíêöèÿìè ñîñòîÿíèÿ, ðàññ÷èòûâàþòñÿ 
ôóíêöèè íåîïðåäåëåííîñòè. Ïîñëåäíèå ìîæíî èí-
òåðïðåòèðîâàòü êàê îøèáêè ìîäåëåé, ïàðàìåòðîâ  
è âõîäíûõ äàííûõ. Ýòè ôóíêöèè ââîäÿòñÿ â ñèñòåìó 
ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâíî, êàê äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå 
â ïðåäñòàâëåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ. Ïðåä-
ëîæåííûå àëãîðèòìû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ñîâåðøåí-
ñòâîâàíèÿ îðãàíèçàöèè àäàïòèâíûõ ñòðàòåãèé ìîíè-
òîðèíãà, äëÿ îïòèìàëüíîãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ èçìå-
íåíèé êà÷åñòâà àòìîñôåðû. 

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ïðîãðàììàìè ¹ 16 Ïðåçè-
äèóìà ÐÀÍ è ¹ 3 ÎÌÍ ÐÀÍ, ïðîåêòîì ÐÔÔÈ 
¹ 07-05-00673 è êîíòðàêòîì Åâðîïåéñêîé Êîìèññèè 
¹ 013427. 
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V.V. Penenko. Forecasting the atmospheric quality changes with uncertainty assessment by monitoring 
data. 

A further development of the methodology for solving to the problems of the atmosphere and ocean  
dynamics and environmental protection is presented. The new elements are the numerical algorithms for optimal 
estimations of the prognostic characteristics with allowance for uncertainties which are interpreted as errors  
of models, parameters, and input data. The uncertainties are explicitly introduced into the modeling system. 
The idea of the proposed approach is based on the specific organization of variational principle for nonlinear 
models of the processes. The models are considered in the generalized form. The objective functional is supple-
mented by the functionals of the total measure of uncertainty and, if any, the functionals of the measure of  
deviations of the calculated values from the data of measurements. 

The structure of computing technique is described. The universal algorithm of direct-backward modeling is 
used. The proposed algorithms have been designed to improve adaptive (or targeted) monitoring strategies and 
optimal forecast of atmospheric quality changes. 


