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Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà ëàçåðíîãî ïó÷êà ôåìòîñåêóíäíîé äëèòåëüíîñòè ïðè 
íåñòàöèîíàðíîì ñàìîâîçäåéñòâèè. Äëÿ ðåæèìà îäèíî÷íîé ôèëàìåíòàöèè îñóùåñòâëåí êà÷åñòâåííûé àíàëèç 
ýâîëþöèè ïó÷êà, ïîñòðîåíà ìîäåëü ïðîõîæäåíèÿ èì ãëîáàëüíîãî íåëèíåéíîãî ôîêóñà. Ìîäåëü áàçèðóåòñÿ íà 
îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåííûõ àâòîðàìè. Èñïîëüçóåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î ôèëà-
ìåíòàöèè ëàçåðíîãî ïó÷êà ôåìòîñåêóíäíîé äëèòåëüíîñòè êàê î ïðîöåññå ôîðìèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà ëîêàëüíûõ 
ôîêóñîâ âäîëü äèñòàíöèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ (óñ-
ðåäíåííîå çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîé ðàñõîäèìîñòè ïó÷êà, íîðìèðîâàííîå íà ñâîþ íà÷àëüíóþ âåëè÷èíó) ëà-
çåðíîãî ïó÷êà îò åãî íà÷àëüíûõ ïàðàìåòðîâ è ïîãëîùåííîé â ñðåäå ñâåòîâîé ýíåðãèè. 

 

Ââåäåíèå 
 

Ðàñïðîñòðàíåíèå ìîùíîãî ëàçåðíîãî ôåìòîñåêóíä- 
íîãî èçëó÷åíèÿ â âîçäóõå ñîïðîâîæäàåòñÿ åãî íå-
ñòàöèîíàðíûì ñàìîâîçäåéñòâèåì, îáóñëîâëåííûì ýô-
ôåêòîì Êåððà è ìíîãîôîòîííîé èîíèçàöèåé. Â èäå-
àëüíîì óíèìîäàëüíîì ëàçåðíîì ïó÷êå ïðè íà÷àëü-
íîé ìîùíîñòè, ïðåâûøàþùåé êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå 
Ðcr ≈ 3,2 ÃÂò, îáðàçóåòñÿ ôèëàìåíò. Îí ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé óñòîé÷èâóþ ýíåðãåòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó äèà-
ìåòðîì îêîëî 100 ìêì è ïèêîâîé èíòåíñèâíîñòüþ  

äî 5 ⋅ 1017
 Âò/ì2, ëîêàëèçîâàííóþ âáëèçè îñè ïó÷êà, 

è ìîæåò ñîäåðæàòü áîëåå 10% ýíåðãèè èìïóëüñà. Äëÿ 

ðåàëüíûõ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ ñóùåñòâóþò âîçìóùåíèÿ 
â íà÷àëüíîì ïðîôèëå èíòåíñèâíîñòè – â óñëîâèÿõ, 
êîãäà íà÷àëüíàÿ ìîùíîñòü ïó÷êà ïðåâûøàåò êðèòè-
÷åñêóþ ìîùíîñòü ñàìîôîêóñèðîâêè â íåñêîëüêî ðàç 
è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé îáðàçîâàíèÿ ìíîæåñòâà ôèëàìåí-
òîâ, ðàñïðåäåëåííûõ â ïîïåðå÷íîì ñå÷åíèè ïó÷êà [1]. 
  Îñíîâíûì ôèçè÷åñêèì ìåõàíèçìîì, îãðàíè÷è-
âàþùèì ðîñò èíòåíñèâíîñòè îïòè÷åñêîãî ïîëÿ â îá-
ëàñòè ôèëàìåíòà â ãàçîîáðàçíûõ ñðåäàõ, êàê ïðà-
âèëî, ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîå ïîãëîùåíèå ïðè ôîòî-
èîíèçàöèè ñðåäû, õîòÿ â ýòîé ðîëè ìîæåò âûñòóïàòü 
è ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïîïåðå÷íîãî ïðî-
ôèëÿ ïó÷êà [3]. Ïðè ýòîì êàæäûé ôèëàìåíò ñóùå-
ñòâóåò çà ñ÷åò ïåðèîäè÷åñêîãî ïðèòîêà ýíåðãèè îò îê-
ðóæàþùèõ åãî íåôèëàìåíòèðîâàííûõ îáëàñòåé ïó÷-
êà, íàçûâàåìûõ ýíåðãåòè÷åñêèì ðåçåðâóàðîì, 
âîñïîëíÿÿ òàêèì îáðàçîì ñâîè ïîòåðè íà íåëèíåé-
íîå ïîãëîùåíèå. Ñðåäíÿÿ ïðîòÿæåííîñòü îáëàñòè 
ôèëàìåíòàöèè íà ãîðèçîíòàëüíîé àòìîñôåðíîé 
òðàññå, êàê ïðàâèëî, ñîñòàâëÿåò äåñÿòêè ìåòðîâ [4]. 

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðåäëîæåíî íåñêîëüêî 
ôèçè÷åñêèõ ìîäåëåé ôèëàìåíòàöèè óëüòðàêîðîòêîãî 
ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ: ìîäåëü äâèæóùèõñÿ ôîêóñîâ 
(moving focus model) [5], ñàìîíàâåäåííûé ïðîñòðàí-
ñòâåííûé îïòè÷åñêèé ñîëèòîí [6], äèíàìè÷åñêèå äâè-

æóùèåñÿ ôîêóñû (dynamical moving focus) [4], äè-
íàìè÷åñêîå âîñïîëíåíèå èç ýíåðãåòè÷åñêîãî ðåçåð-
âóàðà [7]. Êàæäàÿ èç ýòèõ ìîäåëåé íàèáîëåå ïîëíî 
îïèñûâàåò òå èëè èíûå ñòîðîíû äàííîãî ïðîöåññà. 
  Íàèáîëåå óíèâåðñàëüíûì ïîäõîäîì ê èçó÷åíèþ 
ÿâëåíèÿ îäèíî÷íîé è ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè 
ÿâëÿåòñÿ ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷è íà îñíîâå 
íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà. Îäíàêî ÷èñëåí-
íûé ðàñ÷åò ïîêà íå ìîæåò äàòü ïðåäñêàçàíèÿ ïîâåäå-
íèÿ õàðàêòåðèñòèê ëàçåðíîãî ïó÷êà ïðè øèðîêîì âàðü-
èðîâàíèè íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé çàäà÷è, 
ïîýòîìó âàæíî ðàçâèâàòü ïðèáëèæåííûå è êà÷åñòâåí-
íûå ìåòîäû àíàëèçà çàäà÷è ñàìîâîçäåéñòâèÿ, îñíî-
âàííûå íà ðåøåíèè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ âîëí â ðàìêàõ ôèçè÷åñêè îáîñíîâàííûõ äî-
ïóùåíèé. 

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìîòðåíû ñëåäóþùèå çàäà-
÷è íåñòàöèîíàðíîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ ôåìòîñåêóíä-
íîãî ëàçåðíîãî èçëó÷åíèÿ: ïîëó÷åíèå óðàâíåíèÿ äëÿ 
ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà ëàçåðíîãî ïó÷êà; óñòàíîâëå-
íèå çàêîíîìåðíîñòåé â åãî ýâîëþöèè ïîñëå ãëîáàëü-
íîé ñàìîôîêóñèðîâêè íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåí-
íûõ èññëåäîâàíèé è èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëåé íåñòà-
öèîíàðíîé ñàìîôîêóñèðîâêè. 

 

1. Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà 
 

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ íåëèíåéíîé ñðåäîé âçàè-
ìîäåéñòâóåò ëàçåðíûé ôåìòîñåêóíäíûé èìïóëüñ, íà-
ïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ êîòîðîãî èìååò âèä: 
 

 � (ξ, R, t) ( )0 0–

( , , )e .
i t k

U t
ω ξ

= ξ R  

Çäåñü U – çàâèñÿùàÿ îò ïîïåðå÷íûõ êîîðäèíàò 

R = (x, y) ìåäëåííî ìåíÿþùàÿñÿ àìïëèòóäà âî âðåìå- 
íè t è â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñà ξ; 
ω0 – öåíòðàëüíàÿ ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ; k0 = n0ω0/c – 
âîëíîâîå ÷èñëî íà öåíòðàëüíîé ÷àñòîòå èçëó÷åíèÿ; 



 

974 Áóëûãèí À.Ä., Ãåéíö Þ.Ý., Çåìëÿíîâ À.À. 
 

n0 – ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ âîçäóõà. Äëÿ èññëå-
äóåìîé çàäà÷è íåñòàöèîíàðíîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ 
áóäåì èñïîëüçîâàòü íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèí-
ãåðà (ÍÓØ). Â «ñîïóòñòâóþùåé» ñèñòåìå êîîðäè-
íàò z = ξ– νgt, ãäå νg = ∂ω/∂k – ãðóïïîâàÿ ñêî-
ðîñòü èìïóëüñà; ω – ÷àñòîòà èçëó÷åíèÿ; k – âîëíî-
âîå ÷èñëî ñ ó÷åòîì äèñïåðñèè ãðóïïîâîé ñêîðîñòè. 
Íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà èìååò âèä 

 
2

2

2

0 0

– ( , , ) –
2 2

i k
i U t z

z n k t

ω

⊥

⎧ ⎫′′∂ ∂⎪ ⎪
+⎨ ⎬

∂ ∂⎪ ⎪⎩ ⎭
R∇  

 0 ( )
– ( , , ) ( ) ( , , ) 0.

2 2

k I
i U t z I U t z

ε α
+ =R R

�

 (1) 

Çäåñü ∇⊥

2 = (∂2/∂x2
 + ∂2/∂y2) – ïîïåðå÷íûé ëàïëàñè-

àí; kω
′′ = ∂2k/∂ω2⎜ω=ω0

 – êîýôôèöèåíò â ðàçëîæåíèè 

âîëíîâîãî ÷èñëà k ≈ k0 + νg
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2/2 
âáëèçè ω0; α – êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîãî ïîãëîùå-

íèÿ ñðåäû; ( )Iε�  – êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîé ðåô-
ðàêöèè. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ âûáåðåì 
ãàóññîâ ïó÷îê â ïðîñòðàíñòâå è âðåìåíè âèäà 
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ãäå R0 è F – íà÷àëüíûé ðàäèóñ ïó÷êà è êðèâèçíà 
åãî âîëíîâîãî ôðîíòà; tp – äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà. 
Èñïîëüçóåì ìîäåëü [8], ãäå ó÷èòûâàþòñÿ ìãíîâåí-
íûé è èíåðöèîííûé ýôôåêò Êåððà, ìíîãîôîòîííàÿ 
è êàñêàäíàÿ èîíèçàöèÿ, ïëàçìåííàÿ íåëèíåéíîñòü. 
Ýòî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü óðàâíåíèå (1) â âèäå 
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Çäåñü n2 – êîýôôèöèåíò ïðè íåëèíåéíîé äîáàâêå  
ê ïîêàçàòåëþ ïðåëîìëåíèÿ ãàçà n0; fR – óäåëüíàÿ 
äîëÿ èíåðöèîííîãî ýôôåêòà Êåððà ñ ôóíêöèåé îò-
êëèêà μ(t – t′) â ñóììàðíîì èçìåíåíèè ïîêàçàòåëÿ 
ïðåëîìëåíèÿ; τc – õàðàêòåðíîå âðåìÿ ñòîëêíîâåíèÿ 
ýëåêòðîíîâ; ηMPA

(m) , ηcas – ñêîðîñòü m-ôîòîííîé  
è êàñêàäíîé èîíèçàöèè ãàçà ñîîòâåòñòâåííî. Â êà-
÷åñòâå μ(t – t′) áûëî èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå, 
ñëåäóþùåå èç ìîäåëè çàòóõàþùåãî îñöèëëÿòîðà: 
μ(t) = sinΩt exp(–t/τd), ãäå Ω > 20 ÒÃö – ÷àñòîòà 
êîëåáàíèé; τd > 70 íñ – õàðàêòåðíîå âðåìÿ çàòóõàíèÿ. 
  Äëÿ êîíöåíòðàöèè ñâîáîäíûõ ýëåêòðîíîâ èñïîëü-
çóåì ñëåäóþùåå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå: 
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ãäå ΔEi – ýôôåêòèâíûé ïîòåíöèàë èîíèçàöèè ìî-
ëåêóë âîçäóõà. 

2. Ýôôåêòèâíûå ïàðàìåòðû ëàçåðíîãî 
ïó÷êà è óðàâíåíèÿ èõ ýâîëþöèè  

ïðè íåñòàöèîíàðíîì ñàìîâîçäåéñòâèè 
 

Êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ýíåðãèè (ôóíêöèÿ ïðî-
ïóñêàíèÿ) ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ äèñòàíöèè z îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 
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R  – èíòåíñèâíîñòü 

ñâåòîâîé âîëíû. 
Ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ ïó÷êà èìååò ñëåäóþùèé 

âèä: 
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�  (6) 

ãäå 2( )R z�  – íîðìèðîâàííûé íà íà÷àëüíóþ ýíåðãèþ 
«ìîìåíò èíåðöèè ïó÷êà»: 
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Çäåñü è â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáî-
çíà÷åíèå: 

 ( , ) ( , , )f t d dt dx dy f x y t dt
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Äëÿ êîýôôèöèåíòà ïåðåäà÷è ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ 

óðàâíåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä: 
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Çäåñü 
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 ( )* *

/2S U U U U i⊥ ⊥ ⊥= −∇ ∇  

– ïîïåðå÷íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà Óìîâà–Ïîéí- 
òèíãà èçëó÷åíèÿ; 
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θå – ýôôåêòèâíàÿ óãëîâàÿ ðàñõîäèìîñòü ïó÷êà; 

 2 2( ) 1/ (0)pet z E t Id dt

∞
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– ýôôåêòèâíàÿ äëèòåëüíîñòü èìïóëüñà [2]. 
Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèòóàöèþ, ñâÿçàí-

íóþ ñ ðåæèìîì îäèíî÷íîé ôèëàìåíòàöèè, êîãäà îò-
íîøåíèå Ð0/Pcr íå î÷åíü âåëèêî (Ð0 – íà÷àëüíàÿ 
ìîùíîñòü â ôåìòîñåêóíäíîì èìïóëüñå). 

Íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ çàäà÷è 
íåñòàöèîíàðíîãî ñàìîâîçäåéñòâèÿ â ðàáîòå [9] áûëî 
óñòàíîâëåíî, ÷òî ýôôåêòèâíûé ðàäèóñ ïó÷êà ïðè 
ñâîåé ýâîëþöèè â ðåæèìå îäèíî÷íîé ôèëàìåíòàöèè 
ïðîõîäèò òðè ïðîñòðàíñòâåííûå îáëàñòè (çîíû), 
êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåò ñïåöèôè÷åñêóþ 
ñòàäèþ íåñòàöèîíàðíîé ñàìîôîêóñèðîâêè èçëó÷åíèÿ. 
   Â ïåðâîé çîíå ýíåðãèÿ ïó÷êà ïðàêòè÷åñêè íå 
ìåíÿåòñÿ – Òå ≈ 1. Ïðîèñõîäÿò ïîïåðå÷íîå ñæàòèå 

ïó÷êà è ðîñò åãî èíòåíñèâíîñòè çà ñ÷åò êåððîâñêîé 
íåëèíåéíîñòè. Ýòà ñèòóàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò òîìó, 
÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (9) â ýòîé îáëàñòè ðàâíà 

ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå 
2 2 2/d R dz�

 = const è, êàê ñëåä-
ñòâèå, êâàäðàò ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà èçìåíÿåòñÿ 
ïî ïàðàáîëè÷åñêîìó çàêîíó [1]. Â [9] áûëà ïîëó÷å-
íà àïïðîêñèìàöèîííàÿ ôîðìóëà äëÿ ýôôåêòèâíîãî 
ðàäèóñà â ïåðâîé çîíå: 
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 1,62,b =  0
,

cr

P

P
η =  0; ,fz z⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  

ãäå 2

0 0 /2RL k R=  – ðýëååâñêàÿ äëèíà ïó÷êà. Ñîîò-

íîøåíèå (10) ñïðàâåäëèâî äî íà÷àëà ôèëàìåíòàöèè. 
Êîîðäèíàòà íà÷àëà ôèëàìåíòàöèè zf (ëîêàëüíûé 
íåëèíåéíûé ôîêóñ) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé [1]: 
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Âòîðàÿ çîíà íà÷èíàåòñÿ ñ îêðåñòíîñòè ãëîáàëü-
íîãî íåëèíåéíîãî ôîêóñà ïó÷êà zw, â êîòîðîé 

2/ 0,
w

e
z z

dR dz
=

=
 è õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàñïðîñòðàíå-

íèåì íàèáîëåå èíòåíñèâíîé ÷àñòè ëàçåðíîãî èìïóëü-
ñà â ôîðìå ñâåòîâîãî ôèëàìåíòà äëèíîé lf, îêàí÷è-
âàþùåãîñÿ â òî÷êå zNL. Ïðèñóòñòâèå ôèëàìåíòà 

óìåíüøàåò ýíåðãèþ ïó÷êà. Ìåõàíèçìîì, îãðàíè÷è-

âàþùèì ýíåðãèþ, ÿâëÿåòñÿ ìíîãîôîòîííàÿ èîíèçàöèÿ 

ñðåäû. Îíà ïðåêðàùàåò ðîñò èíòåíñèâíîñòè ïó÷êà, 
îñòàíàâëèâàÿ åå íà íåêîòîðîì ìàêñèìàëüíîì çíà÷å-
íèè Icr ≈ 5 ⋅ 1017 Âò/ì2, ÷òî íàõîäèòñÿ âáëèçè ïîðî-
ãà ïðîáîÿ âîçäóõà ïðè ìíîãîôîòîííîì ìåõàíèçìå 
èîíèçàöèè. 

È íàêîíåö, òðåòüÿ çîíà – ýòî çîíà ëèíåéíîãî 
ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷åíèÿ, ïðîøåäøåãî îáëàñòü íå-
ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ çî-
íû ôèëàìåíòàöèè â ðåçóëüòàòå ñàìîìîäóëÿöèè ñâå-
òîâîå ïîëå ïðèîáðåòàåò ñëîæíûé ïðîñòðàíñòâåííî-
âðåìåííîé ïðîôèëü. Äèñïåðñèÿ ñîâìåñòíî ñ êåððîâ-
ñêîé íåëèíåéíîñòüþ ïî-ïðåæíåìó îêàçûâàþò ñóùå-
ñòâåííîå âëèÿíèå íà ýâîëþöèþ ýôôåêòèâíîãî ðà-
äèóñà ïó÷êà. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò çàãèá (ðåçêîå 
óìåíüøåíèå ñêîðîñòè ðîñòà ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà) 
âî âòîðîé çîíå ïîñëå îêîí÷àíèÿ ôèëàìåíòàöèè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, âîçìîæíîñòü ýòîãî ýôôåêòà ñëåäóåò èç 
óðàâíåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà (9), êîòîðîå 
â îòñóòñòâèå ïîãëîùåíèÿ ïðèíèìàåò âèä 
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Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè íàëè÷èè 
äèñïåðñèè è êåððîâñêîé íåëèíåéíîñòè èíâàðèàíòîì 
çàäà÷è â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ 
îò êâàäðàòà ýôôåêòèâíîãî èíòåðâàëà èìïóëüñà 

2 2 2

0 0– ( / ).e peL R t k n k
ω
′′=  Ïðè äàëüíåéøåì ðàñïðîñòðà-

íåíèè (òðåòüÿ çîíà) ðàñøèðÿþùåãîñÿ ïó÷êà êåððîâ-
ñêàÿ íåëèíåéíîñòü ñòàíîâèòñÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëîé 
âåëè÷èíîé, â ðåçóëüòàòå èíâàðèàíò, ñâÿçàííûé ñ ýô-
ôåêòèâíûì èíòåðâàëîì, ðàñïàäàåòñÿ íà äâà íåçàâè-

ñèìûõ èíâàðèàíòà: 2 2 2
/

e
d R dz  è 2 2 2

/ .ped t dz  
 

3. Äèôðàêöèîííàÿ ìîäåëü  
ýâîëþöèè ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà  
ëàçåðíîãî ïó÷êà ôåìòîñåêóíäíîé 

äëèòåëüíîñòè â ðåæèìå ôèëàìåíòàöèè 
 

Âûÿñíèì ðîëü íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ, ñâÿçàííûõ 
ñ ìíîãîôîòîííîé èîíèçàöèåé, ïîãëîùåíèåì è ðåô-
ðàêöèåé èçëó÷åíèÿ â ïëàçìå, îáðàçóþùåéñÿ â ðåçóëü-
òàòå èîíèçàöèè âîçäóõà. Äëÿ óïðîùåíèÿ àíàëèçà 

áóäåì ïðåíåáðåãàòü âëèÿíèåì äèñïåðñèè íà ôîðìè-
ðîâàíèå ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà ïó÷êà ñðàçó ïîñëå åãî 

ãëîáàëüíîé ôîêóñèðîâêè. 
Â êà÷åñòâå ìîäåëè ôèëàìåíòàöèè ïðèìåì ìíî-

ãîôîêóñíóþ ìîäåëü íåñòàöèîíàðíîãî ñàìîâîçäåéñò-
âèÿ [5]. Ñîãëàñíî ýòîé ìîäåëè ôèëàìåíò ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîêàëüíûõ ôîêóñîâ, 
îáðàçóþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ôîêó-

ñèðîâîê âðåìåíí ′ûõ «ñðåçîâ» ñâåòîâîãî èìïóëüñà, 
èìåþùèõ ìîùíîñòü áîëüøå Pcr. Ïðåíåáðåæåì ïîïå-
ðå÷íûìè ðàçìåðàìè ëîêàëüíûõ ôîêóñîâ ïî ñðàâíåíèþ 

ñ ýôôåêòèâíûì ðàäèóñîì ïó÷êà. Òàêæå áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî ðàçìåðû ôîêóñîâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ðàñ-
ñòîÿíèé ìåæäó íèìè. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî çàìåíèòü 

4. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 11. 

(10)
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çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà ïîãëîùåíèÿ îò êîîðäèíàò 

äåëüòà-ôóíêöèÿìè, ëîêàëèçîâàííûìè íà îñè ïó÷êà  
â òî÷êàõ zi, ãäå i – íîìåð ëîêàëüíîãî ôîêóñà. Â îá-
ëàñòÿõ ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè ïîãëîùåíèÿ íåò. Ââå-
äåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ: 

 2 2( ) – ,NLH z = θ θ� �  
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Èçâåñòíî, ÷òî â îòñóòñòâèå ïîãëîùåíèÿ äëÿ íå-
ëèíåéíîé ñðåäû êåððîâñêîãî òèïà H = const [1]. 
Ïðè ïðîõîæäåíèè i-ãî ëîêàëüíîãî ôîêóñà ôóíêöèÿ 
H ìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå ñêà÷êîîáðàçíî ñ Hi äî Hi+1, 
îñòàâàÿñü ìåæäó ôîêóñàìè ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé. 
Â ýòîì ïðèáëèæåíèè ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ýôôåêòèâíûõ 
ïàðàìåòðîâ ïó÷êà (8), (9) ïðèìóò ñëåäóþùèé âèä: 
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+
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Óðàâíåíèå (13) ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (12) ìîæ-
íî ïåðåïèñàòü â äðóãîì âèäå (ñìûñë òàêîé çàïèñè 

ñòàíåò ÿñåí ïîçæå): 
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1 – .i i i+
Δθ = θ θ� � �  

Çäåñü N(z) – ÷èñëî ëîêàëüíûõ ôîêóñîâ ïîñëå ïðî-
õîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ z; H0 = H(0). 

Ïðîõîæäåíèå ëàçåðíîãî ïó÷êà ÷åðåç êàæäûé ôî-
êóñ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàññåÿíèå ñâåòîâîé âîë-
íû íà íåîäíîðîäíîñòè, èìåþùåé êîìïëåêñíóþ äè-
ýëåêòðè÷åñêóþ ïðîíèöàåìîñòü, ìíèìàÿ ÷àñòü êîòî-
ðîé îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïîãëîùåíèÿ α(I), 
à ðåàëüíàÿ ÷àñòü ñâÿçàíà ñ ïëàçìåííîé äèýëåêòðè-
÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòüþ. 

Â ðàìêàõ ìíîãîôîêóñíîé ìîäåëè çàäà÷ó î ðàñ-
ïðîñòðàíåíèè ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà 
÷åðåç íåëèíåéíóþ ðåôðàêöèîííóþ ïîãëîùàþùóþ 

ñðåäó ìîæíî ðàçáèòü íà äâå çàäà÷è. Ïåðâàÿ èç íèõ 
ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èçëó÷å-
íèÿ ÷åðåç íåëèíåéíóþ ñðåäó êåððîâñêîãî òèïà, âòî-
ðàÿ – ê èçó÷åíèþ ðàññåÿíèÿ ñâåòà íà ëîêàëèçîâàí-
íûõ íåîäíîðîäíîñòÿõ. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôîðìàëèçî-

âàòü ýòè ðàññóæäåíèÿ, ââåäåì îïåðàòîð ýâîëþöèè ˆ ,S  

îïðåäåëåííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì: 
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ðàòîð ðàññåÿíèÿ íà äèýëåêòðè÷åñêîé íåîäíîðîäíîñòè 
â i-ì ëîêàëüíîì ôîêóñå, îïðåäåëåííûé êàê 
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Òîãäà âåëè÷èíà ,iγ�  îïðåäåëåííàÿ â ñîîòíîøå-

íèÿõ (13), ïðåäñòàâèìà â âèäå 
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 Ïîñêîëüêó ðàññåÿíèå ñâåòîâîé âîëíû ïðîèñõî-
äèò íà ëîêàëèçîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå íåîäíîðîäíî-
ñòè, èìåþùåé êîìïëåêñíóþ äèýëåêòðè÷åñêóþ ïðî-
íèöàåìîñòü, òî ôèçè÷åñêèìè ìåõàíèçìàìè ðàññåÿ-
íèÿ áóäóò ÿâëÿòüñÿ êàê ðåôðàêöèÿ, òàê è äèôðàêöèÿ. 
Äëÿ ïîíèìàíèÿ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ïàðàìåòðà ,iγ�  

îïðåäåëÿåìîãî êàê îòíîøåíèå ïðèðàùåíèÿ êâàäðàòà 

ýôôåêòèâíîé ðàñõîäèìîñòè ïó÷êà ê ïîãëîùåííîé 
ýíåðãèè â êàæäîì ëîêàëüíîì ôîêóñå, ðàññìîòðèì 
ôèçè÷åñêèé ïðèìåð. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ÷àñòè÷íî 
ïîãëîùàþùèé (ñåðûé) êðóãëûé ýêðàí ðàäèóñà ai 

ïàäàåò ïëîñêàÿ âîëíà ñ àìïëèòóäîé A0i è ôàçîé 

ϕ0i : Ui = A0i exp(iϕ0i). Íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå ïðîõî-
æäåíèÿ ýêðàíà ïîä íîìåðîì i ïîëå ïðèîáðåòåò âèä 
 

 0( ) 1– ( – )out I

i i i iU A a⎡ ⎤= β ϑ ×⎣ ⎦R R  

 0exp ( ( – ) ,i ii
i a

ϕ⎡ ⎤× ϕ + β ϑ⎣ ⎦R  

ãäå ϑ – åäèíè÷íàÿ ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, à êîýôôè-
öèåíòû ,

I

iβ  
i

ϕβ  îïðåäåëÿþò èçìåíåíèå àìïëèòóäû  

è ôàçû ïîëÿ ïðè ïðîõîæäåíèè i-ãî ëîêàëüíîãî ôî-
êóñà ñîîòâåòñòâåííî. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ êîýôôèöè-
åíòà iγ�  ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèå: 
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∞
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ϕβ + β
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 (14) 

(11)
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Èç (14) âèäíî, ÷òî iγ�  îïðåäåëÿòñÿ ëèøü ïàðà-

ìåòðàìè èíäóöèðîâàííîãî ðàññåèâàòåëÿ. Äëÿ íàä-
êðèòè÷åñêèõ ìîùíîñòåé (Ð0 > Ðcr) èíòåíñèâíîñòü 
ñâåòîâîãî ïîëÿ âáëèçè ôîêóñà ïðàêòè÷åñêè íå çàâè-
ñèò îò õàðàêòåðèñòèê èñõîäíîãî ëàçåðíîãî ïó÷êà  
[1, ñ. 152], ïîýòîìó áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âèä ëîêàëè-
çîâàííîãî ðàññåèâàòåëÿ íå çàâèñèò îò íîìåðà ôîêó-
ñà, ò.å. .iγ = γ� �  Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå γ�  äëÿ íàä-

êðèòè÷åñêèõ ïó÷êîâ îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ïàðàìåòðàìè 

ñðåäû 
( )

2( , , , ).m

MPA R casn fγ = γ η η� �  Âåëè÷èíà μ (ñì. [1]) 

òàê æå, êàê ,γ�  çàâèñèò ëèøü îò ñâîéñòâ ñðåäû. Òî-

ãäà èç (12) è (13à) ñëåäóåò, ÷òî 

 
( )2

2
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2 2 ( , ) ,
N z

e i a

i

d
R H T H F D

dz
=

⎛ ⎞
≈ + γ Δ = η + γ⎡ ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑�  

 ( )
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0 0 0 2

1
1– / ,

2
H k R

b F

η⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (1– ),γ = γ μ�  

ãäå Da = [1 – Te(z, η, F)] – ôóíêöèÿ ïîãëîùåíèÿ ñâå-
òîâîé ýíåðãèè â ñðåäå. 

Èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ (6) è ñ ó÷åòîì óðàâíå-
íèÿ (15), äëÿ ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè ôèëàìåíòà-
öèè z ∈ (zf, zNL), ãäå zNL – òî÷êà îêîí÷àíèÿ ôèëà-
ìåíòàöèè, ïîëó÷èì 

 2 2 –1( ) ( )
f

e e
z z

R z R T z
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≈ +
�  
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0( – ) ( ) ( – ) ( )

f

e e ef f
z z

d
z z R T z z z H T z

dz
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+ + +
�  

 –1

0

2 ( – ) ( ) ( ).
a e

G z z D z dz T z

∞⎛ ⎞
⎜ ⎟′ ′ ′+ γ
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  (16) 

Çäåñü G(ξ) = ξϑ(–ξ) – ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ (15) 
ñ ôóíêöèåé Õåâèñàéäà ϑ. 

Â ñëó÷àå åñëè èìååòñÿ òî÷êà ãëîáàëüíîãî ôîêóñà 
ïó÷êà, îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì 

 2/ 0,
w

e
z z

dR dz
=

=  (17) 

òî ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ åå ñâåòîâûì èìïóëüñîì âû-
ðàæåíèå (16) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 

 2 2 2 –1

0( ) ( ) ( )
e ew w e

R z R z z H T z≈ + − +  

 –1

0

2 ( – ) ( , , ) ( ),
a e

G z z D z F dz T z

∞⎛ ⎞
⎜ ⎟′ ′ ′+ γ η
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  (18) 

ãäå Rew – çíà÷åíèå ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà ïó÷êà  
â åãî ïåðåòÿæêå, îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå (16)  
ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (17). 

Ñîîòíîøåíèå (18) îáåñïå÷èâàåò ïðîñòóþ âçàè-
ìîñâÿçü ìåæäó ýôôåêòèâíûìè ïàðàìåòðàìè ïó÷êà 

2

e
R  è Te. Ïðè ýòîì, îäíàêî, ïàðàìåòð γ îñòàåòñÿ 

íåîïðåäåëåííûì. 
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðà γ èñïîëüçóåì ðå-

çóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2)–(4). Äëÿ 
ëàçåðíûõ èìïóëüñîâ ñ íà÷àëüíûì ãàóññîâûì ïðî-
ñòðàíñòâåííî-âðåìåííûì ïðîôèëåì è ñëåäóþùèìè 

ïàðàìåòðàìè: äëèíà âîëíû λ0 = 810 íì, äëèòåëüíîñòü 

tp = 80 ôñ, ðàäèóñ R0 = 1 ìì, ïèêîâàÿ ìîùíîñòü 
Ð0/Ðcr = 5, 10, 15, íà÷àëüíûé ðàäèóñ êðèâèçíû ôàçî-
âîãî ôðîíòà F = 2LR, íàéäåíî, ÷òî γ ≈ 1,3 ⋅ 10–5 è íå 
çàâèñèò îò Ð0. 

Íà ðèñ. 1 è 3 èçîáðàæåíû ôóíêöèè Te(z), ïî-
ëó÷åííûå â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå ïðè ðàçëè÷íîì 
âûáîðå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è íà÷àëüíûõ óñëîâèé. 
Äëÿ ýòèõ çàâèñèìîñòåé ïîñòðîåíû ñîîòâåòñòâóþùèå 
àïïðîêñèìàöèîííûå ôóíêöèè, ïî êîòîðûì â ñîîòâåò-

ñòâèè ñ ôîðìóëîé (16) ïîëó÷åíû ôóíêöèè 
2( )
e

R z  

(ðèñ. 2 è 4). Ñðàâíåíèå ýòèõ ôóíêöèé ñ ðåçóëüòàòîì 
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ÍÓØ (ñì. ðèñ. 2 è 4) ñâèäåòåëü-
ñòâóåò î ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ (16). 
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Ðèñ. 1. Êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ýíåðãèè â çàâèñèìîñòè îò 
äèñòàíöèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ: ïîëíàÿ ìîäåëü ñ fR = 0,5 (1); 
áåç ó÷åòà äèñïåðñèè ñ fR = 0,5 (2); áåç ó÷åòà äèñïåðñèè 
  ñ fR = 0 (3) 
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Ðèñ. 2. Êâàäðàò íîðìèðîâàííîãî ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà ïðè 
åãî ðàñïðîñòðàíåíèè â âîçäóõå: 1 – ïîëíàÿ ìîäåëü, ÷èñ-
ëåííûé ðàñ÷åò; ìîäåëü áåç ó÷åòà äèñïåðñèè ñ fR = 0,5 (êðè-
âàÿ 2) è 0 (3) – ÷èñëåííûé ðàñ÷åò; 4 – êðèâàÿ ôóíêöèè (16) 
  ñ ε�  = k0n2{1/2⎪U⎪2}; 5 – ñ ε�  = k0n2{⎪U⎪2} 

 

Íàìè áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû 
ïî èçó÷åíèþ âëèÿíèÿ ïëàçìåííûõ íåîäíîðîäíîñòåé 
íà ïîâåäåíèå ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà ïó÷êà. Áûëî 
óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè «îòêëþ÷åíèè» ðåàëüíîé ÷àñòè 
ïëàçìåííûõ íåîäíîðîäíîñòåé äèýëåêòðè÷åñêîé ïðî-
íèöàåìîñòè â ÍÓØ (3) çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîãî 
ðàäèóñà ôåìòîñåêóíäíîãî ëàçåðíîãî èìïóëüñà îò äèñ-
òàíöèè íå ìåíÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì. Ýòî ñâè-
äåòåëüñòâóåò î ïðåîáëàäàþùåì ìåõàíèçìå äèôðàêöèè  
 

4.* 

(15)



 

978 Áóëûãèí À.Ä., Ãåéíö Þ.Ý., Çåìëÿíîâ À.À. 
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Ðèñ. 3. Êîýôôèöèåíò ïåðåäà÷è ýíåðãèè â çàâèñèìîñòè îò 
äèñòàíöèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ: ïîëíàÿ ìîäåëü. Æèðíûå êðè-
âûå – ÷èñëåííûé ðàñ÷åò ïî ìîäåëè (3)–(4); ñâåòëûå – ðàñ÷åò 
ïî ôîðìóëå Te(z) = Te(zL) + Dà(zL)ϑ(z – zf) [1 – (1+ q(z – 
– zf)

2)–1] ïðè Ð1(0) = 5Pcr, q1 = 16, Dà(zL)1 = 0,22 (1); 
Ð2(0) = 10Pcr, q2 = 20, Dà(zL)2 = 0,30 (2); Ð3(0) = 15Pcr, 
  q3 = 20, Dà(zL)3 = 0,34 (3) 
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Ðèñ. 4. Êâàäðàò íîðìèðîâàííîãî ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà 
ïðè åãî ðàñïðîñòðàíåíèè â âîçäóõå: 1–3 – ïîëíàÿ ìîäåëü 
(÷èñëåííûé ðàñ÷åò); 1′–3′ – ãðàôèêè, ïîñòðîåííûå èñõîäÿ 
  èç ôîðìóëû (16) ïî ôóíêöèè Dà(z′) (ñì. ðèñ. 3) 
 
ïåðåä ðåôðàêöèåé ïðè ðàññåÿíèè ñâåòà íà ëîêàëü-
íûõ ôîêóñàõ. Ïðè òàêîì ðåæèìå ñàìîâîçäåéñòâèÿ 
óñòàíîâëåíî, ÷òî ñêîðîñòü ðîñòà ýôôåêòèâíîãî ðàäèó-
ñà ïó÷êà ïîñëå âûõîäà èç îáëàñòè íåëèíåéíîé ïåðå-
òÿæêè ïðè ãëîáàëüíîé ñàìîôîêóñèðîâêå ñóùåñòâåííî 
çàâèñèò îò çàòðà÷åííîé íà ñîçäàíèå ïëàçìû è ïî-
ãëîùåííîé â íåé ñâåòîâîé ýíåðãèè 
 

 ( ) (0) – ( ) / (0).
a

D z E E z E= ⎡ ⎤⎣ ⎦  

Ñäåëàåì âàæíûå çàìå÷àíèÿ. Â ôîðìóëå (15) 
ïðàâàÿ ÷àñòü îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïîãëîùåíèÿ 
ñâåòîâîé ýíåðãèè. Åäèíñòâåííûì ñóùåñòâåííûì äî-
ïóùåíèåì ïðè ïîëó÷åíèè ñîîòíîøåíèÿ (15) ÿâëÿëàñü 
íåçàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà γ îò íîìåðà ôîêóñà, 
÷òî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëàçåðíûõ ïó÷êîâ ñ ñâåðõêðèòè-
÷åñêîé ìîùíîñòüþ è íå ñâÿçûâàåòñÿ ñî ñòðóêòóðîé 
ïó÷êà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì. Ïîòîìó 
â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ñîîòíîøåíèå (15) 
âåðíî äëÿ øèðîêîãî êëàññà ëàçåðíûõ ïó÷êîâ è ðå-

æèìîâ ñàìîâîçäåéñòâèÿ, â òîì ÷èñëå è äëÿ ïó÷êîâ  
ñ ìíîãîôèëàìåíòàöèîííîé ñòðóêòóðîé. 

 

4. Êîýôôèöèåíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ 
 

Â ðàáîòå [10] äëÿ êâàäðàòà ýôôåêòèâíîãî ðàäèóñà 

ëàçåðíîãî ïó÷êà 
2

e
R  âî âòîðîé çîíå ïîëó÷åíî àïïðîê-

ñèìàöèîííîå âûðàæåíèå ñ êâàäðàòè÷íîé çàâèñèìî-
ñòüþ ïî z. Êîýôôèöèåíòîì ïåðåä z2 ÿâëÿåòñÿ êâàä-
ðàò êîýôôèöèåíòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïó÷êà Ì2

 ≥ 1 [11]. 
Â áåçðàçìåðíûõ êîîðäèíàòàõ àïïðîêñèìàöèîííîå ñî-
îòíîøåíèå èìååò âèä 
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ãäå 
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e e

R R R′ =  0/ ,
ew ew

R R R′ = ( )20 02 / .z z k R′ =  

Â ëèíåéíîé ñðåäå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå êîýô-
ôèöèåíòà Ì2

 èìååò ãàóññîâ ïó÷îê (Ì2
 = 1), ïîýòîìó 

ôàêòîð Ì2 ÷àñòî íàçûâàþò êðèòåðèåì êà÷åñòâà ïó÷-
êà â òîì ñìûñëå, ÷òî ÷åì âûøå çíà÷åíèÿ Ì2, òåì 

ñèëüíåå îòëè÷èå ðàñõîäèìîñòè ïó÷êà îò äèôðàêöè-
îííîé ðàñõîäèìîñòè ãàóññîâà ïó÷êà θ0 = (k0R0)

–1. 
Ïîëàãàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå àïïðîêñèìàöèè 
â òî÷êå îêîí÷àíèÿ ôèëàìåíòàöèè zNL, îïðåäåëÿåìîé 
èç óñëîâèÿ ïðåêðàùåíèÿ ïîãëîùåíèÿ: 

 2 2
,

NLNL
e e

z zz z

R R
==

′ ′=  (20) 

è ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (18) äëÿ êîýôôèöèåíòà ðàñ-
ïðîñòðàíåíèÿ Ì2 â íåëèíåéíîé ñðåäå, ïîëó÷èì ñëå-
äóþùåå ñîîòíîøåíèå: 
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(21)

 

ãäå fl′  – íîðìèðîâàííàÿ äëèíà ôèëàìåíòàöèè ëà-

çåðíîãî ïó÷êà: – ,NLf fl z z′ ′ ′=  ïîä êîòîðîé ïîíèìà-

åòñÿ íîðìèðîâàííàÿ äèñòàíöèÿ ñ íà÷àëà ôèëàìåí-
òàöèè ïó÷êà äî òî÷êè çàâåðøåíèÿ ïîãëîùåíèÿ ñâå-
òîâîé ýíåðãèè â ñðåäå. 

Âåëè÷èíó Ì2 ìîæíî íàéòè èç ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êëàññà ñàìîâîç-
äåéñòâóþùèõ ïó÷êîâ, èìåþùèõ ãëîáàëüíûé ôîêóñ, 
â ðåæèìå îäèíî÷íîé è ìíîæåñòâåííîé ôèëàìåíòàöèè 
â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëàìè (19) è (21) íàáîð âåëè-
÷èí ( ,

ew
R

 ,
w
z  Ì2), ñôîðìèðîâàâøèõñÿ â ïðîöåññå ýâî-

ëþöèè ïó÷êà, óíèâåðñàëüíî îïðåäåëÿåò åãî ïîâåäå-
íèå ïîñëå ãëîáàëüíîé ñàìîôîêóñèðîâêè. 

Äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü âåëè÷èíó Ì2 â ñëó÷àå 
îäèíî÷íîé ôèëàìåíòàöèè, ò.å. ïðè ðåæèìå ðàñïðî-
ñòðàíåíèÿ ëàçåðíîãî ïó÷êà, êîãäà îáðàçóåòñÿ îäèí ôè-
ëàìåíò, àïïðîêñèìèðóåì ôóíêöèþ Dà ôóíêöèåé âèäà 
 

 ( ) ( ) ( )a a NL fD z D z z z′ ′ ′ ′= ϑ − ×  
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–1

21 1 ( ) ( ) .NLfq z z z z
⎧ ⎫⎡ ⎤′′ ′ ′× − + − ϑ −⎡ ⎤⎨ ⎬⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦⎩ ⎭

 (22) 

Íà ðèñ. 1 è 3 ïîñòðîåíà ôóíêöèÿ Òå(z′) íà îñ-
íîâå (22) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè Dà(z′NL) 
è q, âûáðàííûìè èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî 
ðàñ÷åòà. Èç ðèñ. 1, 3 âèäíî, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ (22) 
õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ÷èñëåííîãî ðàñ-
÷åòà. Èñïîëüçóÿ (22), â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (21) 
äëÿ Ì2 ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: 

 2 1

0( ( ))a NLM D z
−′ ≈ θ ×  

0

( ) ( )
( ) 1 ln

( )
,

1 ( )

a NL a NL
a NL a

a NL a a

a NL

D z D z
H D z D

D z D D

D z

⎛ ⎞⎧ ⎫′ ′⎡ ⎤γ ⎪ ⎪′+ − Δ +⎜ ⎟⎨ ⎬⎢ ⎥⎜ ⎟′ − Δ Δ⎪ ⎪⎣ ⎦⎩ ⎭⎝ ⎠×
′−

 

  (23) 

ãäå ΔDà = –ΔÒå ≈ 0,04 – îòíîñèòåëüíîå çíà÷åíèå 
ïðèðàùåíèÿ ýíåðãèè, çàïàñåííîé â ñðåäå ïðè ïðî-
õîæäåíèè êàæäîãî ëîêàëüíîãî ôîêóñà. Â ïðåíåá-
ðåæåíèè âåëè÷èíîé ΔDà/Dà(z′NL) << 1, ÷òî ñîîòâåò-
ñòâóåò óñëîâèþ P0/Pcr >> 1, ñîîòíîøåíèå (23) ïðè-
ìåò ñëåäóþùèé âèä: 

 2 1 0

0

( )
( ( ))

1 ( )

a NL

a NL

a NL

H D z
M D z

D z

−

′+ γ
′ ≈ θ ≈

′−
 

 1 2

0 0,814 ( ) 2 ( ) .a NL a NLD z D z
− ′ ′≈ θ γ +  (23à) 
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Ðèñ. 5. Êîýôôèöèåíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ Ì2 âî âòîðîé ïðî-
ñòðàíñòâåííîé çîíå ñàìîâîçäåéñòâèÿ â çàâèñèìîñòè îò 
íîðìèðîâàííîé íà÷àëüíîé ìîùíîñòè èìïóëüñà η = P0/Pcr 
(÷èñëåííûé ðàñ÷åò [9], êâàäðàòèêè) è îò N∞ ïðè F = 2LR  
  (êðèâàÿ, ïîñòðîåííàÿ ïî ôîðìóëå (23à)) 

 

Ââåäåì ïîíÿòèå ïîëíîãî ÷èñëà ôîêóñîâ, êîòî-
ðîå îáðàçóåòñÿ ïîñëå îêîí÷àíèÿ ôèëàìåíòàöèè, êàê 
N

∞
 = Dà(z′NL)/ΔDà. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà çàâè- 

ñèìîñòü Ì2 îò ïàðàìåòðà N
∞
. 

Âèäíî, ÷òî ìåæäó ÷èñëîì ôîêóñîâ N
∞
 è íà÷àëü-

íîé ìîùíîñòüþ èçëó÷åíèÿ ñóùåñòâóåò ïðèáëèæåí-
íîå ñîîòíîøåíèå N

∞
 ≈ η. 

 Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ðåæèìà îäèíî÷íîé 
ôèëàìåíòàöèè êîýôôèöèåíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ Ì

2
 îï-

ðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè ïàðàìåòðàìè H0 è F è êîëè-
÷åñòâîì çàïàñåííîé â ñðåäå ýíåðãèè Dà(z′NL). 

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå 
êîìïëåêñíîãî èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà 3.13 Ïðåçè-
äèóìà ÑÎ ÐÀÍ, ãðàíòà ÐÔÔÈ ¹ 06-05-64799. 
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A.D. Bulygin, Yu.E. Geints, A.A. Zemlyanov. Evolution of effective radius of femtosecond laser beam 
after its global self-focusing in the air. 

The equation for effective radius of laser beam of femtosecond duration at nonstationary self-action was 
found. Qualitative analysis of its evolution was done for single filamentation regime, and model for beam  
passing through global nonlinear focus was made. The model is based on numerical investigation results  
obtained by the authors. Filamentation of a femtosecond laser beam was represented as a process of many local  
focuses formation along propagation distance. Dependence of laser beam propagation coefficient on its initial 
parameters and light energy absorbed in a medium was determined. 


