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Àíàëèòè÷åñêèìè è ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè èññëåäóþòñÿ çàâèñèìîñòè ôóíêöèé Ðèêêàòè–Áåññåëÿ (ÐÁ) 1, 

2, 3 è 4-ãî ðîäîâ äåéñòâèòåëüíîãî õ è êîìïëåêñíîãî z = õ + iy àðãóìåíòà îò èõ ïîðÿäêà �. Âûÿâëÿþòñÿ îá-
ëàñòè óâåëè÷åíèÿ ìîäóëÿ ôóíêöèé ÐÁ ñ ðîñòîì �, óñòîé÷èâûå ê ïîãðåøíîñòÿì ïðÿìîé, è îáëàñòè óìåíüøåíèÿ 
ìîäóëÿ, óñòîé÷èâûå ê ïîãðåøíîñòÿì îáðàòíîé ðåêóðñèè. Äëÿ ôóíêöèè ÐÁ1 îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè ïðÿìîé 
ðåêóðñèè ïðè x >> 1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì 0 ≤ � ≤ �max = x – 0,5 – 0,80861x1/3

 – 0,1635x–1/3 ïðè óñëîâèè 
⏐y⏐ ≤ 0,4lgx + 0,5. Â ýòîé îáëàñòè îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü ïðÿìîé ðåêóðñèè âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì � ïðîïîð-
öèîíàëüíî �

1/2. Â îáëàñòè � > �max ïðÿìàÿ ðåêóðñèÿ ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ âìåñòî ÐÁ1 ôóíêöèè, ðàâíîé 
ñóììå ôóíêöèé ÐÁ1 è ÐÁ2. Îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îáðàòíîé ðåêóðñèè äëÿ ôóíêöèè ÐÁ1 âî âñåì äèàïà-
çîíå � ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò �, âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì ìîäóëÿ z ïî çàêîíó ⏐z⏐1/2 è ñðàâíèâàåòñÿ ïðè óêà-
çàííûõ âûøå îãðàíè÷åíèÿõ íà y ñ ïîãðåøíîñòüþ ïðÿìîé ðåêóðñèè ïðè � = �max. Äëÿ èíèöèàëèçàöèè íà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèé ÐÁ1 ïðè îáðàòíîé ðåêóðñèè ïðåäëîæåíû óïðîùåííàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ îòíîøåíèÿ ýòèõ 

ôóíêöèé ñîñåäíèõ ïîðÿäêîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì íåïðåðûâíîé äðîáè, äîïîëíèòåëüíîå âû÷èñëåíèå ôóíêöèé ÐÁ2 

ïðè y = 0 èëè ÐÁ3 ïðè y > 0 ìåòîäîì ïðÿìîé ðåêóðñèè è èñïîëüçîâàíèå âðîíñêèàíà ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíê-
öèé. Ïðèâîäèòñÿ ïðîãðàììà íà ÿçûêå ÔÎÐÒÐÀÍ äëÿ âû÷èñëåíèÿ óêàçàííîãî âûøå îòíîøåíèÿ ôóíêöèé 
ÐÁ1. Â óñòîé÷èâûõ îáëàñòÿõ îñíîâíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé ïðè çàäàíèè àðãóìåíòîâ â äåñÿ-
òè÷íîé ñèñòåìå ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ïîãðåøíîñòüþ èõ ïåðåâîäà â äâîè÷íóþ, èñïîëüçóåìóþ â êîìïüþòåðàõ. 
 

 

Ââåäåíèå 
 

Ðàñ÷åò õàðàêòåðèñòèê âçàèìîäåéñòâèÿ ýëåêòðî-
ìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ ñî ñôåðè÷åñêèìè ÷àñòèöàìè 

ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé àòìîñôåðíîé îïòèêè è ñâîäèòñÿ  
ê ñóììèðîâàíèþ ðÿäîâ Ìè [1–3]. Ðàäèàëüíûå êî-
ýôôèöèåíòû ýòèõ ðÿäîâ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ôóíê-
öèè Ðèêêàòè–Áåññåëÿ ïåðâîãî ψ�(z) è âòîðîãî χ�(z) 
ðîäîâ. Íà îñíîâå âûïîëíåííûõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ 
èññëåäîâàíèé îáùåé ðåêîìåíäàöèåé äëÿ âû÷èñëåíèÿ 
ôóíêöèé âòîðîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðÿìîé, 
à ôóíêöèé ïåðâîãî ðîäà – îáðàòíîé ðåêóðñèé [3–9]. 
Îäíàêî íàì íåèçâåñòíû ðàáîòû ñ àíàëèòè÷åñêèì 

îáîñíîâàíèåì ýòîãî ïîëîæåíèÿ, ÷òî âñåãäà îñòàâëÿ-
åò ñîìíåíèÿ â êîððåêòíîñòè ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëå-
íèé. Òàê, â [3] äëÿ ôóíêöèé ïåðâîãî ðîäà îò äåéñò-
âèòåëüíîãî àðãóìåíòà èñïîëüçóåòñÿ ïðÿìàÿ ðåêóðñèÿ 
ñ èñïîëüçîâàíèåì äâîéíîé òî÷íîñòè, êîòîðàÿ, ïî 

ìíåíèþ àâòîðîâ ýòîé ìîíîãðàôèè, íå çàñòðàõîâûâà-
åò îò âîçíèêíîâåíèÿ áîëüøèõ îøèáîê âû÷èñëåíèé  
â íåêîíòðîëèðóåìîé îáëàñòè � >> x. Îñîáîå ïðåäîñ-
òåðåæåíèå îíè âûñêàçûâàþò ïî ïîâîäó âû÷èñëåíèÿ 
ôóíêöèé ψ�(z) â íåèññëåäîâàííûõ îáëàñòÿõ � – z. 
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðîâîäèòñÿ îöåíêà ïîãðåøíî-
ñòåé âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé Ðèêêàòè–Áåññåëÿ ðåêóð-
ñèîííûì ìåòîäîì è äåëàþòñÿ âûâîäû îá îáëàñòÿõ 
óñòîé÷èâîñòè ðåêóðñèîííîé ïðîöåäóðû. Íà îñíîâå 
àíàëèçà ñâîéñòâ ôóíêöèé ÐÁ îïðåäåëÿþòñÿ ýòè îá-
ëàñòè è ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ñîâìåñòíîãî âû÷èñëå-

íèÿ ôóíêöèé ÐÁ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà. Äëÿ èíè-
öèàëèçàöèè îáðàòíîé ðåêóðñèè ðàçðàáàòûâàåòñÿ óï-
ðîùåííàÿ ñõåìà öåïíûõ äðîáåé äëÿ âû÷èñëåíèÿ îò-
íîøåíèÿ ôóíêöèé ÐÁ ïåðâîãî ðîäà ñîñåäíèõ ïîðÿä-
êîâ è èñïîëüçîâàíèå âðîíñêèàíà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñà-
ìèõ ôóíêöèé. Ïðîâîäèòñÿ ïðîâåðêà âíîâü ïðåäëî-
æåííûõ àëãîðèòìîâ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè. Â ïðè-
ëîæåíèè ïðèâîäèòñÿ òåêñò ïîäïðîãðàììû íà ÿçûêå 
ÔÎÐÒÐÀÍ äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòíîøåíèÿ ôóíêöèé ÐÁ1. 
 

1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ 

 
Â òåîðèè Ìè [1–3] èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè Ðèê-

êàòè–Áåññåëÿ ïåðâîãî ψ�(z) (ÐÁ1) è âòîðîãî χ�(z) 
(ÐÁ2) ðîäà, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ íåçàâèñèìû-
ìè ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ [4]: 
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Äðóãîé ïàðîé íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé ÿâëÿþòñÿ 
ôóíêöèè η�(z) (ÐÁ3) è ζ�(z) (ÐÁ4), îïðåäåëÿåìûå 
ñîîòíîøåíèÿìè 

 ( ) ( ) – ( );z z i zη = ψ χ� � �   (4) 

 ( ) ( ) ( ).z z i zζ = ψ + χ� � �   (5) 

Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ôóíêöèÿìè 
ðàçíîãî ïîðÿäêà èìåþò âèä 
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Âðîíñêèàí äâóõ íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé ψ�(z)  

è χ�(z) 

 ( , ) ( ) ( ) – ( ) ( )W z z z z′ ′ψ χ = ψ χ ψ χ =⎡ ⎤⎣ ⎦� � � �  

 1 1( ) ( ) – ( ) ( ) 1.z z z z
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= ψ χ ψ χ =⎡ ⎤⎣ ⎦� � � �  (8) 

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîëåçíû âûðàæåíèÿ äëÿ âðîí-
ñêèàíîâ ñëåäóþùèõ ïàð ôóíêöèé: 

 1 1( , ) ( ) ( ) – ( ) ( ) – ,W z z z z i
− −

ψ η = ψ η ψ η =⎡ ⎤⎣ ⎦� � � �  (8à) 

 1 1( , ) ( ) ( ) – ( ) ( ) .W z z z z i
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ψ ζ = ψ ζ ψ ζ =⎡ ⎤⎣ ⎦� � � �  (8á) 

Ïðè öåëûõ � ôóíêöèè Ðèêêàòè–Áåññåëÿ âûðà-
æàþòñÿ ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Â ÷à-
ñòíîñòè: 

 0 1( ) – ( ) sin( ),z z z
−

ψ = χ =  

 1 0( ) – ( ) cos( ),z z z
−

ψ = χ =  

 1 0( ) ( ) exp( ),z i z iz
−

η = η =  

 1 0( ) – ( ) exp(– ).z i z iz
−

ζ = ζ =  (9) 

Ñîîòíîøåíèÿ (9) ïîçâîëÿþò ñ èñïîëüçîâàíèåì (6) 
îáðàçîâàòü ïðÿìóþ ðåêóðñèþ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíê-
öèé Ðèêêàòè–Áåññåëÿ äëÿ öåëûõ � ≥ 1, èñïîëüçóåìûõ 
â ðÿäàõ Ìè. Ñîîòíîøåíèÿ (6) èñïîëüçóþòñÿ è äëÿ 
ïîñòðîåíèÿ îáðàòíîé ðåêóðñèè, îäíàêî âûáîð íà÷àëü-
íûõ çíà÷åíèé ïðè ýòîì áîëåå ñëîæåí. Îáçîð è ðåà-
ëèçàöèÿ ðàçëè÷íûõ ñõåì ïîñòðîåíèÿ îáðàòíûõ ðå-
êóðñèé èìåþòñÿ â [5–10]. Áîëüøóþ ðîëü ïðè ýòîì 
èãðàåò îòíîøåíèå ôóíêöèé äâóõ ñîñåäíèõ ïîðÿäêîâ 
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Φ

−= Φ Φ� � �  ïðÿìûå è îáðàòíûå ðåêóð-
ðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ êîòîðîãî íåïîñðåäñòâåí-
íî ñëåäóþò èç (6) è èìåþò âèä 
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2. Îöåíêà ïîãðåøíîñòåé  

ðåêóðñèîííûõ ïðîöåäóð 
 

Äëÿ îöåíîê ïîãðåøíîñòåé âû÷èñëåíèé ôóíêöèé 
Ðèêêàòè–Áåññåëÿ áóäåì ðàññìàòðèâàòü îòíîøåíèå 
ôóíêöèé R�(z), ïîñêîëüêó îíî çàâèñèò òîëüêî îò îä-
íîé âåëè÷èíû ñîñåäíåãî ïîðÿäêà, à ñàìè ôóíêöèè 
çàâèñÿò îò äâóõ ôóíêöèé äâóõ ñîñåäíèõ ïîðÿäêîâ. 
Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ñîîò-
íîøåíèÿ äëÿ ïîãðåøíîñòåé ðåêóððåíòíîãî ïðîöåñ-
ñà. Ââåäåì îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü g� âû÷èñëå-
íèÿ îòíîøåíèÿ R�(z). Ïðè ýòîì ðàñ÷åòíàÿ âåëè÷èíà 
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Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (10á) è ïðåíåáðåãàÿ ïîãðåø-

íîñòüþ âû÷èñëåíèÿ âåëè÷èíû (2 1) ,z+�  ïîëó÷àåì 
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Ïîäîáíîå ñîîòíîøåíèå áûëî ïîëó÷åíî â [8] è èñ-
ïîëüçîâàíî äëÿ îáîñíîâàíèÿ íåîáõîäèìîñòè îáðàò-
íîé ðåêóðñèè äëÿ âåëè÷èíû ( )R z

ψ

�
 ïðè êîìïëåêñíîì 

z. Ïðèìåíÿÿ (12) k ðàç è ïðîâîäÿ íåîáõîäèìûå ñî-
êðàùåíèÿ, ïîëó÷àåì 
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Ñîîòíîøåíèÿ (12), (13) ñïðàâåäëèâû äëÿ îöåí-
êè ïîãðåøíîñòè êàê ïðÿìîé, òàê è îáðàòíîé ðåêóð-
ñèé. Îòìåòèì, ÷òî ýòè ñîîòíîøåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ òî÷-
íûìè, òàê êàê ïðè èõ ïîëó÷åíèè íå ó÷èòûâàëèñü 
ïîãðåøíîñòè âûïîëíåíèÿ ñàìèõ îïåðàöèé ñëîæå-
íèÿ, äåëåíèÿ è óìíîæåíèÿ, îáóñëîâëåííûå îãðàíè-
÷åííîñòüþ ïàìÿòè, ïðåäîñòàâëÿåìîé äëÿ çàïèñè ÷è-
ñåë. Îäíàêî îíè ïîçâîëÿþò ñäåëàòü êà÷åñòâåííûé 
âûâîä î òîì, ÷òî ïîãðåøíîñòü ïðÿìîãî ðåêóððåíò-
íîãî ïðîöåññà äîëæíà äåìïôèðîâàòüñÿ â îáëàñòè 
óâåëè÷åíèÿ ìîäóëÿ ôóíêöèé ñ ðîñòîì �. Ìîæíî 
ñêàçàòü, ÷òî ýòà ñèòóàöèÿ ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì áî-
ëåå îáùåãî ïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ëþáîå ðàçíîñòíîå 
óðàâíåíèå, ïðèìåíåííîå â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè, 
ýôôåêòèâíî òîëüêî ïðè âû÷èñëåíèè «íàèáîëüøåãî» 
ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ [7]. Åñòåñòâåííî, ÷òî äëÿ 
îáðàòíîãî ïðîöåññà îáëàñòü óñòîé÷èâîñòè íàõîäèòñÿ 
â îáëàñòè óìåíüøåíèÿ ìîäóëÿ ôóíêöèè ïðè ðîñòå 
�. Èç âûøåèçëîæåííîãî ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âûáîðà 
ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé Ðèêêàòè–Áåññåëÿ íå-
îáõîäèìî çíàòü èõ êà÷åñòâåííóþ çàâèñèìîñòü îò �  
â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé âåëè-
÷èíû z. Ââèäó áîëåå ïðîñòûõ çàâèñèìîñòåé ôóíê-
öèé ÐÁ îò äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà ñíà÷àëà ðàñ-
ñìîòðèì ýòîò ñëó÷àé. 
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3. Ñâîéñòâà ôóíêöèé Ðèêàòòè–
Áåññåëÿ äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà 

 

Õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ôóíêöèé Ðèêêàòè–Áåñ- 
ñåëÿ îò äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà x ïðè ôèêñèðî-
âàííîì çíà÷åíèè �, à òàêæå îò � ïðè ôèêñèðîâàííîì 

çíà÷åíèè x â àíàëèòè÷åñêîì è ãðàôè÷åñêîì âèäå 
îïèñàí â [4] è êðàòêî èçëîæåí íèæå. Ïðè ôèêñè-
ðîâàííîì çíà÷åíèè � âåëè÷èíà ψ�(x) ñ ðîñòîì x îò 
íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè ñíà÷àëà âîçðàñòàåò îò áåñ-
êîíå÷íî ìàëûõ âåëè÷èí, îïðåäåëÿåìûõ ïåðâûì ÷ëå-
íîì ðÿäà (2), äî âåëè÷èí áóëüøå åäèíèöû â ïåðâîì 
ìàêñèìóìå, îïðåäåëÿåìîì ïåðâûì íóëåì ïðîèçâîä-
íîé ,1,′ψ�  äàëåå ïðîõîäèò ÷åðåç ïåðâûé íóëü ñàìîé 
ôóíêöèè ψ�,1 è çàòåì îñöèëëèðóåò îêîëî îñè x, ïðè-
áëèæàÿñü ê ãàðìîíè÷åñêîé çàâèñèìîñòè îò x ñ àì-
ïëèòóäîé, ñòðåìÿùåéñÿ ê åäèíèöå. Àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ðàçëîæåíèå íóëåé 

,s
ψ�  äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé 

� èìåþòñÿ â [4], à äëÿ 
,s
′ψ�  ïîëó÷åíî àâòîðîì [11]. 

Ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ � ôóíêöèÿ ψ�(x) â ïåðâîì 
ìàêñèìóìå ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíà [4]: 

 ( )
1 6

,1

1
0,8458 .

2

⎛ ⎞′ψ ψ ≈ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

� � �  (14) 

Ôóíêöèÿ χ�(õ) ñ ðîñòîì x îò íóëÿ äî áåñêîíå÷-
íîñòè ñíà÷àëà óìåíüøàåòñÿ îò áåñêîíå÷íî áîëüøèõ 
çíà÷åíèé, îïðåäåëÿåìûõ ïåðâûì ÷ëåíîì ðÿäà (3), 
äî ïåðâîãî íóëÿ ,1,χ�  ïðîõîäèò ÷åðåç ïåðâûé ìàê-
ñèìóì àáñîëþòíîé âåëè÷èíû, îïðåäåëÿåìûé ïåð-
âûì íóëåì ïðîèçâîäíîé ,1,′χ�  è çàòåì îñöèëëèðóåò 
îêîëî îñè x ñ àìïëèòóäîé, ñòðåìÿùåéñÿ ê åäèíèöå, 
è ôàçîé, ñìåùåííîé îòíîñèòåëüíî ôàçû ôóíêöèè 

ψ�(x) íà π. Çíà÷åíèå ôóíêöèè χ�(õ) â ïåðâîì ìàê-
ñèìóìå àáñîëþòíîé âåëè÷èíû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíè-
ÿõ � îïèñûâàåòñÿ àíàëîãè÷íîé çàâèñèìîñòüþ 

 ( )
1 6

,1

1
–0,7184 .

2

⎛ ⎞′χ χ ≈ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

� � �  (15) 

Ìîäóëü ôóíêöèé η�(õ) è ζ�(õ) ñ ðîñòîì x îò 
íóëÿ äî áåñêîíå÷íîñòè ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ îò 
çíà÷åíèé, îïðåäåëÿåìûõ ïåðâûì ÷ëåíîì ðÿäà (3), 
äî åäèíèöû. 

Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ôóíêöèÿ ψ�(x) ñ ðîñòîì 
�, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê 
íåïðåðûâíàÿ ïåðåìåííàÿ, îñöèëëèðóåò ñ âîçðàñ-
òàþùåé àìïëèòóäîé, äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîé âåëè-
÷èíû â òî÷êå max 1

,

′ψ ψ
= =� � �  îïðåäåëÿåìîé ñîîòíî-

øåíèåì ( ) 0,
s

x′Ψ′ψ =
�

 è çàòåì ñòðåìèòñÿ ê íóëþ êàê 
ïåðâûé ÷ëåí ðÿäà (2). ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çà-
âèñèìîñòè 

max
( )xψ

�  íà îñíîâàíèè èìåþùåéñÿ â [11] 
çàâèñèìîñòè 

,s
′ψ�  ïðèâåëî ê ñîîòíîøåíèþ 

 1 3 1 3

max

1
( ) – – 0,808616 – 0,1635 ,

2
x x x x

−ψ
=�  

 ,1 2,74.x ′≥ ψ ≈�  (16) 

Ïîäîáíàÿ ôîðìóëà äëÿ ïåðâîãî íóëÿ ñàìîé 

ôóíêöèè èìååò âèä 

 1 3 1 3

1

1
( ) – –1,855757 0,1146 ,

2
x x x x

−ψ
= +�  

 ,1 4,49.x ≥ ψ ≈�  (17) 

Äëÿ äàëüíåéøåãî ïîëåçíî çíàòü òàêæå çàâèñè-
ìîñòü 

1
( ),x

χ
�  îïðåäåëåííóþ àíàëîãè÷íî. Èç ÷èñëåí-

íîãî àíàëèçà ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàâèñèìîñòü: 
 

 1 3 1 3

1

1
( ) – – 0,931577 0,0256 ,

2
x x x x

−χ
= +�  

 ,1 2,80.x ≥ χ ≈�  (18) 

Äëÿ max 1
( )x
′χ χ

=� �  àíàëîãè÷íàÿ ïðîöåäóðà ïðè-
âîäèò ê ôîðìóëå 

 1 3 1 3

max

1
( ) – –1,821090 0,03045 ,

2
x x x x

−χ
= +�  

 ,1 4,48.x ′≥ χ ≈�  (19) 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ âûøåèçëîæåííûì âûðèñîâû-
âàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îïòèìàëüíàÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ äîñ-
òèæåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ïîãðåøíîñòåé ñõåìà âû÷èñëå-
íèé ôóíêöèé ψ�(x) äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà. À èìåí- 
íî: äëÿ max

ψ
≤� �  âû÷èñëåíèå ïðîâîäèòñÿ ìåòîäîì 

ïðÿìîé, à ïðè max

ψ
>� �  – ìåòîäîì îáðàòíîé ðåêóð-

ñèè. Äëÿ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà z âîïðîñ î ðàçäå-
ëåíèè îáëàñòåé òðåáóåò îòäåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.  
À ñåé÷àñ ðàññìîòðèì ìåòîäèêó âû÷èñëåíèÿ ôóíê-
öèé ψ�(x) äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñîîòíîøåíèé x è �. 
 

4. Ìåòîäèêà âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé ÐÁ 
äåéñòâèòåëüíîãî àðãóìåíòà 

 
Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé äëÿ îáðàòíîé ðå-

êóðñèè ïîëó÷àëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñ èñïîëüçî-
âàíèåì íåïðåðûâíûõ äðîáåé óïðîùåííûì ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ àëãîðèòìîì Ëåíöà [12] ñïîñîáîì, îïèñàíèå 
êîòîðîãî äàåòñÿ íèæå, âû÷èñëÿþòñÿ ( ),R x

ψ

�
 à ìåòî-

äîì ïðÿìîé ðåêóðñèè – χ�–1(õ) è χ�(õ) äëÿ ãðàíè÷-
íûõ çíà÷åíèé ãð max.

ψ
= >� � �  Äàëåå ñ èñïîëüçîâàíè-

åì âðîíñêèàíà (6) âû÷èñëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ψ�(x) ïî 
ñîîòíîøåíèþ 

 
1

1
( ) ,

( ) ( ) – ( )
x

R x x x
ψ

−

ψ =
χ χ

�

� ��

 (20) 

à 1( ) ( ) ( )x x R x
ψ

−ψ = ψ� � �
 – ïî îïðåäåëåíèþ. Îòìåòèì, 

÷òî ñîîòíîøåíèå (20) íå äàåò ïîãðåøíîñòåé â îáðà-
çîâàíèè ìàëîé âåëè÷èíû ψ�(x) ïðè � = �ãð, ïîñêîëü-
êó îíà îáðàçóåòñÿ äåëåíèåì åäèíèöû íà áîëüøóþ 
âåëè÷èíó. 

×èñëåííîå èññëåäîâàíèå ïîãðåøíîñòåé ýòîé ñõå-
ìû ïðîâîäèëîñü íà êîìïüþòåðå IBM PC, â êîòîðîì 
äëÿ âûðàæåíèÿ ìàíòèññû ÷èñëà ñ ïëàâàþùåé òî÷êîé 
îòâîäÿòñÿ 24 áèòà. Îñíîâíûì ìåòîäîì áûëî ñðàâ-
íåíèå âû÷èñëåíèé ôóíêöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì îäè-
íàðíîé è äâîéíîé òî÷íîñòè. Ïðîãðàììà âû÷èñëåíèé 
áûëà íàïèñàíà íà ÿçûêå ÔÎÐÒÐÀÍ. 

Íà ïåðâîì ýòàïå ñðàâíèòåëüíûõ âû÷èñëåíèé 

âûÿñíèëîñü, ÷òî õàðàêòåð ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé 
êàðäèíàëüíî çàâèñèò îò òîãî, ìîæåò ëè äðîáíàÿ ÷àñòü 
àðãóìåíòà x, çàäàííîãî â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå, áûòü 



 

704 Ðîìàíîâ Í.Ï. 

 

âûðàæåííîé â êîíå÷íîì âèäå â èñïîëüçóåìîé â êîì-
ïüþòåðàõ äâîè÷íîé ñèñòåìå. Îòìåòèì, ÷òî âñå öåëûå 
÷èñëà ïåðåâîäÿòñÿ â äâîè÷íóþ ñèñòåìó. Â òî æå 
âðåìÿ äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà, ðàâíàÿ, íàïðèìåð, 0,1N 
(N ≠ 5, 10…), ïðåäñòàâëÿåòñÿ òîëüêî â âèäå ïåðèî-
äè÷åñêîé äâîè÷íîé äðîáè [13]. Ïîãðåøíîñòü ïåðå-
âîäà ÷èñëà èç îäíîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèé â äðóãóþ 
íàçûâàåòñÿ ïîãðåøíîñòüþ ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ. Ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíû ýòîé 
ïîãðåøíîñòè äëÿ äâîè÷íîé ñèñòåìû 

 
10 2

max 2 ,q
x

x

−

−

Δ
=  (21) 

ãäå q – êîëè÷åñòâî èñïîëüçóåìûõ äëÿ ìàíòèññû 
áèò. Äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ â äåñÿòè÷íîì ïðåäñòàâëå-
íèè maõ⏐Δx/x⏐10–2 = 6 ⋅ 10–8. Êàê ïîêàçàëè èññëå-
äîâàíèÿ, â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ðåêóððåíòíîé ïðî-
öåäóðû ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ âñåõ ôóíêöèé ÐÁ 
ñ èñïîëüçîâàíèåì îäèíàðíîé òî÷íîñòè â ñëó÷àÿõ íå-
ïðåäñòàâèìîñòè àðãóìåíòîâ â äâîè÷íîé ñèñòåìå â êî-
íå÷íîì âèäå îáóñëîâëåíû â îñíîâíîì ïîãðåøíîñòüþ 
ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ è îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì 
 

 10 2.x
−

′ΔΦ = Φ Δ  (22) 

Â ñëó÷àå ïðåäñòàâèìîñòè äðîáíîé ÷àñòè x â äâî-
è÷íîé ñèñòåìå â êîíå÷íîì âèäå ïðîÿâëÿþòñÿ òîëüêî 
ïîãðåøíîñòè äåéñòâèé [13], èññëåäîâàíèå êîòîðûõ 
è ÿâëÿåòñÿ öåëüþ äàííîé ðàáîòû. Çäåñü ýòîò ñëó÷àé 
ðåàëèçîâûâàëñÿ çàäàíèåì äðîáíîé ÷àñòè x â âèäå 
1/2n ïðè öåëîì çíà÷åíèè n. Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, 
÷òî àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ îñíîâíûõ 
ôóíêöèé sinx è cosx íå èìååò òðåíäîâ ñ ðîñòîì x  
è ïðè îäèíàðíîé òî÷íîñòè íå ïðåâûøàåò 3 ⋅ 10–8  
â èññëåäîâàííîì äèàïàçîíå õ ≤ 104. 

Íà âòîðîì ýòàïå áûëà ïðîâåäåíà ïðîâåðêà çà-
âèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè îò ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ äåé-
ñòâèÿ â (4). Ïðè ýòîì îêàçàëîñü, ÷òî ðåçóëüòàò âû-
÷èñëåíèé îòëè÷àåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ïåðåä 
íà÷àëîì ðåêóððåíòíîãî ïðîöåññà îáðàçóåòñÿ âåëè-
÷èíà 1/x è ïîòîì íà íåå ïðîâîäèòñÿ óìíîæåíèå. 
Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, ýòîò âà-
ðèàíò çàíèìàåò â 1,5 ðàçà ìåíüøå âðåìåíè èç-çà òî-
ãî, ÷òî îïåðàöèÿ äåëåíèÿ íàìíîãî äëèòåëüíåå îñ-
òàëüíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé, à â ýòîì âàðè-
àíòå îíà ïðîâîäèòñÿ òîëüêî îäèí ðàç ïåðåä íà÷àëîì 
ðåêóððåíòíîãî öèêëà. Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ 
âðåìÿ è ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ â (4) îñòàþòñÿ îäè-
íàêîâûìè. Ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé îáû÷-
íî ìåíüøå, ÷åì â âàðèàíòå ñ îáðàçîâàíèåì âåëè÷èíû 
1/x. Ïîýòîìó îñíîâíûå èññëåäîâàíèÿ ïîãðåøíîñòè 
âû÷èñëåíèé ôóíêöèé Ðèêêàòè–Áåññåëÿ ïðîâîäèëèñü 

ñ ïîðÿäêîì âû÷èñëåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèì çàïèñè  
â ñîîòíîøåíèè (4). 

Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ñðàâíèòåëüíûõ ðàñ÷å-
òîâ îáùèå çàêîíîìåðíîñòè ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ 
ôóíêöèé ψ�(x) äëÿ 

max

ψ
≤� �  è χ�(õ) äëÿ 

max

χ
≤� �  

ïðè ïðÿìîé ðåêóðñèè ñîñòîÿò â òîì, ÷òî àáñîëþòíàÿ 
ïîãðåøíîñòü îñöèëëèðóåò ñ ðîñòîì � ñî ñëàáî âîç-
ðàñòàþùåé àìïëèòóäîé îò âåëè÷èí, óêàçàííûõ âûøå 
äëÿ sinx è cosx, äî âåëè÷èí, îïðåäåëÿåìûõ äëÿ îáå-
èõ ôóíêöèé îäíèì ñîîòíîøåíèåì 

2 38( ), ( ) 2 10 ,x x x
−

Δψ Δχ ≈ ⋅� �  
max

,

ψ
≈� �  

max
.

χ
≈� �  (23) 

Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè � àáñîëþòíîå çíà-
÷åíèå Δχ� íà÷èíàåò ðåçêî âîçðàñòàòü, îäíàêî îòíî-
ñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòî-
ÿííîé, à åå ñðåäíåå çíà÷åíèå îïèñûâàåòñÿ ñîîòíî-
øåíèåì 

 1 282,5 10 ,x
−

Δχ χ ≈ ⋅� �  
1
,

χ
≥� �  (24) 

êîòîðîå ñîãëàñóåòñÿ ñ ñîîòíîøåíèÿìè (14), (15) è (23). 
  Â îáëàñòè 

max

ψ
>� �  ñ ðîñòîì � íà÷èíàþò áûñòðî 

âîçðàñòàòü îòíîñèòåëüíàÿ è äàæå àáñîëþòíàÿ ïî-
ãðåøíîñòè âû÷èñëåíèé ôóíêöèè ψ�(x). Îäíàêî ïðè 
ýòîì çíà÷åíèå âðîíñêèàíà (8) ñîõðàíÿåòñÿ ðàâíûì 
åäèíèöå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè 

max

ψ
>� �  âû÷èñëÿå-

ìàÿ âåëè÷èíà ( )xψ�

�

 ÿâëÿåòñÿ ñóììîé 

 ( ) ( ) ( ),x x b xψ = ψ + χ� � �

�
 

max
.

ψ
>� �  (25) 

Ïðè èçìåíåíèè x ìîæåò ìåíÿòüñÿ êàê çíàê, òàê 
è âåëè÷èíà b. Äëÿ ñðåäíèõ âåëè÷èí ïîâåäåíèå êî-
ýôôèöèåíòà b ìîæåò áûòü îïèñàíî ñëåäóþùèì  
ñîîòíîøåíèåì: 

 1 28
2 10 .b x

−

≈ ⋅  (26) 

Óæå ïðè íåáîëüøîì ïðåâûøåíèè � íàä 
max

ψ
�  

âòîðîé ÷ëåí â (25) ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëÿþùèì, ò.å. âû-
÷èñëÿåìàÿ â ýòîì ñëó÷àå ïî ïðÿìîé ðåêóðñèè âåëè-
÷èíà ( )xψ�

�

 ôàêòè÷åñêè ïðîïîðöèîíàëüíà χ�(õ), à ïî-
ëó÷åííàÿ ïðè ýòîì âåëè÷èíà R� ÿâëÿåòñÿ ( ).R x

χ

�
 

Ïîëó÷åííûé, êàçàëîñü áû, ïàðàäîêñàëüíûé ðåçóëü-
òàò ÿâëÿåòñÿ ïîäòâåðæäåíèåì óæå óïîìÿíóòîãî âûøå 

ïîëîæåíèÿ, ÷òî ëþáîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå, ïðèìå-
íåííîå â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè, ýôôåêòèâíî òîëüêî 
ïðè âû÷èñëåíèè «íàèáîëüøåãî» ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ [7]. Ðîñò àáñîëþòíîé (23) è îòíîñèòåëüíîé 
ïîãðåøíîñòåé [÷òî ñëåäóåò èç ñîïîñòàâëåíèÿ (23)  
ñ (14), (15)] â îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè ìîæíî îáúÿñ-
íèòü òåì, ÷òî äåìïôèðóþùåå ñîîòíîøåíèå (13) òîëü-
êî ÷àñòè÷íî ïîäàâëÿåò ïîãðåøíîñòè äåéñòâèé è â ðå-
çóëüòàòå ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèé ïðîïîðöèîíàëüíà 
êâàäðàòíîìó êîðíþ èç êîëè÷åñòâà îïåðàöèé. 

Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü îáðàòíîé ðåêóðñèè 
èññëåäîâàëàñü äëÿ �ãð, îïðåäåëÿåìîãî ñîîòíîøåíèåì 
�ãð = õ + 4õ1/3

 + 8, êîòîðîå ñîãëàñíî [3, 6] îáåñïå÷è-
âàåò êîððåêòíîå ñóììèðîâàíèå ðÿäîâ Ìè. Ïðè ýòîì 
îêàçàëîñü, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü âû÷èñëå-
íèÿ ôóíêöèè ψ�(x) ïî îáðàòíîé ðåêóðñèè äëÿ ôèêñè- 
ðîâàííîãî x îñòàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííîé âî âñåì 
äèàïàçîíå �. Åå çàâèñèìîñòü îò x ïðèáëèçèòåëüíî 
îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: 

 1 28(3 5) 10 ,x
−

Δψ ψ ≈ ÷ ⋅� �  (27) 

êîòîðîå ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ òàêîâûì äëÿ 
ôóíêöèé ψ�(x) ïðè max

ψ
=� �  è χ�(õ) ïðè max

χ
≥� �  

[ñì. (24)] äëÿ ïðÿìîé ðåêóðñèè. Èëëþñòðàöèÿ óêà-
çàííûõ âûøå ïîëîæåíèé ïðèâîäèòñÿ íà ðèñ. 1, íà 
êîòîðîì äëÿ õ = 1000 (öåëîå ÷èñëî, ïðåäñòàâèìîå  
â äâîè÷íîé ñèñòåìå) è õ = 1000,1 (íå ïðåäñòàâèìîå 
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â äâîè÷íîé ñèñòåìå ÷èñëî) ïðèâåäåíû àáñîëþòíûå 
ïîãðåøíîñòè ïðÿìîé è îáðàòíîé ðåêóðñèé äëÿ 
ψ�(õ), êîòîðûå äëÿ max

ψ
<� �  ïðåäñòàâëåíû îáëàñòÿ-

ìè èõ èçìåíåíèÿ. 
 

 

10–3 

10–4 

10–5 

10–6 
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10–8 
200 400 600 800 � 
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Ðèñ. 1. Àáñîëþòíûå ïîãðåøíîñòè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé ÐÁ1 
äëÿ õ = 1000 (êðèâûå 1) è õ = 1000,1 (êðèâûå 2) ìåòîäîì 
ïðÿìîé (êðèâûå 1ïð, 2ïð) è îáðàòíîé (êðèâûå 1îá, 2îá)  
  ðåêóðñèé 

 

Ïîëîæåíèå max

ψ
=� �  óêàçàíî íà ðèñ. 1 ñòðåëêîé. 

Èç ðèñ. 1 õîðîøî âèäíî, ÷òî äëÿ ïðåäñòàâèìûõ  
â äâîè÷íîé ñèñòåìå ÷èñåë ïðÿìàÿ ðåêóðñèÿ äàåò 
ëó÷øóþ òî÷íîñòü ïðè 

max
,

ψ
<� �  à îáðàòíàÿ – ïðè 

max

ψ
>� �  è ÷òî ïîãðåøíîñòè îáåèõ ðåêóðñèé ñðàâ-

íèâàþòñÿ â ðàéîíå 
max

.

ψ
=� �  Â òî æå âðåìÿ ïîãðåø-

íîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷èñåë ïðàêòè÷åñêè ñðàâíèâà-
åò ïîãðåøíîñòè îáåèõ ðåêóðñèé â îáëàñòè 

max
,

ψ
<� �  

êîòîðûå äëÿ ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 1 ñëó÷àÿ áîëüøå 
÷åì íà ïîðÿäîê ïðåâûøàþò ïîãðåøíîñòè âû÷èñëå-
íèé. Ðåçêîå íàðàñòàíèå ïîãðåøíîñòè ïðè max

ψ
>� �  

îáóñëîâëèâàåòñÿ, êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ïåðåõîäîì 
ðåêóððåíòíîãî ïðîöåññà ê ôîðìèðîâàíèþ ôóíêöèè, 
ïðîïîðöèîíàëüíîé χ�(õ). 

 

5. Ñâîéñòâà è ïîãðåøíîñòè ìåòîäèêè 
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé ÐÁ  
êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà z 

 

Ïðè îïèñàíèè ñâîéñòâ ôóíêöèé ÐÁ êîìïëåêñíîãî 

àðãóìåíòà îãðàíè÷èìñÿ îáëàñòüþ 0 ≤ θ = argz ≤ π/2, 
ïîñêîëüêó â äðóãèõ ñåêòîðàõ ôóíêöèè ÐÁ âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç ôóíêöèè ýòîãî ñåêòîðà ïîñðåäñòâîì 
îïåðàöèé êîìïëåêñíîãî ñîïðÿæåíèÿ èëè èçìåíåíèÿ 
çíàêà. Òàê, *( *) ( ),z zψ = ψ� �  à ( *) ( ) .z zη = ζ� �  Áóäåì 
èñïîëüçîâàòü äâå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìû çàïèñè êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà z = x + iy = r(cosθ + isinθ). Â ïî-
ñëåäíåé çàïèñè r ÿâëÿåòñÿ ìîäóëåì, à θ – àðãóìåí-
òîì êîìïëåêñíîãî ÷èñëà. 

Èç âûðàæåíèé äëÿ ôóíêöèé ÐÁ â âèäå ðÿäîâ 
(2), (3) ñëåäóåò, ÷òî çàâèñèìîñòü ìîäóëåé ýòèõ 
ôóíêöèé îò ìîäóëÿ àðãóìåíòà ïðè � >> r äîëæíà 
áûòü ïîäîáíà òàêîâûì äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî àðãó-
ìåíòà. Â òî æå âðåìÿ ïðè ìàëûõ �, êàê ñëåäóåò èç 
âûðàæåíèé (9) äëÿ ôóíêöèé ÐÁ ïðè � = 0, ìîäóëü 
ýòèõ ôóíêöèé èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ çàâèñèìîñòü 
îò y, à èìåííî: 

 0 0( ) ( ) exp( )/2,z z yψ = χ =   (28à) 

 0( ) exp(– ),z yη =  (28á) 

 0( ) exp( ).z yζ =  (28â) 

Ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ïðè ïðîìåæó-
òî÷íûõ çíà÷åíèÿõ � ïðîñòîìó àíàëèçó íå ïîääàåòñÿ  

è ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ïðè-
ìåðû òàêèõ ðàñ÷åòîâ äëÿ x, y = 10 äàþòñÿ â ðàáîòå 
[14], â êîòîðîé èññëåäóåòñÿ îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè 
ïðÿìîé ðåêóðñèè ïðè èñïîëüçîâàíèè îäèíàðíîé, 
äâîéíîé, òðîéíîé è ÷åòâåðíîé òî÷íîñòè ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ ÷èñåë. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ èëëþñòðàöèè ïîâåäå-
íèÿ ôóíêöèè ÐÁ1 ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ àðãóìåí-
òà íà ðèñ. 2 ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ çàâè-
ñèìîñòè ôóíêöèè ÐÁ1 îò �  äëÿ r = 10 è íåñêîëü-
êèõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà. 

 

θ = π/4

– 3π/16

– π/8 

– π/16 

– 0 
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Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ôóíêöèè ÐÁ1 ïðè çíà÷åíèè 
ìîäóëÿ êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé r = 10 îò � ïðè ðàçëè÷íûõ 
  çíà÷åíèÿõ àðãóìåíòà ýòîé ïåðåìåííîé θ 

 

Òî÷êàìè îòìå÷åíû ðàñ÷åòíûå çíà÷åíèÿ ïðè öå-
ëûõ çíà÷åíèÿõ �, à ñïëîøíûå êðèâûå, ñîåäèíÿþ-
ùèå ýòè òî÷êè, ïðåäñòàâëÿþò âåëè÷èíû ÐÁ1 ïðè 
ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ �. Ñòðåëêîé îòìå÷åíî 
çíà÷åíèå �, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì 
ôóíêöèè ÐÁ1 ïðè äåéñòâèòåëüíîì àðãóìåíòå, ò.å. 

max

ψ
� (10 + i ⋅ 0) = 7,68. Âèäíî ðåçêîå óìåíüøåíèå 
ìîäóëÿ ôóíêöèè ÐÁ1 ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿäêà, ÷òî 
ñîãëàñíî âûøåèçëîæåííûì ñîîáðàæåíèÿì [ñîîòíî-
øåíèå (13)] îòâåðãàåò ïðèìåíèìîñòü ïðÿìîé ðåêóð-
ñèè äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé θ. Ïîâåäåíèå ôóíêöèé 
ÐÁ1 è ÐÁ2 ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ðåàëüíîé ÷àñòè 
è ìàëûõ âåëè÷èíàõ θ ïðèâîäèòñÿ íà ðèñ. 3, à ôóíê-
öèé ÐÁ3 è ÐÁ4 – íà ðèñ. 4. 

Ââèäó îñöèëëèðóþùåãî õàðàêòåðà ôóíêöèé ÐÁ1 
è ÐÁ2 íà ðèñ. 3 øòðèõîâêîé óêàçàíû îáëàñòè èç-
ìåíåíèÿ èõ àáñîëþòíûõ çíà÷åíèé. Èç ðèñ. 3, 4 âèä-
íî, ÷òî ñ ðîñòîì àðãóìåíòà àìïëèòóäà îñöèëëÿöèé 
ôóíêöèé ÐÁ1 è ÐÁ2 óìåíüøàåòñÿ, à èõ ñðåäíåå çíà-
÷åíèå óâåëè÷èâàåòñÿ. ßâíî ïðîÿâëÿåòñÿ îòìå÷åííûé 
âûøå õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ ôóíêöèé ïðè ìàëûõ [âû-
ïîëíåíèå ñîîòíîøåíèé (28)] è áîëüøèõ (îäèíàêî-
âàÿ çàâèñèìîñòü ïðè ôèêñèðîâàííîì r) çíà÷åíèÿõ �. 

6. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 8. 
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Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ôóíêöèé ÐÁ1 è ÐÁ2 îò � ïðè 
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè õ = 103 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ 
ó. Ñòðåëêàìè îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ 

max

ψ
�  è 

max

χ
�  äëÿ õ = r 

  ïî ñîîòíîøåíèÿì (16) è (19) ñîîòâåòñòâåííî 
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Ðèñ. 4. Çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ ôóíêöèé ÐÁ3 è ÐÁ4 îò � ïðè 
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè õ = 103 è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ó 

  (íîìåðà íà êðèâûõ) 

Â ÷àñòíîñòè, ìàëî ìåíÿåòñÿ çíà÷åíèå ìàêñèìóìà 
ìîäóëÿ â òî÷êàõ 

max

ψ
�  è 

max
,

χ
�  îïðåäåëÿåìûõ ñîîò-

íîøåíèÿìè (16) è (19) ñîîòâåòñòâåííî ïðè çàìåíå x 
íà r. Ïðèðàâíèâàÿ (28à) è (14), íàõîäèì óñëîâèå 
ðàâåíñòâà ìîäóëÿ ôóíêöèè ÐÁ1 â òî÷êàõ � = 0  
è 

max
,

ψ
=� �  êîòîðîå îïðåäåëÿåò êðàéíþþ òî÷êó óñ-

òîé÷èâîñòè ïðÿìîé ðåêóðñèè ïðè max

ψ
≤� � : 

 0,4lg 0,5.y x≤ +  (29) 

Äëÿ ôóíêöèè ÐÁ3 èìååò ìåñòî óìåíüøåíèå,  
à äëÿ ôóíêöèè ÐÁ4 – óâåëè÷åíèå ìîäóëÿ ñ ðîñòîì 
ìíèìîé ÷àñòè z. Èç ðèñ. 4, á âèäíî, ÷òî ìîäóëü 
ôóíêöèè ÐÁ4 ïðè y > 0 èìååò ìèíèìóì âáëèçè 
� = x, ãëóáèíà êîòîðîãî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì y. 
Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (13) ìîæíî ñäåëàòü 
âûâîä, ÷òî ïðÿìàÿ ðåêóðñèÿ äëÿ ýòîé ôóíêöèè íå-
óñòîé÷èâà. Ìîäóëü ôóíêöèè ÐÁ3, êàê ñëåäóåò èç 
ðèñ. 4, à, ìîíîòîííî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì � ïðè 
âñåõ y ≥ 0, ïîýòîìó ïðÿìàÿ ðåêóðñèÿ äëÿ ôóíêöèè 
η�(z) ïðè 0 ≤ argz ≤ π/2 äîëæíà áûòü óñòîé÷èâîé. 
  ×èñëåííàÿ ïðîâåðêà ïîêàçàëà, ÷òî äëÿ ýòîé ôóíê-
öèè ïîâåäåíèå àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé 
ïîãðåøíîñòè ïðè ïðÿìîé ðåêóðñèè ñëàáî çàâèñèò îò 
θ è ïðàêòè÷åñêè ïîâòîðÿåò çàêîíîìåðíîñòè ïîâåäå-
íèÿ ïîãðåøíîñòåé äëÿ ôóíêöèè ÐÁ2 îò äåéñòâè-
òåëüíîãî àðãóìåíòà. Ïîýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ ôóíê-
öèé ψ�(z) äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé � ïðè èçâåñòíîé 
âåëè÷èíå ( )R z

ψ

�
 ñëåäóåò âûáðàòü ñîîòíîøåíèå (8à), 

ñ èñïîëüçîâàíèåì êîòîðîãî âûðàæåíèå äëÿ ψ�(z) 
ïðèìåò âèä 

 
1

–
( ) .

( ) ( ) – ( )

i
z

R z z z
ψ

−

ψ =
η η

�

� ��

 (30) 

Ïðèìåðû ïîãðåøíîñòåé ïðÿìîé è îáðàòíîé 
[ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (30)] ðåêóðñèé 
ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5. 
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Ðèñ. 5. Çàâèñèìîñòü ìîäóëÿ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè 
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ÐÁ1 îò � ïðè õ = 1000 è ðàçëè÷íûõ 
çíà÷åíèÿõ ó äëÿ ïðÿìîé (ñïëîøíûå êðèâûå, íîìåðà êîòîðûõ 

ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì ó) è îáðàòíîé (çàøòðèõîâàííàÿ 
  îáëàñòü) ðåêóðñèé 

 
Äëÿ ïðÿìîé ðåêóðñèè íîìåðà êðèâûõ ñîîòâåò-

ñòâóþò çíà÷åíèþ y. Ïîãðåøíîñòè îáðàòíîé ðåêóð-
ñèè äëÿ òåõ æå çíà÷åíèé y íàõîäÿòñÿ â çàøòðèõî-
âàííîé ãîðèçîíòàëüíîé îáëàñòè. Èç ðèñ. 5, à òàêæå 
èç ðàñ÷åòîâ ïðè äðóãèõ âåëè÷èíàõ z è � âûÿâëÿþòñÿ 
ñëåäóþùèå çàêîíîìåðíîñòè ïîâåäåíèÿ ïîãðåøíî-
ñòåé ïðÿìîé è îáðàòíîé ðåêóðñèé ïðè âû÷èñëåíèè 
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ôóíêöèé ÐÁ1 äëÿ êîìïëåêñíûõ çíà÷åíèé àðãóìåí-
òà. À èìåííî: ïîãðåøíîñòü îáðàòíîé ðåêóðñèè ïðè 
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè z ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííà 
äëÿ âñåõ �, ñëàáî çàâèñèò îò θ è íàõîäèòñÿ â ïðåäåëàõ 
 

   
( )

( )
1 2–8(3 6) 10 ;

z

r

z

Δψ
= ÷ ⋅

ψ

�

�

 0 ,
2

π
≤ θ ≤  ãð.≤� �  (31) 

Ýòî ñîîòíîøåíèå ôàêòè÷åñêè âêëþ÷àåò â ñåáÿ 
è ñîîòíîøåíèå (27), ïîëó÷åííîå äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ 
àðãóìåíòîâ. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (29) ïðÿìàÿ 
ðåêóðñèÿ äàåò ìåíüøóþ ïîãðåøíîñòü ïðè 

max
,

ψ
<� �  

êîòîðàÿ ñðàâíèâàåòñÿ ñ òàêîâîé äëÿ îáðàòíîé ðå-
êóðñèè ïðè 

max
.

ψ
=� �  Ïðè óâåëè÷åíèè y ýòà ãðàíèöà 

ñäâèãàåòñÿ âëåâî. Îäíàêî ïîëó÷åíèå àíàëèòè÷åñêèõ 
ñîîòíîøåíèé äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â äàííîé ðàáîòå íå 
ïðîâîäèòñÿ, ïîñêîëüêó îíî óæå ñäåëàíî â [14] â ðàì-
êàõ ïîñòàâëåííîé òàì çàäà÷è. Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî 
ðàçäåëà îòìåòèì, ÷òî âñå âûâîäû îá óñòîé÷èâîñòè 
ðåêóðñèé äëÿ ôóíêöèè ÐÁ1 àâòîìàòè÷åñêè îòíîñÿò-
ñÿ è ê èõ îòíîøåíèþ, ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ êîòîðî-
ãî îáîñíîâûâàåòñÿ íèæå. 

 

6. Âûáîð è îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà 
âû÷èñëåíèÿ îòíîøåíèÿ ôóíêöèé ÐÁ1 

 

Èñïîëüçîâàíèå ðÿäà (2) äëÿ íàõîæäåíèÿ íà-
÷àëüíûõ çíà÷åíèé ψ�–1(z) è ψ�(z) èëè èõ îòíîøåíèÿ 
êîððåêòíî òîëüêî ïðè óñëîâèè 

 
2

2 ,z>�  (32) 

ïðè êîòîðîì åãî ÷ëåíû óáûâàþò ïî àáñîëþòíîé âå-
ëè÷èíå. Ïðè ìåíüøèõ � ÷ëåíû ðÿäà âíà÷àëå âîçðàñ-
òàþò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå äî âåëè÷èí ìíîãî áîëü-
øå åäèíèöû, ïîýòîìó çíà÷åíèå ñóììû â êâàäðàòíûõ 

ñêîáêàõ (2) îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòüþ âåëè÷èí, íàìíî-
ãî ïðåâîñõîäÿùèõ ñàìó ðàçíîñòü. ×ëåíû ðÿäà Òåé-
ëîðà äëÿ îòíîøåíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äåëåíèåì 
ðÿäîâ äëÿ ψ�–1(z) è ψ�(z) è èìåþò âèä 

 
2 1

( )R z
z

ψ +

= ×
�

�
 

 
2 4

2
1– – –

(2 1)(2 3) (2 1)(2 3) (2 5)

z z⎡
×⎢

+ + + + +⎣ � � � � �
 

 
6

3

2
– –
(2 1)(2 3) (2 5)(2 7)

z

+ + + +� � � �
 

  
8

4 2

(10 27)
– –... .
(2 1)(2 3) (2 5) (2 7)(2 9)

z ⎤+
⎥

+ + + + + ⎦

�

� � � � �
  (33) 

Èç ðàññìîòðåíèÿ ðÿäà (33) âèäíî, ÷òî ñõîäè-
ìîñòü åãî ëó÷øå, ÷åì ðÿäà (2). Óñëîâèåì êîððåêò-
íîãî âû÷èñëåíèÿ ýòîãî ðÿäà ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 
 

 2 .z>�  (34) 

Îäíàêî òðóäíîñòü åãî èñïîëüçîâàíèÿ ñîñòîèò  
â îòñóòñòâèè àíàëèòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ äëÿ ïîñëå-
äóþùèõ ÷ëåíîâ. Â òî æå âðåìÿ èçâåñòíî [10], è ýòî 
íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (10á), ÷òî 

îáðàòíàÿ ðåêóðñèÿ äëÿ R� ýêâèâàëåíòíà áåñêîíå÷-
íîé öåïíîé äðîáè, êîòîðàÿ îáû÷íî çàïèñûâàåòñÿ  
â âèäå [15]: 

 1

0

2
1

3
2

3

( ) ,
b

R z a
b

a
b

a
a

= +

+

+

+

�

�

 (35) 

ãäå 

 
2 2 1

;k

k
a

z

+ +

=

�
 –1.kb =  

Äëÿ öåïíûõ äðîáåé ðåêóððåíòíûå óðàâíåíèÿ 
 

 
1 2

1 2

;
n n n n n

n n n n n

P a P b P

Q a Q b Q

− −

− −

= +

= +

 (36) 

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè 

 0 1,b =  2 0,P
−

=  1 1,P
−

=  2 1,Q
−

=  1 0Q
−

=  

îïðåäåëÿþò ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü íåñîêðàòèìîé 
n-é ïîäõîäÿùåé äðîáè 

 ,
n n n

P Qδ =  (37) 

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà êîíå÷íîé öåïíîé äðîáè, ãäå 
îòáðîøåíû âñå ÷ëåíû ñ k > n. Ïðè ýòîì ðàçíîñòü 

äâóõ ñîñåäíèõ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé îïðåäåëÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèåì 

 
1

1

1

1

(–1) ...
– .

n

n

n n

n n

b b

Q Q

−

−

−

δ δ =  (38) 

Îäíèì èç ïðèçíàêîâ ñõîäèìîñòè δn ê êîíå÷íî-
ìó ïðåäåëó ïðè n → ∞ äëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë bn 
è an è ïîëîæèòåëüíîñòè an ïîñëå íåêîòîðûõ çíà÷å-
íèé n0 ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ [15]: 

 – 1,
n n

a b ≥  0.n n>  (39) 

Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äåé-
ñòâèòåëüíûõ àðãóìåíòîâ öåïíàÿ äðîáü (35) ñõîäèòñÿ, 
òàê êàê ïðè óâåëè÷åíèè k çíà÷åíèå ( 1)k x+ +�  âñå-
ãäà ñòàíîâèòñÿ áîëüøå åäèíèöû, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ 
óñëîâèå (39). Ïðè ýòîì âñòàåò âîïðîñ, ê îòíîøåíèþ 
êàêèõ ôóíêöèé ñõîäèòñÿ (35), òàê êàê ñîîòíîøåíèÿ 
(35)–(39) ôîðìàëüíî èìåþò ìåñòî äëÿ ëþáûõ 
ôóíêöèé Ðèêêàòè–Áåññåëÿ. Îòâåòîì íà ýòîò â îá-
ùåì-òî ðèòîðè÷åñêèé âîïðîñ ìîæåò ñëóæèòü ñðàâ-
íåíèå ïåðâûõ ÷ëåíîâ ðÿäà (33) äëÿ ( )R z

ψ

�
 è ðÿäà, 

ïîëó÷åííîãî äåëåíèåì ìíîæèòåëÿ Pn(z) íà Qn(z). 
Äëÿ ýòîãî âûïèñûâàåì âûðàæåíèÿ äëÿ ïåðâûõ äâóõ 
âåëè÷èí Pn(z) è Qn(z), ïîëó÷åííûå èç (35) è (36): 
 

 0

2 1
,P

z

+
=

�
 0 1;Q =  

 1

2 1 2 3
–1,P

z z

+ +

=

� �
 0

2 3
.Q

z

+

=

�
 (40) 

Èç (37), (40) âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì ïîðÿä-
êà ïîäõîäÿùèõ äðîáåé îíè íà÷èíàþò îïèñûâàòü âñå 
áîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðÿäà (33). Òàêèì îáðàçîì, 
ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî áåñêîíå÷íàÿ äðîáü (35) 

6.* 
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ñõîäèòñÿ ê ôóíêöèè ( ).R z
ψ

�
 Äëÿ âûÿñíåíèÿ õàðàê-

òåðà ñõîäèìîñòè ïîäñòàâèì â (38) çíà÷åíèå bn = –1. 
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 

 , , 1

1

1
– – .

n n

n n

R R
Q Q

−

−

=� �  (41) 

Èç óðàâíåíèÿ (36) âèäíî, ÷òî ïðè x ≤ 2(� + k + 1) 
âñå Qn > 0, ò.å. ðàçíîñòü ìåæäó äâóìÿ ñîñåäíèìè 
ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè îòðèöàòåëüíà. Ýòî îçíà÷àåò, 
÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

,n
R�  ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî 

óáûâàþùåé ñ ðîñòîì n. Ðàçíîñòü ìåæäó âåëè÷èíîé 
R� è 

,n
R�  ñ ó÷åòîì (41) âûðàæàåòñÿ â âèäå ðÿäà 

 

  1
,

1 2 2 3

1
– – 1 ... .

n n n

n

n n n n n

Q Q Q
R R

Q Q Q Q Q

+

+ + + +

⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
�  (42) 

Ïðè óñëîâèè n + � > z îòíîøåíèå 2n k n kQ Q
+ + +

≈  
≈ 1/4 è ñóììà â ñêîáêàõ (42), ñîãëàñíî âûðàæåíèþ 
äëÿ ñóììû ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè, ïðèáëèçè-
òåëüíî ðàâíà 4/3. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðîèçâåäå-
íèå QnQn+1, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïðè ðå-
êóððåíòíîì âû÷èñëåíèè ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ 
ïîäõîäÿùèõ äðîáåé, ìîæåò ñëóæèòü äëÿ âûðàáîòêè 
êðèòåðèÿ îñòàíîâêè ðåêóððåíòíîãî ïðîöåññà. Ïîýòî-
ìó â ðàçðàáàòûâàåìîì àëãîðèòìå âû÷èñëåíèÿ Rψ

�
 ïî 

ñîîòíîøåíèÿì (36), (37), êîòîðûé äëÿ äåéñòâèòåëü-
íûõ àðãóìåíòîâ ðåàëèçîâàí â ïðèâåäåííîé â ïðèëî-
æåíèè ê äàííîé ñòàòüå ïîäïðîãðàììå RPSIRE äëÿ 
îäèíàðíîé òî÷íîñòè áûë èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé 

êðèòåðèé îñòàíîâêè ðåêóððåíòíîãî ïðîöåññà: 

 1 .k kQ Q C
−

≥  (43) 

Äëÿ îöåíêè C îòìåòèì, ÷òî R
ψ

�
 ìåíÿåòñÿ îò 

�/õ ≈ 1 ïðè 
1

′ψ
=� �  äî (2� + 1)/õ ïðè � → ∞. Ïî-

ýòîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ 7 âåðíûõ çíàêîâ ìîæíî âû-
áðàòü C = 106. ×èñëåííîå èññëåäîâàíèå Ñ ïóòåì 
ñðàâíåíèÿ âû÷èñëåíèé R

ψ

�
 ñ îäèíàðíîé è äâîéíîé 

òî÷íîñòüþ äëÿ x ≤ 105 è 1 ≤ � ≤ õ + 50 ïîêàçàëî, 
÷òî ýòî çíà÷åíèå C ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì, ïîñêîëü-
êó ïðè äàëüíåéøåì åãî óâåëè÷åíèè äëÿ âû÷èñëåíèé 
ñ îäèíàðíîé òî÷íîñòüþ íå ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèÿ 
òî÷íîñòè âû÷èñëåíèé .R

ψ

�
 Èç ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ 

èññëåäîâàíèé ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ïðè âûáðàííîé âû-
øå âåëè÷èíå C êîëè÷åñòâî ðåêóððåíòíûõ öèêëîâ õî-
ðîøî îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì: 

 
( )

( )

max max
1 3

max max

–0,5 – , ,
4 3,6

– , .
k x

ψ ψ

ψ ψ

⎧ ≥⎪
= + ⎨

+ <⎪⎩

� � � �

� � � �

 (44) 

Ïðèâåäåííîå âûøå ñîîòíîøåíèå äàåò îòâåò è íà 
âîïðîñ î âûáîðå íà÷àëüíûõ âåëè÷èí n â àëãîðèòìå 
Ìèëëåðà [4, ñ. 270], â êîòîðîì ψ�+n+1(z) ïîëàãàåòñÿ 
ðàâíûì íóëþ, à ψ�+n(z) – åäèíèöå. Äåéñòâèòåëüíî, 
êàê ñëåäóåò èç ñîïîñòàâëåíèÿ (6) è (35), ýòîò àëãî-
ðèòì ýêâèâàëåíòåí ïðÿìîìó âû÷èñëåíèþ n-ïîäõî- 
äÿùåé íåïðåðûâíîé äðîáè. Ïîýòîìó äëÿ êîìïüþòå-
ðîâ ñ 24-áèòîâûì ïðåäñòàâëåíèåì ìàíòèññû çíà÷å-
íèå n â àëãîðèòìå Ìèëëåðà äîëæíî ïðîñòî ðàâ-
íÿòüñÿ k ïî (44). Îäíàêî â ñâÿçè ñ ïðåäëîæåííûì 
â íàñòîÿùåé ðàáîòå àëãîðèòìîì ïîëó÷åíèÿ ôóíêöèé 

ψ�(z) íåîáõîäèìîñòü â àëãîðèòìå Ìèëëåðà îòïàäàåò. 
Ïðåèìóùåñòâîì íàøåãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ àâòîìà-
òè÷åñêîå îïðåäåëåíèå k, à íåîáõîäèìîñòü âû÷èñëå-
íèÿ ôóíêöèè ÐÁ3 â íàøåì àëãîðèòìå ïî îáúåìó âû-
÷èñëåíèé ñîïîñòàâèìà ñ âû÷èñëåíèÿìè ðÿäîâ ïðè 

íîðìèðîâêå â àëãîðèòìå Ìèëëåðà. 
Â àëãîðèòìå Ëåíöà [12] ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèé 

ïîäõîäÿùèõ äðîáåé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ðåêóððåíòíîå 
âû÷èñëåíèå îòíîøåíèé 

 RPk = Pk/Pk–1 è RQk = Qk/Qk–1, 

êîòîðûå ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ èç (36) è ïîýòîìó çäåñü 
íå ïðèâîäÿòñÿ, à ïîñëåäóþùàÿ ïîäõîäÿùàÿ äðîáü 
ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé: 

 1 .

k
k k

k

RP

RQ
−

δ = δ  (45) 

Óñëîâèåì îêîí÷àíèÿ ðåêóððåíòíîé ïðîöåäóðû 
â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî ñ ìàøèííîé òî÷-
íîñòüþ âåëè÷èí RPk è RQk. Îòìåòèì, ÷òî â ýòîé 
ïðîöåäóðå íà êàæäîì øàãå èìååò ìåñòî îäíà äî-
ïîëíèòåëüíàÿ îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ, ÷òî 
óâåëè÷èâàåò âðåìÿ âû÷èñëåíèé. Â ýòîì æå àëãîðèò-
ìå èìååòñÿ âåðîÿòíîñòü äåëåíèÿ íà 0, äëÿ èñêëþ÷å-
íèÿ êîòîðîé â [12] ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ 
ïðîöåäóðà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàáîòû ïîäïðîãðàììû 
RPSIRE ñ àëãîðèòìîì Ëåíöà áûëà ñîñòàâëåíà ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïðîãðàììà áåç óêàçàííîé âûøå ïðî-
öåäóðû èñêëþ÷åíèÿ äåëåíèÿ íà íóëü. Ïðè ýòîì 
îêàçàëîñü, ÷òî óñëîâèå ðàâåíñòâà RPk è RQk ïðè 
ðàáîòå ïðîãðàììû [12] íå ìîãëî áûòü âûïîëíåíî, 
ïîýòîìó äëÿ îñòàíîâêè ðåêóððåíòíîãî ïðîöåññà áû-
ëî èñïîëüçîâàíî ñîîòíîøåíèå 

 
–

.

k k

k

RP RQ

RQ
≤ ε  (46) 

Çíà÷åíèå ε, ðàâíîå 10–6, îáåñïå÷èâàëî ïðè îäè-
íàðíîé òî÷íîñòè ïðåäåëüíî ìàëóþ ïîãðåøíîñòü. Ïðè 
ýòîì êîëè÷åñòâî ðåêóðñèé è ïîãðåøíîñòü âû÷èñëå-
íèÿ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàëè ñ òàêîâûìè äëÿ RPSIRE 
ïðè C = 106. Îäíàêî âðåìÿ âû÷èñëåíèé, óñðåäíåííîå 

ïî äèàïàçîíó x = 10÷1000, äëÿ RPSIRE îêàçàëîñü  
â 2 ðàçà ìåíüøå. 

 

Çàêëþ÷åíèå 

 
Ïî ðåçóëüòàòàì ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ìîæ-

íî ñäåëàòü ñëåäóþùèå îñíîâíûå âûâîäû îá óñòîé÷è-
âîñòè ðåêóððåíòíûõ ïðîöåäóð è ìåòîäàõ èõ ðåàëè-
çàöèè ïðè âû÷èñëåíèè ôóíêöèé Ðèêêàòè–Áåññåëÿ. 
  Àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå è ÷èñëåííûå ðå-
çóëüòàòû ïîäòâåðæäàþò îáùèé ïðèíöèï óñòîé÷èâî-
ñòè ðàçíîñòíûõ ñõåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèé, âîç-
ðàñòàþùèõ â íàïðàâëåíèè èõ ïðèìåíåíèÿ. Ñîãëàñíî 
ýòîìó ïðèíöèïó àáñîëþòíî óñòîé÷èâûìè äëÿ ïðÿ- 
ìîé ðåêóðñèè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè χ�(x) äëÿ ðåàëüíî-
ãî è η�(z) äëÿ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòîâ. Ôóíêöèè 

ψ�(x) ðåàëüíîãî àðãóìåíòà àáñîëþòíî óñòîé÷èâû äëÿ 
ïðÿìîé ðåêóðñèè òîëüêî äî 

max
,

ψ
=� �  îïðåäåëÿåìûõ 

ñîîòíîøåíèåì (16). Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè  
� ðåêóðñèÿ ñòàíîâèòñÿ àáñîëþòíî íåóñòîé÷èâîé  



 

 Èññëåäîâàíèå ìåòîäîâ è ïîãðåøíîñòåé âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé Ðèêêàòè–Áåññåëÿ 709 
 

è ïðèâîäèò ê ôîðìèðîâàíèþ ñóììû ôóíêöèé ψ�(x) 
è χ�(x). Îáðàòíàÿ ðåêóðñèÿ äëÿ ôóíêöèè ψ�(x) àá-
ñîëþòíî óñòîé÷èâà ïðè max

ψ>� �  è îòíîñèòåëüíî óñ-
òîé÷èâà ïðè 

max
.

ψ
<� �  Äëÿ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà 

óñòîé÷èâîñòü îáðàòíîé ðåêóðñèè ïîâûøàåòñÿ âî âñåì 
äèàïàçîíå �. 

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ðåêóððåíòíûõ ïðîöåäóð  
â óñòîé÷èâûõ îáëàñòÿõ îñíîâíàÿ ïîãðåøíîñòü âû-
÷èñëåíèÿ ôóíêöèé ïðè çàäàíèè àðãóìåíòîâ â äåñÿ-
òè÷íîé ñèñòåìå âîçíèêàåò çà ñ÷åò ïîãðåøíîñòåé èõ 
ïåðåâîäà â äâîè÷íóþ. 

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé äëÿ îáðàò-
íîé ðåêóðñèè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îòíîøåíèå 
RPSI = ψ�–1(z)/ψ�(z) è âû÷èñëåííîå ïî ïðÿìîé 
ðåêóðñèè çíà÷åíèå χ�(õ) èëè η�(z). Ñ èñïîëüçîâàíè-
åì âðîíñêèàíîâ ýòî ïðèâîäèò ê ñîîòíîøåíèÿì (20) 
è (30). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ RPSI ýôôåêòèâíà ïðîöå-
äóðà öåïíûõ äðîáåé, óïðîùåííàÿ ñõåìà âû÷èñëå-
íèÿ êîòîðûõ îáîñíîâàíà â äàííîé ñòàòüå è ïðèâî-
äèòñÿ â âèäå ïîäïðîãðàììû. 

 

ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 
 
Ïîäïðîãðàììà RPSIRE (ratio psi real E) ñëóæèò 

äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòíîøåíèÿ ôóíêöèé Ðèêêàòè–Áåñ- 
ñåëÿ ïåðâîãî ðîäà RPSI = ψ�–1(z)/ψ�(z) äëÿ ðåàëü-
íûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà. Ïåðåõîä ê êîìïëåêñíûì 
àðãóìåíòàì ïðîâîäèòñÿ ïðîñòûì ïåðåîïèñàíèåì òèïà 
ïåðåìåííûõ, ïðè ýòîì ñîîòíîøåíèå (43) îñòàåòñÿ  
â ñèëå. Âõîäíûìè ïàðàìåòðàìè ïîäïðîãðàììû ÿâ-
ëÿþòñÿ ïîðÿäîê L è çíà÷åíèå x, âûõîäíûì ïàðà-
ìåòðîì – çíà÷åíèå ôóíêöèè RPSI. 

 
SUBROUTINE RPSIRE(L,X,RPSI) 
DX=2./X 
W=(L+0.5)*DX 
P2=1. 
P1=W 
Q2=0. 
Q1=1. 
DO 1 K=2,9999 
DX=–DX 
W=DX–W 
P=W*P1+P2 

Q=W*Q1+Q2 
IF(ABS(Q*Q1).GE.1.E+6) GO TO 2 
P2=P1 
Q2=Q1 
P1=P 
1 Q1=Q 
2 RPSI=P/Q 
END 
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N.P. Romanov. Study of methods and errors in Riccatti–Bessel functions computations. 
The dependence of the Riccati–Bessel function (RB) of the 1st, 2nd, 3rd and 4th kinds of the real x and com-

plex z = õ + iy argument of their order � are studied analytically and numerically. The regions of increasing RB 

functions module with growing � stable to the errors of the direct recursion and the regions where the module 
decreased stable to the errors of the reverse recursion are being sought for. For RB1 function the stability region 
of the direct recursion at x >> 1 is determined by the correlation 0 ≤ � ≤ �max = x – 0.5 – 0.80861x1/3

 – 0.1635x–1/3 

under the condition that ⏐y⏐ ≤ 0.4lgx + 0.5. In this region a relative error of the direct recursion increases with 
increasing l proportionally to �1/2. In the range of � > �max the direct recursion results in the formation of the 
sum of the functions RB1 and RB2 instead of the function RB1. A relative error of the reverse recursion for the 
RB1 function in the whole range of � does not practically depend on �, it increases with the module z increase 
according to the law |z|1/2 and is comparable under the above limitations on y with the direct recursion error at 
� = �max. To obtain the initial values of the RB1 at the reverse recursion a simplified procedure to calculate the 
ratios of these functions of the neighboring orders with the use of a continued fraction, an additional calcula-
tion of the RB2 function at y = 0 or RB3 at y > 0 by the method of the direct recursion and the use of the 
Wronskian of the corresponding functions are proposed. A program written in FORTRAN for computing the 
above-mentioned ratio of the RB1 function is presented. In the stable regions the main error in computing the 
functions at presetting the arguments in the decimal system can be determined by the error of their conversion 
into the binary computer system. 


