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Ðàññìàòðèâàåòñÿ âëèÿíèå îáðàòíîé ñâÿçè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé îñöèëëÿòîðîâ íà 
çàñåëåííîñòü èõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé è òåïëîâîå èçëó÷åíèå. Ñàìîâîçäåéñòâèå îñöèëëÿòîðîâ ìîäåëèðóåòñÿ  
ñ ïîìîùüþ íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà â óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè ïåðìàíåíòíîãî 
ñòîõàñòè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûìè ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûå ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿ-

òîðîâ, ïðè÷åì èçìåíåíèå êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé âîçìîæíî òîëüêî ñêà÷êîì. Ïðè òåìïåðàòóðå íèæå T = �ω/(2k) 

(ω – ÷àñòîòà êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà; k – ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà) èìååò ìåñòî Áîçå-êîíäåíñàöèÿ êâàíòîâûõ 
ñîñòîÿíèé îñöèëëÿòîðîâ. Ïðîâåäåííîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè áîëåå âûñîêîé òåìïå-
ðàòóðå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè çàñåëåííîñòè ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé îñöèëëÿòîðîâ, âçàèìîäåéñòâóþùèõ 
ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, äîâîëüíî áëèçêî ê ðàñïðåäåëåíèþ Áîëüöìàíà. Ïðè îòíîñèòåëüíî íèçêèõ òåìïåðàòó-
ðàõ èçëó÷åíèå îáóñëîâëåíî â îñíîâíîì êâàíòîâûìè ïåðåõîäàìè ìåæäó áëèæàéøèìè óðîâíÿìè. Ïðè ïîâû-
øåíèè òåìïåðàòóðû ìàêñèìóì ýíåðãèè èçëó÷åíèÿ îñöèëëÿòîðîâ ñìåùàåòñÿ â êîðîòêîâîëíîâóþ ÷àñòü ñïåêòðà. 
 

Ââåäåíèå 

Êâàíòîâûé îñöèëëÿòîð – õîðîøî èçó÷åííûé 
îáúåêò, èñïîëüçóåìûé äëÿ îïèñàíèÿ êîëåáàíèé, 
âîçíèêàþùèõ â ôèçè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Â ðåàëüíûõ 
ñèñòåìàõ îñöèëëÿòîðû îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ 
ñëîæíûõ îáðàçîâàíèé òèïà êëàñòåðîâ èëè âàí-äåð-
âààëüñîâûõ ìîëåêóë, èìåþùèõ áîëüøîå ñå÷åíèå 
ñòîëêíîâåíèé, ÷òî ïðèâîäèò ê èõ ïåðìàíåíòíîìó 
ñòîõàñòè÷åñêîìó âîçìóùåíèþ. Òàêîå æå ñòîõàñòè-
÷åñêîå âîçìóùåíèå ëþáàÿ êâàíòîâàÿ ñèñòåìà èñïû-
òûâàåò èç-çà âçàèìîäåéñòâèÿ ñ âàêóóìíûì ñîñòîÿ-
íèåì ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ïîýòîìó ïðè îïèñà-
íèè ñîñòîÿíèé êâàíòîâûõ îñöèëëÿòîðîâ ÷àñòî âîç-
íèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ó÷åòå ýòîãî ïåðìàíåíòíîãî 
âîçìóùåíèÿ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü, ïåðåéäÿ îò óðàâ-
íåíèÿ Íåéìàíà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà 
ñëîæíîé ñèñòåìû ê óðàâíåíèþ äëÿ ìàòðèöû ïëîò-
íîñòè îäíîãî âûäåëåííîãî îñöèëëÿòîðà.  

Îäíàêî ïðè òàêîé ðåäóêöèè âîçíèêàåò íåîáõî-
äèìîñòü â àïðèîðíîì çàäàíèè èíòåãðàëà ñòîëêíîâå-
íèé íà îñíîâå êàêîé-ëèáî ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ 
îñöèëëÿòîðà ñ îêðóæåíèåì, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðè 
íàïèñàíèè êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæåò ïðèâî-
äèòü ê èñêàæåíèþ èíôîðìàöèè î ôèçè÷åñêîé ñèñ-
òåìå. Êðîìå òîãî, òàêîé ïîäõîä èç-çà íåîáõîäèìî-
ñòè ó÷åòà îòíîñèòåëüíî áîëüøîãî ÷èñëà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé, ïðîïîðöèîíàëüíîãî êâàäðàòó 
÷èñëà ïðèíèìàåìûõ âî âíèìàíèå ýíåðãåòè÷åñêèõ 
óðîâíåé, èìååò îãðàíè÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå âîç-
ìîæíîñòè. Â ýòîé ñâÿçè æåëàòåëüíî ïîñòðîåíèå 
òàêîé ñõåìû îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèé âîçìóùåííûõ 
êâàíòîâûõ îñöèëëÿòîðîâ, â êîòîðîé ñîõðàíÿëèñü 

áû âû÷èñëèòåëüíûå âîçìîæíîñòè óðàâíåíèÿ Øðå-
äèíãåðà. Íî âîëíîâûå ôóíêöèè ïðè ýòîì äîëæíû 
îïðåäåëÿòüñÿ òàê, ÷òîáû ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôèçè÷å-
ñêèõ âåëè÷èí, îïðåäåëÿåìûå ñ èõ ïîìîùüþ, áûëè 
áû áëèçêè ê çíà÷åíèÿì, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ 
ôîðìàëèçìà ìàòðèöû ïëîòíîñòè.  

Â äàííîé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç âîç-
ìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è. Â ýòîì 
ïîäõîäå [1–3] ñîñòîÿíèå âûäåëåííîé ïîäñèñòåìû, 
âçàèìîäåéñòâóþùåé ñ îêðóæåíèåì, îïèñûâàåòñÿ 
ýôôåêòèâíîé âîëíîâîé ôóíêöèåé, óñðåäíåííîé ïî 
âëèÿíèþ îêðóæàþùåé ñðåäû. Òàêèå ýôôåêòèâíûå 
ôóíêöèè – ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèì 
îáðàçîì ïîñòðîåííîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ 
Øðåäèíãåðà. 

Óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà  

äëÿ êâàíòîâîé ïîäñèñòåìû, 

èñïûòûâàþùåé ïåðìàíåíòíîå 

ñòîõàñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå 

Ïîñòðîåíèå óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà äëÿ ýô-
ôåêòèâíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé îñóùåñòâëÿåòñÿ  
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ôåéíìàíà [4], êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ 
îäíèì èç ñïîñîáîâ îïèñàíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí 
â ñðåäå. Â íåì ψ-ôóíêöèÿ (âîëíîâàÿ ïîâåðõíîñòü) 
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èñòî÷íèê âòîðè÷íûõ âîëí. 
Êàæäàÿ âòîðè÷íàÿ âîëíà K(r, r1) (ïðîïàãàòîð), êî-
òîðóþ çàïèñûâàþò êàê êîíòèíóàëüíûé èíòåãðàë 
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ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ïî âñåì âîçìîæíûì ïó-
òÿì, ñîåäèíÿþùèì íà÷àëüíóþ è êîíå÷íûå òî÷êè.  
Â (1) S(r, r1, t + τ, t) – êëàññè÷åñêîå äåéñòâèå, âû-
÷èñëåííîå âäîëü ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè r1 è r; 
t  – íà÷àëüíûé, à t + τ – êîíå÷íûé ìîìåíò âðåìå-
íè; A  – àìïëèòóäà. Ïðè òàêîì çàäàíèè ïðîïàãàòî-
ðà äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî ïðàâèëî ãðóïïîâîãî óìíî-
æåíèÿ: 
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êîòîðîå ïîçâîëÿåò çàïèñàòü äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè 
âûäåëåííîé ïîäñèñòåìû èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, 
ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà [4]: 
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Â ìåòîäå Ôåéíìàíà êàæäàÿ âîçìîæíàÿ òðàåê-
òîðèÿ – ýòî ñëó÷àéíàÿ ëîìàíàÿ ëèíèÿ, ðåàëèçàöèÿ 
êîòîðîé îáóñëîâëåíà êâàíòîâûìè ôëóêòóàöèÿìè. 
Ïðèñóòñòâèå â (3) êîíòèíóàëüíîãî èíòåãðàëà ïî-
çâîëÿåò åñòåñòâåííî ââåñòè â ÷èñëî ïðè÷èí, âëèÿþ-
ùèõ íà âèä òðàåêòîðèè, ïåðìàíåíòíîå ñòîõàñòè÷å-
ñêîå âîçìóùåíèå âûäåëåííîé ïîäñèñòåìû. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè ôîðìàëüíî ðàññìàòðèâàòü êàæäóþ 
àëüòåðíàòèâíóþ òðàåêòîðèþ, íà÷èíàþùóþñÿ â r1  
è çàêàí÷èâàþùóþñÿ â r, êàê ðåçóëüòàò áðîóíîâñêî-
ãî äâèæåíèÿ, òî âîçìóùàþùèå ôàêòîðû ìîæíî 
ó÷åñòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè 
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ÿâëÿþùåéñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ôîêêåðà–Ïëàíêà 
[5]. Ýòà ôóíêöèÿ W(r, r1, U, τ/2) îïðåäåëÿåò ñîâìå-
ñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè íàéòè â ìîìåíò 
âðåìåíè τ/2 (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî âðåìÿ çíà÷è-
òåëüíî ìåíüøå õàðàêòåðíûõ âðåìåí èçìåíåíèÿ ðå-
ãóëÿðíîãî ïî âðåìåíè âîçìóùåíèÿ êâàíòîâîé ïîä-
ñèñòåìû) èìåþùóþ òó èëè èíóþ ñêîðîñòü áðîóíîâ-
ñêóþ ÷àñòèöó â çàäàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà. Â (4) 
C – íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà; p = βkT*/m, ãäå  
m – ìàññà ÷àñòèöû, ó÷àñòâóþùåé â áðîóíîâñêîì 
äâèæåíèè; k – ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T* – ýôôåê-
òèâíàÿ òåìïåðàòóðà îêðóæàþùåé ñðåäû. Åñëè îñ-
íîâíûì ôàêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì âèä òðàåêòîðèé, 
ÿâëÿþòñÿ ñòîëêíîâåíèÿ ñ îêðóæåíèåì, òî T* ñîâïà-
äàåò ñ îáû÷íîé òåìïåðàòóðîé. Ïàðàìåòð β –
«âÿçêîñòü» îêðóæàþùåé ñðåäû. Â äàëüíåéøåì áó-
äåì ïîëàãàòü, ÷òî β ìîæåò ìåíÿòüñÿ òîëüêî àäèàáà-
òè÷åñêè. Âåêòîð U0 ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó 

– ñêîðîñòü óïîðÿäî÷åííîãî äâèæåíèÿ áðîóíîâñêîé 
÷àñòèöû â îêðóæàþùåé ñðåäå: â ñëó÷àå îáû÷íîé 
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ìåíòó ãàóññîâñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. 
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íè t + τ â òî÷êå r: 
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Â (5) äåéñòâèå çàìåíåíî ñîãëàñíî ñòàíäàðòíîìó 
àëãîðèòìó [4] ïðîèçâåäåíèåì ñðåäíåãî íà ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè τ  ëàãðàíæèàíà L(r, U, t) íà âðå-
ìåííîé èíòåðâàë.  

Ïðåäñòàâëåíèå ïðîïàãàòîðà â âèäå (5) è óñðåä-
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 ïî âñåì âîç-

ìîæíûì çíà÷åíèÿì ñêîðîñòè, ïî ñóòè, ýêâèâàëåíò-
íû ôóíêöèîíàëüíîìó èíòåãðèðîâàíèþ â (3). Ïðè-
÷åì åñëè èíòåãðèðîâàíèå ïî ñêîðîñòè íå íàðóøàåò 
ãðóïïîâûå ñâîéñòâà (2), òî óðàâíåíèå (3) àâòîìàòè-
÷åñêè ïåðåõîäèò â èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ýô-
ôåêòèâíûõ, óñðåäíåííûõ ïî âëèÿíèþ îêðóæàþùåé 
ñðåäû âîëíîâûõ ôóíêöèé âûäåëåííîé ïîäñèñòåìû: 
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Êîíêðåòíûé âèä ïðîïàãàòîðà â (6) îïðåäåëÿåò-
ñÿ ôîðìîé ëàãðàíæèàíà. Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå 
ýòîò ëàãðàíæèàí èìååò äâå îñîáåííîñòè. Âî-
ïåðâûõ, â íåì ìîæíî íå óêàçûâàòü ÿâíûé âèä ñòî-
õàñòè÷åñêîãî ñëàãàåìîãî, òàê êàê â îêîí÷àòåëüíîì 
âûðàæåíèè äëÿ äåéñòâèÿ îíî èñ÷åçàåò. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè τ  çíà÷èòåëüíî áîëüøå äëèòåëüíîñòè 
ôëóêòóàöèé ñòîõàñòè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ, òî äëÿ 
äåéñòâèÿ ñïðàâåäëèâî 
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ãäå T�  – êèíåòè÷åñêàÿ, à ( ) ( )V t V t+
�

 – ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ ïîäñèñòåìû; V(t) âêëþ÷àåò â ñåáÿ âñå 

ðåãóëÿðíûå ïî âðåìåíè ñëàãàåìûå, à ( )V t�  – ñòî-
õàñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå. Âî-âòîðûõ, â ëàãðàíæèàí 
ïîìèìî ñòàíäàðòíûõ ñëàãàåìûõ äîëæíî âõîäèòü 
âûðàæåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå ñîõðàíåíèå âî âðåìåíè 
íîðìèðîâêè ýôôåêòèâíîé âîëíîâîé ôóíêöèè. Ó÷è-
òûâàÿ, ÷òî ëàãðàíæèàí îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ 
äî ïîëíîé ïðîèçâîäíîé îò ëþáîé ôóíêöèè êîîðäè-
íàò è âðåìåíè [6], áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî â îáùåì 

(4)
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ñëó÷àå ýòî ñëàãàåìîå ìîæåò îêàçàòüñÿ ôóíêöèîíà-
ëîì âîëíîâîé ôóíêöèè Φ(ψ). 

Òîãäà  

( )

2

1 1

1

, , ,
2 2 2 2 2

, ,
2 2

m
L t q t

q
t

c

τ τ τ τ⎛ ⎞⎛ ⎞+ + = − ϕ + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

τ τ⎡ ⎤⎛ ⎞+ ⋅ + + − Φ ψ⎜ ⎟⎢ ⎥
⎝ ⎠⎣ ⎦

U U
r U U r

U
U A r

  

(7)

 

ãäå m è q – ìàññà è çàðÿä, õàðàêòåðèçóþùèå ïîä-
ñèñòåìó; c – ñêîðîñòü ñâåòà, ϕ(r, t) è A(r, t) – ñêà-
ëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòíî-
ãî ïîëÿ. 

Ïîäñòàíîâêà (7) â (5) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó 
âûðàæåíèþ äëÿ ïðîïàãàòîðà: 

 

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

2

1

1 1

1

1 0

1 1

0
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2
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m
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q mc
i t i

c q

q
i t t

c

m m
i i

⎧ −⎪
= + α +⎨

τ⎪⎩

⎡ ⎤⎛ ⎞+ τ⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟+ + ⋅ + − + α −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎛ ⎞+ τ + τ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎜ ⎟− ϕ + + ⋅ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎣

τ ⎫⎤− + α τ − χ − − Φ ψ ⎬⎥⎦ ⎭

r r
r r

r r
r r A U

r r r r
U A

U r r

�

�

�

��

 

(8) 

ãäå B1 – ïîñòîÿííàÿ; /( ), /2.kT kT
∗ ∗α = β χ =�  

Ïðîïàãàòîð (8) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2) è, 
ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ íàõî-
æäåíèÿ ýôôåêòèâíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé.  

Ïåðåõîä îò èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (6) ê óðàâ-
íåíèþ Øðåäèíãåðà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ 
ñòàíäàðòíîãî àëãîðèòìà Ôåéíìàíà. Ïðàâàÿ ÷àñòü 
óðàâíåíèÿ (6) [ïðîïàãàòîð îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé 
(8)] èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê èíòåãðîäèôôåðåíöèàëü-
íûé îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ψ(r, t + τ). Ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ýòîò îïåðàòîð ñ òî÷íîñòüþ äî O(τ2) 
ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûì. Ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè 
äåéñòâèè åãî íà ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå äèô-
ôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà [4]. Â äàí-
íîì ñëó÷àå óêàçàííûé îïåðàòîð âåäåò ñåáÿ êàê åäè-
íè÷íûé ïðè äåéñòâèè íà ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèå óðàâíåíèþ: 

 

 

( )

( )
( ) ( )

2

0

2
0

0

1 1
1

1 2 2

1
2 8

ˆ

,

q m
i i

t i m c

m
q i

c q

⎡ ⎤⎛ ⎞∂ψ ⎢ ⎥= − − − α +χ ψ+⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥∂ + α ⎝ ⎠⎣ ⎦

⎛ ⎞⋅
⎜ ⎟+ ϕ− − + α ψ+Φ ψ ψ
⎜ ⎟
⎝ ⎠

U
P A

A U U

�

�

� �

  

(9)

 

ãäå P̂  – îïåðàòîð èìïóëüñà.  
Ýòî óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, çàïèñàííîå äëÿ 

ýôôåêòèâíûõ âîëíîâûõ ôóíêöèé, â îáùåì ñëó÷àå 
èç-çà íàëè÷èÿ â íåì ôóíêöèîíàëà Φ(ψ) ÿâëÿåòñÿ 

íåëèíåéíûì. Âåëè÷èíà 0 0= −U U�  â (9) îïðåäåëÿåò 
ñêîðîñòü ïåðåìåùåíèÿ îêðóæàþùåé ñðåäû îòíîñè-
òåëüíî âûäåëåííîé êâàíòîâîé ïîäñèñòåìû; â èññëå-
äóåìîì ñëó÷àå ýòà ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ. Ïî ïî-

ñòðîåíèþ ψ-ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ïîëó÷åííî-
ìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà, ñîîòâåòñòâóþò ñîñòîÿ-
íèÿì ïîäñèñòåìû, óñðåäíåííûì ïî âëèÿíèþ îêðó-

æåíèÿ. Â [7] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè Φ(ψ) = 0 è 0 0=U�  

èç (9) äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî îïåðàòîðà ρ̂ = ψ ψ  ñëå-

äóåò òàêîå æå ïî ôîðìå óðàâíåíèå Íåéìàíà, ÷òî  
è äëÿ âûäåëåííîé ïî ìåòîäó Ëýêñà [8] ìàòðèöû 
ïëîòíîñòè ïîäñèñòåìû ïðè ðåäóêöèè ìàòðèöû 
ïëîòíîñòè ñëîæíîé ñèñòåìû, â êîòîðîé âòîðàÿ ïîä-
ñèñòåìà âåäåò ñåáÿ êàê ìàðêîâñêèé òåðìîñòàò.  

Ñòàíäàðòíîå óíèòàðíîå ïðåîáðàçîâàíèå [9] 
ïðèâîäèò (9) ê âèäó, ñïðàâåäëèâîìó â äèïîëüíîì 
ïðèáëèæåíèè: 

( ) ( )21 1

1 2

ˆ ,i q
t i m

∂ψ ⎛ ⎞
= +χ ψ+ ϕψ+Φ ψ ψ− ⋅ ψ⎜ ⎟∂ + α ⎝ ⎠

P E d�   (10) 

ãäå E – íàïðÿæåííîñòü âíåøíåãî ýëåêòðè÷åñêîãî 
ïîëÿ; d – äèïîëüíûé ìîìåíò êâàíòîâîé ïîäñèñòåìû. 
  ×òîáû çàïèñàòü ÿâíûé âèä ôóíêöèîíàëà Φ(ψ), 
âûäåëèì â (10) ýôôåêòèâíûé îïåðàòîð âîçìóùåíèÿ 
ïîäñèñòåìû îêðóæàþùåé ñðåäîé (ñëàãàåìîå â ãà-
ìèëüòîíèàíå, èñ÷åçàþùåå ïðè α → 0): 

 ( )2

2

1

21

i
V

m

α ⎛ ⎞= − +χ +Φ ψ⎜ ⎟+α ⎝ ⎠
P̂ˆ .   (11) 

Ïîñêîëüêó îñöèëëÿòîðû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé 
ñòàáèëüíûå îáðàçîâàíèÿ, èõ âîëíîâûå ôóíêöèè 
äîëæíû ñîõðàíÿòü íîðìèðîâêó âî âðåìåíè. Ñëåäî-
âàòåëüíî, îïåðàòîð (11) äîëæåí áûòü [10] ýðìèòî-
âûì. Òîãäà ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ôóíêöèîíàëà Φ(ψ) 
óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó 

( ) ( ) 2

2

2 1

21

i

m

α ⎛ ⎞
ψ Φ ψ ψ − ψ Φ ψ ψ = ψ +χ ψ⎜ ⎟+α ⎝ ⎠

P
* ˆ .   (12) 

Äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ 

( )ψ Φ ψ ψ  – ýòî ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïîäñèñ-

òåìû ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé. Â ðàìêàõ ðàññìàòðè-
âàåìîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ âûäåëåííîé ïîäñèñ-
òåìû ñ îêðóæåíèåì îíà îáóñëîâëåíà ñòîõàñòè÷å-
ñêèì âîçìóùåíèåì è â ñëó÷àå òåðìîäèíàìè÷åñêîãî 
ðàâíîâåñèÿ ïîäñèñòåìû ñ îêðóæåíèåì åå âåëè÷èíà 
äîëæíà áûòü áëèçêà ê íóëþ.  

Ñîîòíîøåíèå (12) âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ, åñëè 
ôóíêöèîíàë Φ(ψ) èìååò âèä 

 ( ) 2

2

1

21

ˆ .
i

m

α
Φ ψ = ψ +χ ψ

+α
P   (13) 

Îòìåòèì, ÷òî ïðè òàêîé ôîðìå ôóíêöèîíàëà 
÷àñòü ðåøåíèé ψ(r, t) óðàâíåíèÿ (10) ïðè Φ(ψ) ≠ 0 
ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç âîëíîâûå ôóíêöèè ( , ),tψ r�  

ÿâëÿþùèåñÿ ðåøåíèåì ýòîãî æå óðàâíåíèÿ ïðè 
Φ(ψ) = 0 [2]: 

 ( ) ( ).n n

n

C t
ψ

ψ = = ψ

ψ ψ
∑ r

�

� �

  (14) 

Â (14) Cn(t) – ðåãóëÿðíûå â ìàòåìàòè÷åñêîì 
ñìûñëå ôóíêöèè âðåìåíè, à ψn(r) – ñîáñòâåííûå 
ôóíêöèè   ñòàöèîíàðíîãî   óðàâíåíèÿ  Øðåäèíãåðà: 

5. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 1. 
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⎛ ⎞
ψ = +χ ψ + ϕψ =⎜ ⎟+ α ⎝ ⎠

= + χ ψ + ψ
+ α

P

  

(15)

 

ãäå E
n – êîíñòàíòà ðàçäåëåíèÿ. 

Íåëèíåéíîñòü óðàâíåíèÿ (10) – åñòåñòâåííîå 
ñëåäñòâèå ðåäóêöèè çàäà÷è î ñëîæíîé ñèñòåìå (âû-
äåëåííàÿ ïîäñèñòåìà è îêðóæåíèå), îòíîñèòñÿ ê çà-
äà÷å î ñîñòîÿíèè òîëüêî ïîäñèñòåìû. Ôóíêöèîíàë 
(13) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñëàãàåìîå, ó÷è-
òûâàþùåå îáðàòíóþ ñâÿçü, ò.å. ñàìîâîçäåéñòâèå 
âûäåëåííîé ïîäñèñòåìû ÷åðåç îêðóæàþùóþ ñðåäó. 
Ïîäñòàíîâêà ôóíêöèîíàëà (13) â (9) ïðèâîäèò â 
óðàâíåíèè Øðåäèíãåðà äëÿ ýôôåêòèâíûõ âîëíî-
âûõ ôóíêöèé ê ãàìèëüòîíèàíó, ñîâïàäàþùåìó ïî 
ñòðóêòóðå ñ ãàìèëüòîíèàíîì, êîòîðûé â ñòàöèîíàð-
íîì ñëó÷àå çàïèñûâàþò ïðè èçó÷åíèè ìîëåêóë, 
âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñ îêðóæåíèåì [11]: 

 0 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ,H H A B= +λ ψ ψ   

ãäå 0Ĥ  – ãàìèëüòîíèàí èçîëèðîâàííîé ìîëåêóëû; 

Â  è B̂  – îïåðàòîðû, âûáîð ÿâíîãî âèäà êîòîðûõ 
çàâèñèò îò ïðèíÿòîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ ìîëå-
êóëû ñ îêðóæåíèåì; λ1 – ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþ-
ùèé èíòåíñèâíîñòü âçàèìîäåéñòâèÿ.  

Â ñèëó íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèÿ (10) ñðåäè åãî 
ðåøåíèé ñóùåñòâóþò è òàêèå, ó êîòîðûõ êîýôôè-
öèåíòû Cn(t) â ñóïåðïîçèöèè 

 ( ) ( ) ( ),
n n

n

t C tψ = ψ∑r r   (16) 

ÿâëÿþòñÿ íåðåãóëÿðíûìè ôóíêöèÿìè âðåìåíè [3, 8]. 
Â ÷àñòíîñòè, ýòî ìîæåò èìåòü ìåñòî â îòñóòñòâèå 
ðåãóëÿðíîãî âî âðåìåíè âîçìóùåíèÿ ïðè ôëóêòóà-
öèÿõ ïàðàìåòðà α. Ýòè «äîïîëíèòåëüíûå» ðåøåíèÿ 
îïðåäåëÿþò çàñåëåííîñòü êâàíòîâûõ óðîâíåé. 

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè E(r, t) = 0 (16) ÿâëÿëîñü 
ðåøåíèåì íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (10), äîñòàòî÷íî, 
÷òîáû êîýôôèöèåíòû Cn(t) óäîâëåòâîðÿëè äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì:  

 *

2

,

,
1

n
n n n m k mk

m k

C i
i E C C C C T

t

∂ α
= +

∂ + α
∑ ��   (17) 

ãäå  

 ˆ .mk m k mk m kT T T= ψ +χ ψ = +χ ψ ψ�  

Èç (17) äëÿ ÷èñåë çàïîëíåíèÿ Pn(t) = |Cn(t)|
2 

ñëåäóåò: 

( )
( )

2

,

2
cos .

1

n
n nn n m k mk mk

m k

P
P T P P P T

t

⎛ ⎞∂ α
⎜ ⎟= − + ϑ
⎜ ⎟∂ +α ⎝ ⎠

∑� �

�

 (18) 

 Â (18) àðãóìåíò êîñèíóñà – ýòî ôàçà êîì-

ïëåêñíîãî ÷èñëà ( ) ( )*

.m k mkC t C t T�  Åñëè ðàññìàòðèâàòü 

ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå âûäåëåííîé êâàíòîâîé ïîä-

ñèñòåìû 0 ,n
P

t

∂⎛ ⎞
=⎜ ⎟

∂⎝ ⎠
 òî ïîëó÷àþùàÿñÿ èç (18) ñèñ-

òåìà óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèå, ïðè óñëîâèè, ÷òî 

îòëè÷íûì îò íóëÿ ÿâëÿåòñÿ òîëüêî îäíî èç ÷èñåë 
Pn (n = 1, 2, 3, …), ò.å. ÷èñëà çàïîëíåíèÿ ìîãóò 
ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ òîëüêî 0 è 1. Ïðè ýòîì àâòî-

ìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ( ) 1
n

n

P t =∑ . Ýòî 

çíà÷èò, ÷òî íàèáîëåå âåðîÿòíûìè ñîñòîÿíèÿìè ñòà-
öèîíàðíîé êâàíòîâîé ïîäñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿ-
íèÿ, îïèñûâàåìûå ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ãà-
ìèëüòîíèàíà óðàâíåíèÿ (15). Îäíàêî çàñåëåííîñòè 
ðàçëè÷íûõ êâàíòîâûõ óðîâíåé ìîãóò èçìåíÿòüñÿ ñî 
âðåìåíåì. 

Ïðè àíàëèçå äèíàìèêè èçìåíåíèÿ çàñåëåííîãî 
óðîâíÿ èç-çà íàëè÷èÿ îáðàòíîé ñâÿçè íåîáõîäèìî 
îäíîâðåìåííî îòñëåæèâàòü ïîâåäåíèå âñåõ êâàíòî-
âûõ óðîâíåé, â òîì ÷èñëå è íåçàïîëíåííûõ. Äëÿ 
«÷èñòûõ» ñîñòîÿíèé ψ = Cn(t)ψn(r) óðàâíåíèå (17) 
ñîâïàäàåò ïî ôîðìå ñ õîðîøî èçó÷åííûì [12] 
óðàâíåíèåì, îïèñûâàþùèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå 
ñåìåéñòâî âåêòîðíûõ ïîëåé íà ïëîñêîñòè: 

 *( ),
dz

z i kzz
dt

= ρ + ε +   (19) 

ãäå  

 ( )
2

0.
(1 )

nn
T

α
ε = − + χ <

+ α �
  (20)  

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ε < 0 òî÷êà z = 0 ÿâëÿåòñÿ 
ïîëîæåíèåì óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ýòî çíà÷èò, 
÷òî åñëè ïàðàìåòð α ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò 
íóëÿ, òî íåçàïîëíåííûå ñîñòîÿíèÿ âûäåëåííîé ïîä-
ñèñòåìû ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè. Ñëåäîâàòåëüíî,  
â îòñóòñòâèå E(t) ñîñòîÿíèå ýòîé ïîäñèñòåìû ìîæåò 
ñïîíòàííî èçìåíèòüñÿ òîëüêî ïðè ñòðåìëåíèè ε  
ê íóëþ. Ïðè÷åì â ðàáîòàõ [12, 13] ïîêàçàíî, ÷òî 
ïîñêîëüêó óðàâíåíèå (19) èìååò îñîáåííîñòü òèïà 
ñêëàäêè, ïðè ïîäõîäå ε ê íóëþ ñ îòðèöàòåëüíîé 
ñòîðîíû ïðè íåêîòîðîì ìàëîì, íî îòëè÷íîì îò íó-
ëÿ çíà÷åíèè | ε | = δ èìåþùèåñÿ âîçìóùåíèÿ ìîãóò 
âûêèíóòü ñèñòåìó èç îêðåñòíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàâ-
íîâåñèÿ. Ïðè ýòîì ñèñòåìà ïåðåñêî÷èò èëè ê äðó-
ãîìó äàëåêîìó ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ, èëè ê êàêî-
ìó-ëèáî ïðåäåëüíîìó öèêëó, èëè ê äðóãîìó áîëåå 
ñëîæíîìó ïðèòÿãèâàþùåìó ìíîæåñòâó. Âîçìîæ-
íîñòü òàêîé «êàòàñòðîôû» [13] èìååò âàæíîå çíà÷å-
íèå. Îíà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ïëîòíîñòè 
îêðóæåíèÿ ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α ìåíüøå íå-
êîòîðîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ, ïðè êîòîðîì óðàâ-
íåíèå Øðåäèíãåðà (10) âñå åùå îñòàåòñÿ íåëèíåé-
íûì, âîçìîæíî ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå çàñåëåí-
íîñòè êâàíòîâûõ óðîâíåé âûäåëåííîé ïîäñèñòåìû. 
 

Ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðîâ, 

èñïûòûâàþùèõ ïåðìàíåíòíîå 

ñòîõàñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå  

Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ çàñåëåííîñòè óðîâíåé 
êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ïà-
ðàìåòðîâ, âûòåêàþùèõ èç (15). 

Â [3] ïîëó÷åíî, ÷òî â îäíîìåðíîì ñëó÷àå âîë-
íîâûå ôóíêöèè îñöèëëÿòîðà, óäîâëåòâîðÿþùèå 
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(15), âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû Ýðìèòà êîì-
ïëåêñíîé ïåðåìåííîé: 

 ( ) ( ) ( )
2

21 exp 1 exp 1
2

n

n

n n n

d
A i i

d

⎛ ⎞ξ
ψ ξ = − + α − + αξ⎜ ⎟

ξ⎝ ⎠
 

(A
n – íîðìèðîâî÷íàÿ êîíñòàíòà, à / ;x mξ = ω �  x – 

îáû÷íàÿ êîîðäèíàòà), à êîíñòàíòû ðàçäåëåíèÿ  
â íåì ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè âåëè÷èíàìè: 

 
1 1

2 11
n

E n
ii

χ⎛ ⎞= + ω +⎜ ⎟ + α+ α ⎝ ⎠
�   (21)  

(ω – ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà, 
n = 0, 1, 2, 3, …).  

Èç (21) ñëåäóåò, ÷òî ñ òî÷íîñòüþ äî O(α2) äëÿ 
äèàãîíàëüíûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ êèíåòè÷åñêîé 
ýíåðãèè ñïðàâåäëèâî 

 
1 1

.
2 2

nn
T n

⎛ ⎞
= + ω⎜ ⎟

⎝ ⎠
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Òîãäà â îòñóòñòâèå ðåãóëÿðíîãî âî âðåìåíè 
âîçìóùåíèÿ èçìåíåíèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ 
íåçàïîëíåííîãî êâàíòîâîãî óðîâíÿ îñöèëëÿòîðà 
ñîãëàñíî (20) âîçìîæíî òîëüêî ïðè 

 
1

2 / 2 .
2

n
n

⎡ ⎤⎛ ⎞α ≤ α = δ + ω + χ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
� �   (22) 

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðîÿòíîñòü èçìåíåíèÿ ýòîãî 
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà âåðîÿòíî-
ñòè òîãî, ÷òî â ðåçóëüòàòå ôëóêòóàöèé ïëîòíîñòè 
îêðóæåíèÿ îñöèëëÿòîðà ïàðàìåòð α îêàæåòñÿ â èí-
òåðâàëå îò íóëÿ äî αn. Ïîñêîëüêó àïðèîðè ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî ñèñòåìà ïåðìàíåíòíî èñïûòûâàåò ñòî-
õàñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå, à ïàðàìåòð 

n
α  ìàë, ìîæíî, 

íå êîíêðåòèçèðóÿ âèä ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f(α), 
ïîëîæèâ òîëüêî f(0) = 0, ïðèáëèæåííî çàïèñàòü 
 

 2

1

0

( ) ( ) ( ),

n

n n
F f d C O

α

α = α α ≈ α + α∫   (23)  

ãäå Ñ1 – êîíñòàíòà. 
Îäíàêî èçìåíåíèå çàñåëåííîñòè êâàíòîâûõ 

óðîâíåé îñöèëëÿòîðà ïðè α ≤ αn ìîæåò ïðîèñõîäèòü 
íå âñåãäà. ×òîáû ðàññìîòðåòü, êàê âîçíèêíîâåíèå 
ïðåäïîñûëîê äëÿ âûõîäà èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ 
âëèÿåò íà çàñåëåííîñòü ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé îñ-
öèëëÿòîðà, âûäåëèì äâà åãî ñîáñòâåííûõ ñîñòîÿíèÿ 
ψn(r, t) è ψm(r, t), ìåæäó êîòîðûìè âîçìîæåí ïå-
ðåõîä. Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî ïåðâîíà-
÷àëüíî Pn0 = 1; Pm0 = 0. Â äâóõóðîâíåâîì ïðèáëè-
æåíèè (18) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
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  (24) 

Ñîãëàñíî îáùèì ñâîéñòâàì íåëèíåéíûõ ñèñòåì 
íà ïëîñêîñòè [14] óñòîé÷èâîñòü ñòàöèîíàðíîé òî÷êè 
çàâèñèò îò ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû óðàâíåíèé (24).  
Â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îòñóòñòâèÿ 
ðÿäîì äðóãèõ òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ îòëè÷èå îò 
íóëÿ âû÷èñëåííîãî ïðè Pn0 = 1, Pm0 = 0 ÿêîáèàíà 
 

 
( ) ( )

( ) ( )
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′ ′

Δ =
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Âòîðàÿ âåëè÷èíà, îïðåäåëÿþùàÿ ñâîéñòâà íå-
ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, – ýòî âû÷èñëåííàÿ 
ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ ñóïåðïîçèöèÿ 

 ( , ) ( , ).
n mP n m P n mF P P P P′ ′σ = + Φ  

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå èñïûòûâàþùåãî ïåðìà-
íåíòíîå ñòîõàñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå îñöèëëÿòîðà  
ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà äëÿ 
ýòèõ ïàðàìåòðîâ ñïðàâåäëèâî 

 ( )2 1
( ) ;

2
n n m

χ⎛ ⎞Δ = αω + + −⎜ ⎟ω⎝ ⎠�
  

 
1 2

2 .
2

n m
χ⎛ ⎞σ = αω − + +⎜ ⎟ω⎝ ⎠�

  

Ïðèòÿãèâàþùèìè ìíîæåñòâàìè â ðàññìàòðè-
âàåìîì ñëó÷àå êðîìå òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ìîãóò áûòü 
çàìêíóòûå êðèâûå. Îäíàêî îíè âîçíèêàþò òîëüêî 
ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà óñëîâèé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè 
ïåðâîíà÷àëüíî n > m, òî ïðåäïîñûëîê äëÿ âîçíèê-
íîâåíèÿ çàìêíóòûõ êðèâûõ íåò. Ïîñêîëüêó åñëè 
îñöèëëÿòîð â ðåçóëüòàòå âîçìóùåíèÿ îêàæåòñÿ  
â ñóïåðïîçèöèîííîì ñîñòîÿíèè, òî ñîãëàñíî (14)  
è (21) ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ áóäåò 
ñòðåìèòüñÿ ê ñîõðàíÿþùåé íîðìèðîâêó âî âðåìåíè 
âîëíîâîé ôóíêöèè íèæíåãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòî çíà÷èò, 
÷òî ïðè «êàòàñòðîôå» îñöèëëÿòîð áóäåò ïðîñòî ïå-
ðåñêàêèâàòü â íèæíåå ñîñòîÿíèå. Òàêîå ïåðåñêàêè-
âàíèå åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êâàíòîâûé 
ñêà÷îê. 

Â ñëó÷àå, êîãäà çàñåëåí íèæíèé ýíåðãåòè÷å-
ñêèé óðîâåíü, ñèòóàöèÿ èíàÿ. Âûõîä îñöèëëÿòîðà 
ïðè Δ < 0 èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðîèñõîäèò ïî 
òðàåêòîðèè, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïåòëþ, óñòîé÷è-
âîñòü êîòîðîé çàâèñèò îò çíàêà σ  [14]. Ïðè ïîëî-
æèòåëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà σ  ýòà ïåòëÿ íåóñ-
òîé÷èâà, è â ýòîì ñëó÷àå êâàíòîâûé ñêà÷îê âîçìî-
æåí. Åñëè æå ýòîò ïàðàìåòð ìåíüøå íóëÿ, òî, äàæå 
åñëè ýòà ïåòëÿ ïðîõîäèò ÷åðåç äðóãóþ òî÷êó ðàâíî-
âåñèÿ (Pn = 0, Pm = 1), îñöèëëÿòîð âåðíåòñÿ â èñ-
õîäíîå ñîñòîÿíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, îñöèëëÿòîð ìî-
æåò ïåðåéòè òîëüêî íà òå âåðõíèå óðîâíè, êâàíòî-
âûå ÷èñëà êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 

 2 1/2 2 /( ).m n≤ + + χ ω�  

Çàïèñàííîå ñîîòíîøåíèå óêàçûâàåò íà òî, ÷òî 
ïðè ýôôåêòèâíîé òåìïåðàòóðå íèæå ïðåäåëà 

 * /(2 )T k< ω�   (25)  

5.* 
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äîëæíà íàáëþäàòüñÿ Áîçå-êîíäåíñàöèÿ ñîñòîÿíèé 
îñöèëëÿòîðà [3]. 

Ðàñïðåäåëåíèå çàñåëåííîñòè ðàçëè÷íûõ êâàí-
òîâûõ ñîñòîÿíèé ìîæíî íàéòè â ðåçóëüòàòå ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îïðåäå-
ëèòü ñðåäíþþ ïî àíñàìáëþ îñöèëëÿòîðîâ îáóñëîâ-
ëåííóþ êâàíòîâûìè ïåðåõîäàìè âåðîÿòíîñòü çàñå-
ëåíèÿ êàæäîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ. 

Ñîãëàñíî (22) è (23) äëÿ âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà 
îñöèëëÿòîðà ñ çàïîëíåííîãî n-ãî óðîâíÿ íà âàêàíò-
íûé óðîâåíü ñ íîìåðîì m ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòå-
ëÿ 1/Zn ñïðàâåäëèâî 
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Ïîñêîëüêó ïåðåõîä îñöèëëÿòîðà ñ óðîâíÿ íà 
óðîâåíü íå ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíèðîâàííûì ïðîöåñ-
ñîì, ôîðìóëû (26) è (27) ñïðàâåäëèâû è â ñëó÷àå, 
êîãäà îñöèëëÿòîð ïðè âîçíèêíîâåíèè ïðåäïîñûëîê 
èçìåíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ â èòîãå âåðíåòñÿ â èñõîäíîå 
ñîñòîÿíèå. Ïîýòîìó âåëè÷èíà Zn

 – ýòî ñòàòèñòè÷å-
ñêàÿ ñóììà: 
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Îäèí èç âîçìîæíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ 
âåðîÿòíîñòè çàñåëåíèÿ êâàíòîâûõ óðîâíåé çàêëþ÷à-
åòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïåðâîíà÷àëüíî çàäàåòñÿ ïðîèç-
âîëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè çàñåëåííîñòè 
mmax (mmax – êîëè÷åñòâî ïðèíèìàåìûõ âî âíèìàíèå 
äèñêðåòíûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé) óðîâíåé îñöèë-
ëÿòîðà P

m
 (íà P

m 
íàêëàäûâàåòñÿ åñòåñòâåííîå óñëî-

âèå 
max

0

1

m

m

m

P

=

=∑ ). Çàòåì ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðà-

åòñÿ íîìåð n êàêîãî-ëèáî óðîâíÿ è â ïðåäïîëîæå-
íèè, ÷òî ñ íåãî âîçìîæåí ïåðåõîä, âû÷èñëÿåòñÿ 
èçìåíåíèå âåëè÷èí P

m (m = 0, 1, …, mmax).  
Â ñëó÷àå áîëüøîãî ÷èñëà îñöèëëÿòîðîâ â êà-

êîì-ëèáî àíñàìáëå ïðåäïîñûëêè âûõîäà îñöèëëÿ-
òîðà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íå çàâèñÿò îò íîìåðà 
«çàïîëíåííîãî» ñîñòîÿíèÿ è íå äëÿ âñåõ îñöèëëÿ-
òîðîâ àíñàìáëÿ, íàõîäÿùèõñÿ íà n-ì ýíåðãåòè÷å-
ñêîì óðîâíå, ñîçäàþòñÿ ïðåäïîñûëêè âûõîäà èç 
äàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîýòîìó ïðè ó÷åòå òåîðåìû 
Áàéåñà [15] èçìåíåíèå âåðîÿòíîñòè ΔP

m çàñåëåíèÿ 
êâàíòîâîãî óðîâíÿ ñ íîìåðîì m âû÷èñëÿåòñÿ ïî 
ôîðìóëå  
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( 1) ( ),

n nm
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n nn

PQ m n
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P Q m n

ν ≠⎧
Δ = ⎨

ν − =⎩
 

ãäå ν – ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîå íà îòðåçêå 
[0, 1] ñëó÷àéíîå ÷èñëî. 

Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ΔPm ïðèáàâëÿþòñÿ ê Pm. 
Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íåêîòîðîå íîâîå ðàñïðåäå-
ëåíèå, äëÿ êîòîðîãî ïîâòîðÿåòñÿ òà æå ïðîöåäóðà. 
Ñóììèðóÿ äëÿ êàæäîãî óðîâíÿ ïîëó÷àåìûå âåëè-
÷èíû Pm, ïîñëå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà 
èòåðàöèé âû÷èñëÿþò ñðåäíåå çíà÷åíèå 〈Pm〉 âåðîÿò-
íîñòè çàñåëåíèÿ êàæäîãî ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ: 
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P  – òåêóùåå çíà÷åíèå âå-

ðîÿòíîñòè çàñåëåííîñòè óðîâíÿ ñ íîìåðîì m. 
Ïîëó÷àåìîå â ðåçóëüòàòå òàêèõ âû÷èñëåíèé 

ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì, óñðåäíåííûì ïî 
àíñàìáëþ îñöèëëÿòîðîâ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíî-
ñòè çàñåëåíèÿ êâàíòîâûõ óðîâíåé îñöèëëÿòîðà, 
âçàèìîäåéñòâóþùåãî ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé.  

Ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî 

ýêñïåðèìåíòà 

Íà ðèñ. 1–3 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ îïè-
ñàííîãî âûøå àëãîðèòìà äëÿ ðàçëè÷íûõ âåëè÷èí 

y = �ω/(kT). Íàéäåííîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíî-

ñòè çàñåëåíèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé ïîêàçàíî 
êðóæêàìè, ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ñ êâàäðàòèêàìè – ïðè-
âåäåííîå äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà.  
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Âñå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åíû â ðåçóëüòàòå óñðåäíå-
íèÿ 107 àíñàìáëåé, ðàññ÷èòàííûõ ïðè 

max
200m = . 
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Ðèñ. 3 
 

Êàê âèäíî èç ðèñ. 1–3, íàëè÷èå ïåðìàíåíòíîãî 
ñòîõàñòè÷åñêîãî âîçìóùåíèÿ è âçàèìîäåéñòâèÿ îñ-
öèëëÿòîðîâ ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé ïðèâîäèò ê òîìó, 
÷òî âåðîÿòíîñòè çàñåëåíèÿ íèæíèõ óðîâíåé îñöèë-

ëÿòîðà îêàçûâàþòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì âåðî-
ÿòíîñòè çàñåëåíèÿ âåðõíèõ. Ïðè÷åì íàéäåííûå 
ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äîâîëüíî áëèçêè ê ðàñ-
ïðåäåëåíèþ Áîëüöìàíà. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëåííîå 
ìîäåëèðîâàíèå ïðè y > 2 ïîêàçàëî, êàê è îæèäà-
ëîñü, íàëè÷èå Áîçå-êîíäåíñàöèè ñîñòîÿíèé îñöèë-
ëÿòîðà. 

Ïåðåõîäû ñ âåðõíèõ êâàíòîâûõ óðîâíåé íà 
íèæíèå ñâÿçàíû ñ èçëó÷åíèåì ýëåêòðîìàãíèòíîé 
ýíåðãèè. Ïîýòîìó ðàññìîòðåííûé ìåõàíèçì çàñåëå-
íèÿ ýíåðãåòè÷åñêèõ óðîâíåé êâàíòîâîãî îñöèëëÿòî-
ðà äàåò âîçìîæíîñòü ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ïàðà-
ìåòðà y îïðåäåëèòü ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå 
I(Δn) ñïîíòàííîãî èçëó÷åíèÿ àíñàìáëÿ ñëàáîñâÿ-
çàííûõ îñöèëëÿòîðîâ (Δn – ðàçíîñòü íîìåðîâ óðîâ-
íåé). Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îöåíèòü âêëàä â ýíåð-
ãèþ èçëó÷åíèÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî ïåðåõîäà  
ñ âåðõíåãî ýíåðãåòè÷åñêîãî óðîâíÿ íà íèæíèé. Íà 
ðèñ. 4–6 ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå çàâèñèìîñòè, 
âû÷èñëåííûå ïðè òåõ æå ïàðàìåòðàõ, ÷òî è ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íà ðèñ. 1–3. 
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Èç ïðåäñòàâëåííûõ çàâèñèìîñòåé ñëåäóåò, ÷òî 
ïðè îòíîñèòåëüíî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà y 
îñíîâíàÿ ýíåðãèÿ èçëó÷àåòñÿ ïðè ïåðåõîäàõ ìåæäó 
áëèçêèìè óðîâíÿìè. Îäíàêî ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû 
ìàêñèìóì èçëó÷åíèÿ âñå áîëåå ñìåùàåòñÿ â êîðîò-
êîâîëíîâóþ îáëàñòü. Ïðè÷åì, èñõîäÿ èç äàííûõ 
÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ äëèíû âîëíû, íà êî-
òîðóþ ïðèõîäèòñÿ ìàêñèìóì èçëó÷åíèÿ, ìîæíî 
çàïèñàòü ïðèáëèæåííîå ýìïèðè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå: 
λ = β/T, ãäå β = 1,7 ⋅ 10–2 ì ⋅ Ê. 
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Ðèñ. 6 

Çàêëþ÷åíèå 

Òàêèì îáðàçîì, êàê ñëåäóåò èç ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ, îñíîâíûìè ïðè÷èíàìè òîãî, ÷òî ôèçè÷å-
ñêèå ñèñòåìû, áëèçêèå ïî ñâîéñòâàì ê îñöèëëÿòî-
ðàì, íàõîäÿòñÿ â ñîñòîÿíèÿõ, ñîâïàäàþùèõ ñ ñîá-
ñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ 
Øðåäèíãåðà, à èõ ïåðåõîäû èç ñîñòîÿíèÿ â ñîñòîÿ-
íèå ïðîèñõîäÿò ñêà÷êîì, ÿâëÿþòñÿ ïåðìàíåíòíîå 
ñòîõàñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå è âçàèìîäåéñòâèå îñ-
öèëëÿòîðîâ ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé. Âëèÿíèåì ýòèõ 
ôàêòîðîâ îáóñëîâëåíî è òî, ÷òî ó îñöèëëÿòîðîâ 
âåðîÿòíîñòü çàñåëåíèÿ íèæåëåæàùèõ ýíåðãåòè÷å-
ñêèõ óðîâíåé îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü 
çàñåëåíèÿ âåðõíèõ. 

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì îäíî ñëåäñòâèå Áîçå-
êîíäåíñàöèè ñîñòîÿíèé îñöèëëÿòîðîâ, èñïûòûâàþ-
ùèõ ïåðìàíåíòíîå ñòîõàñòè÷åñêîå âîçìóùåíèå, ìî-
ãóùåå èìåòü ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå è íóæäàþùååñÿ  
â ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêå. Ýòà êîíäåíñàöèÿ íå 
çàâèñèò îò òîãî, ñòàëêèâàþòñÿ ëè îñöèëëÿòîðû äðóã 
ñ äðóãîì èëè ñ äðóãèìè ÷àñòèöàìè, íàïðèìåð ýëåê-
òðîíàìè. Ïðè åå âîçíèêíîâåíèè, ïî ñóòè, ïðåêðà-
ùàåòñÿ îáìåí ýíåðãèåé ìåæäó îêðóæàþùåé ñðåäîé 
è êîëåáàòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû îñöèëëÿòî-
ðîâ. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî óêàçûâàåò íà òî, ÷òî ó âå-
ùåñòâ, èìåþùèõ ñâîáîäíûå íîñèòåëè çàðÿäà  
è áëèçêèõ ïî ñâîéñòâàì ê ñèñòåìå ñëàáî ñâÿçàííûõ 
îñöèëëÿòîðîâ, ïðè ïðîòåêàíèè ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà 

ïðè òåìïåðàòóðå íèæå T = �ω/(2k) (ω – ÷àñòîòà 

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðîâ ìàòåðèàëà) 
ýíåðãèÿ, èäóùàÿ íà íàãðåâ, äîëæíà áûòü ìèíè-
ìàëüíà.  
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V.N. Ivanov, I.V. Ivanov. Thermal radiation of a system of weekly-connected oscillators experiencing 
a permanent stochastic disturbance. 

The feedback effect of oscillators interacting with the environment on population of their quantum states 
and thermal radiation is considered. The oscillator self-acting is modeled via non-linear operator in the Schre- 
dinger equation. The oscillator stationary eigenstates are shown to be most probable in the presence of a per-
manent stochastic disturbance; the quantum state change in this case can be only in the form of a jump. At a 

temperature T lower �ω/2k (ω is the frequency of oscillator vibrations; k is the Bolzman constant), the Boze-

condensation of the oscillator quantum states takes place. The conducted numerical simulation shows that at a 
higher temperature the distribution of probability of energy level population for oscillators interacting with en-
vironment is rather close to the Bolzman distribution. At relatively low temperatures, the radiation is mainly 
due to quantum transitions between the nearest levels. When the temperature increases, maximum of the radia-
tion energy shifts to the short-wave spectral range. 

 


