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ÐÀÑ×ÅÒ ÓÃËÎÂ ÐÅÔÐÀÊÖÈÈ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÌÎÄÅËÈ ÎÄÍÎÐÎÄÍÎÉ ÀÒÌÎÑÔÅÐÛ 
 
 

Â ðàìêàõ ìîäåëè ñôåðè÷åñêè-îäíîðîäíîé àòìîñôåðû ïîëó÷åíà ïðèáëèæåííàÿ ôîðìóëà äëÿ ðàñ÷åòà óã-
ëîâ ðåôðàêöèè íà íàêëîííûõ òðàññàõ ïðîèçâîëüíîé ïðîòÿæåííîñòè. Äëÿ ó÷åòà ðåôðàêöèè ïðè íàáëþäåíèè 
îáúåêòîâ çà ïðåäåëàìè àòìîñôåðû (H ≥ 60 êì) ïîëó÷åíà ñòðîãàÿ ôîðìóëà, ïîçâîëÿþùàÿ âû÷èñëÿòü óãëû 
ðåôðàêöèè ñ òàêîé òî÷íîñòüþ, ñ êàêîé èçâåñòíî çíà÷åíèå àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè (èçìåðåííîå èëè âû-
÷èñëåííîå). Îáñóæäàþòñÿ ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ôîðìóë è ïðèâîäèòñÿ îöåíêà èõ òî÷íîñòè. 

 
 

Â ðàìêàõ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé àòìîñôåðû  óãîë ðåôðàêöèè äëÿ ïðîèçâîëüíîé âûñîòû H è 
çåíèòíîãî óãëà ζ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñòðîãîé ôîðìóëå [1] 
 

 (1) 

ãäå 
 

 (2) 
 

Â ýòèõ ôîðìóëàõ R0 — ðàäèóñ Çåìëè; A = R0n0sinζ; n ≡ n(h) è n0 — ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ íà 
òåêóùåé âûñîòå h âäîëü òðàåêòîðèè ëó÷à è â òî÷êå íàáëþäåíèÿ; R = R0 + h. Åñëè ïóíêò íàáëþäåíèÿ 
íàõîäèòñÿ íà âûñîòå H0 íàä óðîâíåì ìîðÿ, òî â (1), (2) R0 íåîáõîäèìî çàìåíèòü íà R0 + H0, H — íà 
H—H0. Ïðè âûñîêîòî÷íûõ ðàñ÷åòàõ âìåñòî R0 íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðàäèóñ êðèâèçíû íîðìàëü-
íîãî ñå÷åíèÿ çåìíîãî ýëëèïñîèäà [1]. 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ r ïî ýòèì ôîðìóëàì íåîáõîäèìî â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè èìåòü ïðîôèëü ïî-
êàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ â ïóíêòå íàáëþäåíèÿ, à ðàñ÷åò Θ âûïîëíÿòü ìåòîäàìè ÷èñëåííîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ. Âñå ýòî çàòðóäíÿåò èñïîëüçîâàíèå ñòðîãèõ ôîðìóë, ïîýòîìó â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ âû÷èñëå-
íèå r âûïîëíÿåòñÿ ïî ïðèáëèæåííûì, ïîëó÷àåìûì íà îñíîâå òîé èëè èíîé òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè àò-
ìîñôåðû [1—5]. Òî÷íîñòü òàêèõ ôîðìóë íå óäîâëåòâîðÿåò ñîâðåìåííûì òðåáîâàíèÿì è, êðîìå òîãî, 
äëÿ èõ ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû ïàðàìåòðû èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé àòìîñôåðû â äàííîì êîí-
êðåòíîì ïóíêòå íàáëþäåíèÿ áûëè èçâåñòíû. Â ñâÿçè ñ ýòèì öåëüþ äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ 
ðàçðàáîòêà áîëåå òî÷íîãî è ïðîñòîãî â èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ðàñ÷åòà r, â êîòîðîì èçìåðÿåìûìè ïà-
ðàìåòðàìè àòìîñôåðû áûëè áû òîëüêî èõ ïðèçåìíûå çíà÷åíèÿ. 

Îñíîâîé ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ çàìåíà ôàêòè÷åñêîãî ïðîôèëÿ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ âäîëü òðàåêòî-
ðèè ëó÷à åãî çíà÷åíèåì â òî÷êå íàáëþäåíèÿ, òî åñòü ïîëàãàåòñÿ n(h) = n0. Ïðè ýòîì ñëîþ àòìîñôåðû 
ìåæäó íà÷àëüíîé è êîíå÷íîé òî÷êîé òðàåêòîðèè ëó÷à áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåêîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ 
òîëùèíà Hå, íàçûâàåìàÿ â äàëüíåéøåì âûñîòîé îäíîðîäíîé àòìîñôåðû. Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë (2) 
ñòàíîâèòñÿ òàáëè÷íûì è åãî çíà÷åíèå ðàâíî [2] 
 

 (3) 
 

ãäå A1 = R0sinζ; Íe — âûñîòà îäíîðîäíîé àòìîñôåðû. Â îòëè÷èå îò [2], â äàííîé ðàáîòå Íå ÿâëÿåòñÿ 
ôóíêöèåé âûñîòû íàáëþäàåìîãî îáúåêòà H è ðàâíà [6] 
 

 (4) 
 

ãäå 

 (5) 
 

Â ôîðìóëàõ (4), (5) g0 — óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ â ïóíêòå íàáëþäåíèÿ (íà âûñîòå Í0), ðàâíîå 
 

 (6) 
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ãäå k1 = 1—0,0026cosϕ, k2 = 3,14 ⋅ 10–7 ì–1; gc = 9,80665 ì/ñ2 — óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ íà 
óðîâíå ìîðÿ (H0 = 0) è øèðîòå ϕ = 45°; Rc = 287,05 ì2/(ãðàä ⋅ ñ2) — óäåëüíàÿ ãàçîâàÿ ïîñòîÿííàÿ 

ñóõîãî âîçäóõà; Ð(H) è Ð0 — äàâëåíèå âîçäóõà íà âûñîòå H è â òî÷êå íàáëþäåíèÿ; 
0

v

T — âèðòóàëü-

íàÿ òåìïåðàòóðà âîçäóõà â òî÷êå íàáëþäåíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïî ôîðìóëå [7] 
 

 (7) 
 

ãäå å0 — ïàðöèàëüíîå äàâëåíèå âîäÿíîãî ïàðà; Ò0 — èçìåðåííàÿ òåìïåðàòóðà. 
Ôîðìóëû (1), (3) äëÿ ïðèíÿòîé ñôåðè÷åñêè-îäíîðîäíîé ìîäåëè àòìîñôåðû ÿâëÿþòñÿ ñòðîãèìè. 

Åäèíñòâåííîå ïðèíöèïèàëüíîå îãðàíè÷åíèå ýòèõ ôîðìóë ñâÿçàíî ñ íåâîçìîæíîñòüþ âû÷èñëåíèÿ θ 
ïðè H < R0(n0sinζ—1), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ ãîðèçîíòàëüíûõ è ñëàáîíàêëîííûõ òðàññ îãðàíè÷åí-
íîé ïðîòÿæåííîñòè. 

Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû [2] ïîêàçûâàåò, ÷òî èñïîëüçîâàíèå äëÿ ðàñ÷åòà Íå ôîðìóëû 
(4) ïîçâîëèëî çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòü ñèñòåìàòè÷åñêóþ îøèáêó ôîðìóë (1), (3) ïî âûñîòå H (ñì. 
òàáë. 1 â ðàáîòå [2]). Îäíàêî ñèñòåìàòè÷åñêàÿ îøèáêà ïî çåíèòíîìó óãëó ïî-ïðåæíåìó åùå çíà÷è-
òåëüíà. Åå âåëè÷èíà δr = rc—r äëÿ äâóõ ýêñòðåìàëüíûõ ñîñòîÿíèé àòìîñôåðû ïðèâåäåíà â òàáë. 1, 
ãäå rñ — òî÷íûå çíà÷åíèÿ óãëîâ ðåôðàêöèè, âû÷èñëÿåìûå ïî ôîðìóëàì (1), (2) ñ èñïîëüçîâàíèåì 
ðåàëüíûõ ïðîôèëåé ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ, à r — çíà÷åíèÿ óãëîâ ðåôðàêöèè, âû÷èñëÿåìûå ïî 
ôîðìóëàì (1), (3) ñ ó÷åòîì (4). Êàê âèäèì, äî çåíèòíûõ óãëîâ ζ ≤ 80° òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ ôîðìóë 
âïîëíå óäîâëåòâîðèòåëüíàÿ. Ñèñòåìàòè÷åñêèé õàðàêòåð èçìåíåíèÿ δr â çàâèñèìîñòè îò ζ è äî íåêîòî-
ðîé ñòåïåíè îñòàòî÷íàÿ çàâèñèìîñòü δr îò âûñîòû H äàþò âîçìîæíîñòü òåì èëè èíûì îáðàçîì ìèíè-
ìèçèðîâàòü âåëè÷èíó δr. 

Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî âåëè÷èíó δã â äèàïàçîíå âûñîò H ≥ Hef ìîæíî èñêëþ÷èòü 
ïðàêòè÷åñêè ïîëíîñòüþ, åñëè áóäåò èçâåñòíî çíà÷åíèå àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè r∞ íà ñîîòâåòñò-
âóþùèé ìîìåíò âðåìåíè (Íef — âûñîòà àòìîñôåðû, âûøå êîòîðîé âëèÿíèåì ïðåëîìëåíèÿ ëó÷à ìîæ-
íî ïðåíåáðå÷ü, ò.å. ïðè H ≥ Hef, n(h) = 1). 

Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäñòàâèì (2) â ñëåäóþùåì âèäå: 
 

 (8) 
 

ãäå f(h) — ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (2). Òàê êàê ïðè h ≥ Hef n(h) = 1 òî θ2(H) èíòåãðèðóåòñÿ 
òî÷íî: 
 

 (9) 
 

â òîì ÷èñëå äëÿ àñòðîíîìè÷åñêèõ îáúåêòîâ (H = ∞) óãîë θ2(∞) ðàâåí 
 

 (10) 
 

Óãîë θ ïðè Í = ∞ áóäåò ðàâåí 
 

 (11) 
 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (1) ïðè H = ∞ èìååì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàê-
öèè r∞: 
 

 (12) 
 

à ñ ó÷åòîì (11) ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ θ1(Hef) 
 

 (13) 
 

Ïîäñòàâëÿÿ (13) â (8) è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (9), ïîëó÷àåì ïðîñòóþ è ñòðîãóþ ôîðìóëó äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ θ 
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 (14) 
 

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû (1) è (14) ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü óãëû ðåôðàêöèè äëÿ ëþáûõ çåíèòíûõ 
óãëîâ è âûñîò H ≥ Hef ñ òîé òî÷íîñòüþ, ñ êàêîé ïîëó÷åíî çíà÷åíèå àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè r∞. 
Êîíêðåòíîå çíà÷åíèå Hef çàâèñèò îò òðåáóåìîé òî÷íîñòè îïðåäåëåíèÿ r è äëÿ áîëüøèíñòâà ïðàêòè÷å-
ñêèõ çàäà÷ ñëåäóåò ïðèíÿòü Hef = 60 êì [5]. 

Â êà÷åñòâå r∞ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ëèáî èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè, ëèáî 
âû÷èñëåííûå òåì èëè èíûì ìåòîäîì ñ íåîáõîäèìîé òî÷íîñòüþ. Íàïðèìåð, äîñòàòî÷íóþ òî÷íîñòü â 
ïðàêòè÷åñêè èñïîëüçóåìîì äèàïàçîíå çåíèòíûõ óãëîâ èìååò ôîðìóëà, ïîëó÷åííàÿ â [6]. Âïîñëåäñòâèè 
ýòà ôîðìóëà áûëà íåñêîëüêî óòî÷íåíà, à èìåííî: óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü ïîïðàâî÷íîãî ÷ëåíà δr∞ îò 
äëèíû âîëíû è ââåäåíà ïîïðàâêà äëÿ ó÷åòà âëàæíîñòè âîçäóõà. Â ðåçóëüòàòå ýòèõ èçìåíåíèé r

∞
 ìîæ-

íî ðàññ÷èòàòü ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: 
 

 (15) 

 

ãäå ρ″ = 206265, à 
 

 (16) 
 

Çíà÷åíèå kλ â äèàïàçîíå äëèí âîëí 0,4…10 ìêì ðàâíî 
 

 (17) 
 

ãäå N0(λ) è N0(0,6943) — ïðèçåìíûé èíäåêñ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ äëÿ òðåáóåìîé äëèíû âîëíû è 
λ = 0,6943 ìêì. Âåëè÷èíà Íå â (15) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì (4) è (5) ïðè Ð(H) = 0. Çíà÷åíèÿ êî-
ýôôèöèåíòîâ à, b è ñ â ôîðìóëå (16) ïðèâåäåíû â [6] (êîýôôèöèåíò b2 â [6] çàïèñàí íåâåðíî: äîë-
æåí áûòü çíàê «+»). Îøèáêà îïðåäåëåíèÿ óãëîâ ðåôðàêöèè σr ïî ôîðìóëàì (1), (14) è (15) äëÿ ëþ-

áûõ âûñîò H ≥ 60 êì (â òîì ÷èñëå è äëÿ H = ∞) ïðèâåäåíà íèæå. 
 

 
 

Îöåíêà òî÷íîñòè âû÷èñëåíèÿ r ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì ïðîèçâîäèëàñü ïóòåì èõ ñðàâíåíèÿ ñ òî÷-
íûìè çíà÷åíèÿìè ãñ â äèàïàçîíå ïðèçåìíûõ òåìïåðàòóð îò —60 äî +60°Ñ, äàâëåíèé âîçäóõà Ð0 îò 
500 äî 1100 ìá è çíà÷åíèé å0 îò 0 äî 50 ìá. Âñåãî áûëî èñïîëüçîâàíî îêîëî 40 ðåàëüíûõ ïðîôèëåé 
ìåòåîýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðûõ áûëè ðàññ÷èòàíû ïðîôèëè ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ â ñïåêòðàëüíîì 
äèàïàçîíå îò 0,4 äî 10 ìêì. 

Äëÿ ðàñ÷åòà óãëîâ ðåôðàêöèè r ïðè H < 60 êì ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû (1) è (3). Ýêñòðå-
ìàëüíûå çíà÷åíèÿ îøèáîê ïðèâåäåíû â òàáë. 1. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî äàâëåíèå âîçäóõà íà 
âûñîòå H èçâåñòíî òî÷íî. Äîïîëíèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü σr(Ð) èç-çà îøèáîê â äàâëåíèè ìîæíî îöå-
íèòü ïî ôîðìóëå, ïîëó÷àåìîé ïóòåì äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî Ð ôîðìóë (1) è (3). Èç-çà ãðîìîçäêîñòè 
ïîëó÷àåìîãî âûðàæåíèÿ ìû åãî çäåñü íå ïðèâîäèì, îãðàíè÷èìñÿ ðåçóëüòàòàìè ðàñ÷åòîâ σr(Ð), ïîëà-
ãàÿ, ÷òî â êà÷åñòâå Ð(H) èñïîëüçóþòñÿ ñðåäíèå ìíîãîëåòíèå ïðîôèëè äëÿ äàííîãî ñåçîíà è ðàéîíà. 
Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ σr(Ð) íà ïðèìåðå ñò. Áàëõàø ïðèâåäåíû â òàáë. 2, èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî ïðè 
âû÷èñëåíèè r ïðè H ≤ 10 êì íåîáõîäèìû áîëåå òî÷íûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ. Çâåçäî÷êè â 
òàáë. 2 ïðè ζ = 89 è 90° ñîîòâåòñòâóþò îáëàñòè íåïðèìåíèìîñòè ôîðìóëû (3). 

Àíàëèç äàííûõ òàáë. 1 è 2 ïîêàçûâàåò, ÷òî ôîðìóëû (1) è (3) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü äëÿ 
ðàñ÷åòà óãëîâ ðåôðàêöèè äî çåíèòíûõ óãëîâ ζ ≤ 80°. Ñ óâåëè÷åíèåì ζ îøèáêà ðåçêî âîçðàñòàåò. 

Òàêèì îáðàçîì, â ðàìêàõ ñôåðè÷åñêè-ñèììåòðè÷íîé àòìîñôåðû ïîëó÷åíû ïðîñòûå ñòðîãèå ôîð-
ìóëû äëÿ ðàñ÷åòà óãëîâ ðåôðàêöèè íà áîëüøèõ âûñîòàõ. Äîñòîèíñòâî ïîëó÷åííûõ ôîðìóë çàêëþ÷à-
åòñÿ â èõ âûñîêîé òî÷íîñòè è ïðîñòîòå èñïîëüçîâàíèÿ, íå òðåáóþùåãî àýðîëîãè÷åñêèõ èçìåðåíèé. 
Êðîìå òîãî, ýòè ôîðìóëû ïîçâîëÿþò ïðîñòî ó÷åñòü äîïîëíèòåëüíîå âëèÿíèå ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàäèåí-
òîâ ïîêàçàòåëÿ ïðåëîìëåíèÿ íà âåëè÷èíó ðåôðàêöèè â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè, åñëè çíà÷åíèå r∞ â 
(14) ïîëó÷åíî èç íàáëþäåíèé. Ýòî îñîáåííî âàæíî ïðè ðàñ÷åòå r íà áîëüøèõ çåíèòíûõ óãëàõ, ãäå 
âëèÿíèå ãîðèçîíòàëüíûõ ãðàäèåíòîâ ñòàíîâèòñÿ ñóùåñòâåííûì [8]. Òî÷íîñòü ïîëó÷åííûõ òàêèì îáðà-
çîì çíà÷åíèé óãëîâ ðåôðàêöèè áóäåò çàâèñåòü îò îøèáîê èçìåðåíèÿ àñòðîíîìè÷åñêîé ðåôðàêöèè è 
ïðèçåìíîãî ïîêàçàòåëÿ èëè îïðåäåëÿþùèõ åãî ìåòåîïàðàìåòðîâ. 

Äëÿ âûñîò 5 ≤ H < 60 êì ôîðìóëû (1), (3) ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîé çàâèñèìîñòè Íå îò âûñîòû (ôîðìó-
ëà (4)) ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü óãëû ðåôðàêöèè ñ îøèáêîé  g 1″ ïðè ζ = 70° è 3″—4″ ïðè ζ = 80°. Ýòà 
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îøèáêà ìîæåò áûòü óìåíüøåíà, à äèàïàçîí ζ è Í ðàñøèðåí, åñëè èñêëþ÷èòü îñòàâøóþñÿ ñèñòåìàòè÷å-
ñêóþ îøèáêó δr (òàáë. 1) è óâåëè÷èòü òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ Ð(Í) íà âûñîòàõ H ≤ 10 êì. 
 

Ò à á ë è ö à  1  
 

Çíà÷åíèÿ δr (óãë. ñ) äëÿ ïðèçåìíîé òåìïåðàòóðû —60°Ñ (÷èñëèòåëü) è +60°Ñ (çíàìåíàòåëü) 
 

 
 

*) Ïðè ζ ≥ 89° çíà÷åíèÿ δr äîñòèãàþò äåñÿòè è áîëåå óãëîâûõ ìèíóò. 
 

Ò à á ë è ö à  2  
 

Âåëè÷èíà σr(Ð) (óãë. ñ) ïðè èñïîëüçîâàíèè ñåçîííûõ ïðîôèëåé äàâëåíèÿ 
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V . P .  N e l y u b i n a ,  N . F .  N e l y u b i n . Calculation of the Refraction Angles Using the Model of Ho-
mogeneous Atmosphere. 

An approximate formula allowing the calculation of the refraction angles for arbitrarily long slant paths is de-
rived within the frame works of the model of spherically homogeneous atmosphere. In order to take into account the 
refraction when viewing extra-terrestrial objects (H > 60 km) the exact formula is derived which enables one to calcu-
late the refraction angles accurate to the error in astronomical refraction either measured or calculated. Applicability 
limits of the formulas obtained are discussed and the estimates of their accuracy are presented. 


