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Ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ äëÿ òî÷å÷íîãî èçîòðîïíîãî èñòî÷íèêà íà îñ-
íîâå ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê. Óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè ìåòîäà äîñòèãíóòî çà ñ÷åò âû÷èòàíèÿ èç ðåøå-
íèÿ ìàëîóãëîâîé ñîñòàâëÿþùåé, ñîäåðæàùåé âñå îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ïðîâîäèòñÿ 
äëÿ îñòàâøåéñÿ ãëàäêîé ôóíêöèè, íå ñîäåðæàùåé îñîáåííîñòåé. Äëÿ ñîõðàíåíèÿ óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ ïðè 
óâåëè÷åíèè îïòè÷åñêîé òîëùè ïðèìåíÿåòñÿ ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ïðîâåäåííûå ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû 
ïîçâîëèëè íàãëÿäíî âûÿâèòü ôèçè÷åñêóþ ñóùíîñòü ìàëîóãëîâîãî ïðèáëèæåíèÿ: ïðåíåáðåæåíèå äèñïåðñèåé 
ïóòåé ðàññåÿííûõ ôîòîíîâ è îáðàòíûì ðàññåÿíèåì. 

 

Ââåäåíèå 

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæå-
íèÿ, èñêàæåííîãî ìóòíîé ñðåäîé, íàïðèìåð àòìî-
ñôåðîé èëè òîëùåé âîäû, ÷àñòî äîñòàòî÷íî îïðåäå-
ëèòü ôóíêöèþ ðàññåÿíèÿ òî÷êè (ÔÐÒ) èëè îïòè÷å-
ñêóþ ïåðåäàòî÷íóþ ôóíêöèþ ñèñòåìû (ÎÏÔ) [1], 
ò.å. ðåøèòü óðàâíåíèå ïåðåíîñà èçëó÷åíèÿ (ÓÏÈ) 
äëÿ òî÷å÷íîãî èçîòðîïíîãî èñòî÷íèêà (ÒÈ-èñòî÷íèê). 
Íàéäåííîå â ðåçóëüòàòå ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè îò 
ÒÈ-èñòî÷íèêà ïî òåîðåìå îïòè÷åñêîé âçàèìíîñòè 
[2] ñîîòâåòñòâóåò ðàñïðåäåëåíèþ îáëó÷åííîñòè îò 
òî÷å÷íîãî ìîíîíàïðàâëåííîãî èñòî÷íèêà (ÒÌ-èñòî÷- 
íèêà), à ñëåäîâàòåëüíî, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ â ðå-
øåíèè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ëàçåðíîé ëîêàöèåé. Âî-
îáùå íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ñëåäóåò ïðèçíàòü êðàå-
âóþ çàäà÷ó ÓÏÈ äëÿ ïëîñêîãî ñëîÿ ïîëíîñòüþ ðå-
øåííîé. Àêòóàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèå àíàëèòè÷å-
ñêèõ è ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ 
çàäà÷ òåîðèè ïåðåíîñà [3], è ðàñ÷åò ñâåòîâîãî ïîëÿ 
ÒÈ-èñòî÷íèêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàêèì ïðîñòåéøèì 
ñëó÷àåì, ïîçâîëÿþùèì ïðîàíàëèçèðîâàòü îñíîâíûå 
ïðîáëåìû òðåõìåðíûõ çàäà÷. 

Çàäà÷è òàêîãî ðîäà ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå 
áîëüøèå ãðóïïû: ñâåòîâûå ïîëÿ øèðîêèõ ïó÷êîâ  
â ñðåäå, ãäå îäíî èçìåðåíèå ñóùåñòâåííî áîëüøå 
äâóõ äðóãèõ, è ñâåòîâûå ïîëÿ, ñîçäàâàåìûå ïðî-
ñòðàíñòâåííî îãðàíè÷åííûìè èñòî÷íèêàìè. Äëÿ 
ïåðâîé ãðóïïû çàäà÷ ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ýôôåê-
òèâíîå ïðèáëèæåíèå [4], â òî âðåìÿ êàê âî âòîðîé 
ãðóïïå âîçìîæíà òîëüêî îöåíêà â ìàëîóãëîâîì 
ïðèáëèæåíèè [5–7] ïîëÿ, ðàññåÿííîãî âïåðåä â ïðå-
äåëàõ ìàëûõ îïòè÷åñêèõ òîëù. Â [8] ïðåäëîæåí 
ïîäõîä ê ðåøåíèþ òàêîãî ðîäà çàäà÷, îñíîâàííûé 
íà âû÷èòàíèè ïðÿìîé è îäíîêðàòíî ðàññåÿííîé 
êîìïîíåíò è äàëüíåéøåì ðåøåíèè ÓÏÈ äëÿ Ôó-
ðüå-îáðàçà èñõîäíîé ôóíêöèè, ÷òî óëó÷øàåò ñõî-
äèìîñòü ìåòîäà, îäíàêî íå ðåøàåò âñåõ ïðîáëåì, 

ñâÿçàííûõ ñ íàëè÷èåì îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ âáëè-
çè èñòî÷íèêà. Ïðè òàêîì ïîäõîäå ìû îïðåäåëÿåì 
òîëüêî ÎÏÔ ñëîÿ ìóòíîé ñðåäû, çíàíèå êîòîðîé 
íåäîñòàòî÷íî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ èçîáðàæåíèÿ, 
ïîëó÷åííîãî, íàïðèìåð, ñî ñïóòíèêà, ãäå ôîðìèðî-
âàíèå èçîáðàæåíèÿ ïðîèñõîäèò ñêàíèðîâàíèåì îáú-
åêòà ïî óãëó âèçèðîâàíèÿ. 

Â ñëó÷àå ÒÈ-èñòî÷íèêà ÿðêîñòü ñâåòîâîãî ïîëÿ 

L â òî÷êå r ïî íàïðàâëåíèþ Î  ñôåðè÷åñêè ñèììåò-
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ãäå ε – ïîêàçàòåëü îñëàáëåíèÿ; 

ˆ ˆ( , )x ′l l  – èíäèêàòðè-

ñà ðàññåÿíèÿ; Λ – àëüáåäî îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. 
Çäåñü è äàëåå âñå åäèíè÷íûå âåêòîðû îáîçíà÷àþòñÿ 
ñèìâîëîì «^» íàä âåêòîðîì. 

1. Ìåòîä ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê 

Ñóùíîñòü ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê (ÑÃ) 
äëÿ ðåøåíèÿ ÓÏÈ ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè âñåõ 
ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèå, â âèäå ðÿäîâ ðàç-
ëîæåíèÿ ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà [9]: 
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Èñïîëüçîâàíèå ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà ïîçâîëÿåò 
ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå, èñïîëüçóÿ òåîðåìó ñëîæåíèÿ: 
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âåêòîðà l̂  â âûáðàííîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. 
Ïîäñòàâèâ (3) â ÓÏÈ è ïðîâåäÿ ïðåîáðàçîâà-

íèÿ [9–11], ñ ó÷åòîì ñâîéñòâ ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà 
ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
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Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî çàïèñàòü êàê [9]: 
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îò ÷èñòî ìíèìîãî àðãóìåíòà âòîðîãî ðîäà (èëè 
ôóíêöèÿ Ìàê Äîíàëüäà). 

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè Ìàê Äîíàëüäà, 
ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
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Òàê êàê ðåøåíèå áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé íåâîçìîæíî, òî äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ åå 
äåëàþò êîíå÷íîé, ïîëîæèâ âñå êîýôôèöèåíòû 

( ) : ( ( ) )0kk N C r∀ > ≡ . Êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðÿäà, êîòî-

ðûå íóæíî ó÷èòûâàòü, çàâèñèò îò ñâîéñòâ ñðåäû, 
ôîðìû èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ è äðóãèõ ôàêòîðîâ. 
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì 
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Î÷åâèäíî, ÷òî (8) – óðàâíåíèå (N + 1) ñòåïå-
íè è, ñîîòâåòñòâåííî, èìååò (N + 1) êîðíåé. Ìîæ-
íî ïîêàçàòü [10], ÷òî ïðèáëèæåíèå íå÷åòíûõ N 
ëó÷øå, ÷òî ïðèâîäèò ê (N + 1)/2 îäèíàêîâûì ïî 
ìîäóëþ è ïðîòèâîïîëîæíûì ïî çíàêó êîðíÿì.  
Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì íà áåñêîíå÷-
íîñòè (2) îòðèöàòåëüíûìè êîðíè áûòü íå ìîãóò, ÷òî 
îñòàâëÿåò òîëüêî (N + 1)/2 ïîëîæèòåëüíûõ êîð-
íåé. Äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðåêóððåíòíîãî óðàâíåíèÿ 
(7) íåîáõîäèìî çíàòü A0, êîòîðîå ìîæíî ïîëîæèòü 
ðàâíûì åäèíèöå, ïîñêîëüêó ëþáîå çíà÷åíèå ïðèâî-
äèò ê óìíîæåíèþ îñòàëüíûõ Ak íà A0. Ðàçíûå êîð-
íè (8) îïðåäåëÿþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå ðåøåíèÿ. 
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Ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû aq îïðåäåëÿþòñÿ èç 
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Îäíàêî ïðèáëèæåííîå ðåøå-
íèå íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü òî÷íûì ãðàíè÷íûì 
óñëîâèÿì, ïîýòîìó íóæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëè-
æåííûå. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â ôîðìå Ìàðøàêà ÿâ-
ëÿþòñÿ íàèëó÷øèìè: 
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Ïîäñòàâëÿÿ (10) â (9), ïîëó÷àåì 
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÷òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó (N + 1)/2 ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé ñ (N + 1)/2 íåèçâåñòíûìè aq. 

Îäíàêî ðåøåíèå äëÿ ÒÈ-èñòî÷íèêà èìååò îñî-
áåííîñòè íå òîëüêî ïî óãëó, íî è ïî ðàäèóñó, ÷òî 
òðåáóåò ó÷åòà áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ÷ëåíîâ ðÿäà êàê 
ïî óãëîâîé, òàê è ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, 
÷òî äåëàåò çàäà÷ó (11) ìàòåìàòè÷åñêè íåêîððåêòíîé 
äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî N. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íå-
ðàññåèâàþùåé ñðåäû: Λ = 0, ε = κ. Â ýòîì ñëó÷àå 
óðàâíåíèå (7) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå 
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øåíèå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ èçâåñòíî: 
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÷òî ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü ñëåäóþùåå: 
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ãäå èñïîëüçîâàíî ðàçëîæåíèå ôóíêöèé Ìàê Äî-
íàëüäà ïîëóöåëîãî ïîðÿäêà â ðÿä [12]: 
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Ýòî òðåáóåò ðàâåíñòâà íóëþ âñåõ ñóìì ïî q 
äëÿ âñåõ n ≠ 1 ïðè N → ∞. Ïàðàäîêñàëüíîñòü ïî-
äîáíîãî óòâåðæäåíèÿ ñâÿçàíà ñ íåêîððåêòíîñòüþ 
ïåðåõîäà ê ïðåäåëó N → ∞ äëÿ îïèñàíèÿ ëîêàëüíîé 
ïðîñòðàíñòâåííîé îñîáåííîñòè. Ìîæíî óòâåðæäàòü, 
÷òî ïîäîáíûé ñëó÷àé òðåáóåò íåòðèâèàëüíîãî ïðå-
äåëüíîãî ïåðåõîäà, àíàëîãè÷íîãî èçâåñòíîìó èç 
ëèòåðàòóðû êâàçèêëàññè÷åñêîìó ïðèáëèæåíèþ [12]. 
 

2. Ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà  
ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê 

Ââåäåì íîâóþ ôóíêöèþ 

 ( ) ( ) / .2k kC r Y r r=  (15) 

Â ýòîì ñëó÷àå ÓÏÈ ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 
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(16)

 

Ïðè ðåøåíèè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ â ìàëîóã-
ëîâîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê 
(ÌÑÃ) [7] ïðîâîäèòñÿ çàìåíà 
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1 1

1
1
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k k

k k x
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  (17) 

è ðåøåíèå èìååò âèä [7]: 

 
( )

( ) ,
ln ( )

1
1

exp 1
1

k k

k

g
Y r r

g k k

+⎡ ⎤⎛ ⎞Λ −
⎢ ⎥⎜ ⎟= −ε −

⎜ ⎟⎢ ⎥+⎝ ⎠⎣ ⎦

 (18) 

ãäå èíäèêàòðèñà âçÿòà â ïðåäñòàâëåíèè Õåíüè–
Ãðèíñòåéíà xk = gk èëè bk = ε(1 – Λgk). 

Â âûðàæåíèè (17) â ÌÑÃ ó÷òåíî, ÷òî ïðè íà-
ëè÷èè îñîáåííîñòåé ïî óãëó â ðåøåíèè L(r, μ) åå 
óãëîâîé ñïåêòð Yk(r) ìåäëåííî óáûâàåò îò èíäåêñà 
k, ÷òî ïîçâîëÿåò [7] ââåñòè íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ 
Y(k, r), êîòîðàÿ â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ ñîâïàäàåò 
ñ Yk(r). Ôóíêöèÿ Y(k, r) ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííîé ìî-
íîòîííî óáûâàþùåé ôóíêöèé k, ÷òî è ïîçâîëÿåò 
äîïóñòèòü ïðèáëèæåíèå (17). 

Âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèåì (17) äëÿ ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ âòîðîãî ÷ëåíà â óðàâíåíèè (16) è çàïèøåì 
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 (19) 

Òåïåðü (16) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå 
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(20)

 

÷òî ðàâíîñèëüíî ÓÏÈ äëÿ ÏÌ-èñòî÷íèêà ïðè íîð-
ìàëüíîì ïàäåíèè íà ñëîé, íî ñ ñóùåñòâåííî áîëåå 
îñòðîé èíäèêàòðèñîé ðàññåÿíèÿ  
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Ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò óðàâíåíèÿ  
â ñôåðè÷åñêîé ãåîìåòðèè ê óðàâíåíèþ â ïëîñêîé 
èíäèêàòðèñà ñðåäû ñòàëà çíà÷èòåëüíî áîëåå îñòðîé 
ôóíêöèåé óãëà (ðèñ. 1), ÷òî ôèçè÷åñêè ýêâèâàëåíò-
íî ó÷åòó îñîáåííîñòåé ðåøåíèÿ ïî óãëó, êîëè÷åñòâî 
÷ëåíîâ ðÿäà äëÿ îïèñàíèÿ ðåøåíèÿ âîçðàñòàåò  
ñ ñîòåí äî òûñÿ÷. Ìàòðèöà òàêîé ñèñòåìû ñòàíîâèò-
ñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé, äåëàÿ óðàâíåíèå ïðàêòè-
÷åñêè íå ðåøàåìûì. 
 

 

Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòîâ ðàçëîæåíèÿ èíäèè- 
 êàòðèñû ðàññåÿíèÿ îò íîìåðà 

 
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå â íàè-

áîëüøåé ñòåïåíè èñêàæàåò çàâèñèìîñòü ãàðìîíèê îò 
ðàññòîÿíèÿ äëÿ ìàëûõ îïòè÷åñêèõ òîëù, ãäå óãëî-
âîìó ðàñïðåäåëåíèþ ÿðêîñòè êðàòíîñòåé ðàññåÿíèÿ 
íèçøèõ ïîðÿäêîâ ïðèñóùè îñîáåííîñòè [11]: â íó-
ëåâîé êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ èìååòñÿ îñîáåííîñòü 

âèäà 
2

1 ˆ ˆ( ),
r

δ −l r  â ïåðâîé êðàòíîñòè – 
2

1

1r − µ

+ 

+ ln[r2(1 – μ
2)], âî âòîðîé êðàòíîñòè – ln[r(1 – μ) + 

+ lnr], òðåòüÿ è áîëåå âûñîêèå êðàòíîñòè ðàññåÿíèÿ 
îñîáåííîñòåé íå èìåþò. Ïðåäñòàâëåíèå (20) ñãëà-
æèâàåò îñîáåííîñòè òåëà ÿðêîñòè â ïåðâîé è âòîðîé 
êðàòíîñòÿõ ðàññåÿíèÿ. 

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ýòîãî ýôôåêòà ïðåäñòàâèì ðå-
øåíèå â âèäå ñóììû: 

 ( , ) ( , ) ( , ),ÌÑÃL r L r L rμ = μ + μ�  (21) 

ãäå ðåøåíèå â ìàëîóãëîâîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà 
ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê (ÌÑÃ) [6] èìååò âèä 
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7. Îïòèêà àòìîñôåðû è îêåàíà, ¹ 12. 
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Òàê êàê ìàëîóãëîâàÿ ÷àñòü ðåøåíèÿ â (21) ñî-
äåðæèò âñå îñîáåííîñòè òî÷íîãî ðåøåíèÿ [6, 7], òî 

( , )L r µ
�  – ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ. 

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ïåðåéäåì ê ìàòðè÷-
íîé ôîðìå ÓÏÈ (20), àíàëîãè÷íîé îïèñàííîé â [13]: 

 A ( ) D ( ) ,0
d

d
′ ′τ + τ =

τ
Y Y

� �

, (22) 

ãäå τ = εr – îïòè÷åñêîå ðàññòîÿíèå; çíàêîì « �  » 
íàä áóêâîé îáîçíà÷åíû ìàòðèöû; 
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i – áåãóùèé èíäåêñ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû è ñòîëáöîâ 
ñèñòåìû (22). 

Ïðåäñòàâëåíèå (21) ïðèâîäèò [14] ê ïîÿâëåíèþ 
â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (22) ÷ëåíîâ íåâÿçêè 
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(23)

 

èëè, â ìàòðè÷íîé ôîðìå: 

 (A )D ( ) ( ),1 11 N Na r
+ +

Δ = − τ +Z Z
��� �

 (24) 

à ñèñòåìà óðàâíåíèé ïî ìåòîäó ÑÃ (22) ïðèîáðåòàåò 

âèä 

 A ( ) D ( ) (A )D ( ),1 11 N N
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 (25) 

ãäå ïîÿâëåíèå ÷ëåíîâ  
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ñâÿçàíî ñ èñïîëüçîâàíèåì N + 1 ÷ëåíà ìàëîóãëîâî-
ãî ïðèáëèæåíèÿ. 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òàêæå ìîæíî çàïèñàòü  
â ìàòðè÷íîé ôîðìå [14]: 

 [ G]P ( ) , G P ( ) ( ),0 01 0 1⎡ ⎤= − τ = − τ⎣ ⎦C 0 C X
� �� �� �

 (26) 
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òèðîâêè ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ ýëåìåíòîâ âèäà 
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 (27) 

Ìàòðèöà ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç íåñêîëüêèõ 
ñîòåí óðàâíåíèé, ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé, 
÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ïîãðåøíîñòè âû÷èñëå-
íèé ñ ðîñòîì îïòè÷åñêîé òîëùè. Äëÿ óñòðàíåíèÿ 
ýòîãî ýôôåêòà èñïîëüçóþò ìàñøòàáíîå ïðåîáðàçî-

âàíèå [13], êîòîðîå ïîçâîëÿåò ðåøåíèþ ñîõðàíÿòü 
óñòîé÷èâîñòü ñ ðîñòîì îïòè÷åñêîé òîëùè. Â ðåçóëü-
òàòå ñèñòåìà â ìàòðè÷íîé ôîðìå èìååò âèä [14]: 
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Ðåøåíèå äàííîé çàäà÷è áûëî ðåàëèçîâàíî â ñðå-
äå TheMathWorks‚ Matlab. Äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè 
ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñî 
ñëó÷àåì îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ. Íà ðèñ. 2 ñïëîø-
íîé ëèíèåé íàíåñåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ îáðàòíî-
ãî ðàññåÿíèÿ ïî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó, à ïóíê-
òèðíîé – â ïðèáëèæåíèè îäíîêðàòíîãî ðàññåÿíèÿ 
äëÿ ïàðàìåòðîâ ñðåäû: g = 0,8, Λ = 0,8, τ = 0,1. Äëÿ 
äîñòèæåíèÿ ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè ðàñ÷åòîâ êîëè÷å-
ñòâî ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà â ðàçëîæåíèè ðàâíî 1501. 
 

 
Ðèñ. 2. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ ÿðêîñòè îáðàòíîãî ðàññåÿíèÿ 
ïî ïðåäëîæåííîìó ìåòîäó ñ îäíîêðàòíûì ðàññåÿíèåì äëÿ 

  ìàëûõ îïòè÷åñêèõ òîëù τ = 0,1 
 

Íà ðèñ. 3 ñïëîøíîé ëèíèåé íàíåñåíû ðåçóëü-
òàòû ðàñ÷åòîâ ïî ïðåäëîæåííîìó àëãîðèòìó, à ïóíê-
òèðíîé – â ìàëîóãëîâîé ìîäèôèêàöèè ìåòîäà ñôå-
ðè÷åñêèõ ãàðìîíèê äëÿ ïîëÿ, ðàññåÿííîãî âïåðåä, 
ïàðàìåòðû ñðåäû: g = 0,8, Λ = 0,8, τ = 10 (íà ãðà-
ôèêàõ íàíåñåíû ëîãàðèôìû ñîîòâåòñòâóþùèõ 
ôóíêöèé). Èç ðèñ. 3 âèäíî, ÷òî ðåøåíèå äëÿ èçëó-
÷åíèÿ, ðàññåÿííîãî âïåðåä, ñõîäèòñÿ áûñòðåå, ïî-
ýòîìó ìîæíî èñïîëüçîâàòü íàìíîãî ìåíüøå 
(N = 301) ãàðìîíèê â ðàçëîæåíèè. 



 Ìîäèôèöèðîâàííûé ìåòîä ñôåðè÷åñêèõ ãàðìîíèê äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ðàññåÿíèÿ òî÷êè ñëîÿ ìóòíîé ñðåäû 1051 
 

 

Ðèñ. 3. Ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ ÿðêîñòè ñâåòîâîãî ïîëÿ â ïå-
ðåäíåé ïîëóñôåðå íàïðàâëåíèé ïî ïðåäëîæåííîìó àëãî-
ðèòìó ñ ìàëîóãëîâîé ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà ñôåðè÷åñêèõ  

 ãàðìîíèê äëÿ τ = 10 

3. Îïòè÷åñêàÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ôóíêöèÿ 
ñëîÿ ñðåäû 

ÎÏÔ èäåàëüíîé îïòè÷åñêîé ñèñòåìû ïðè íà-
áëþäåíèè ÷åðåç òîëùó ìóòíîé ñðåäû åñòü ïðåîáðà-
çîâàíèå Ôóðüå îò ðàñïðåäåëåíèÿ îñâåùåííîñòè 
E(ρ) â ïëîñêîñòè èçîáðàæåíèÿ ñâåòÿùåéñÿ òî÷êè, 
ðàñïîëîæåííîé íà îñè îïòè÷åñêîé ñèñòåìû: 

 ( ) ( ( , ,
2

2 2
e e
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i iO
T E d L r d

∞ ∞

− −

−∞ −∞

π
= ρ = μ ρ∫ ∫

p p
p

ρ ρρ) )  (29) 

ãäå O – îòíîñèòåëüíîå îòâåðñòèå ñèñòåìû; μ = cosθ = 

= ( ) ,

2
1 s− ρ  s – ðàññòîÿíèå îò âûõîäíîãî çðà÷êà 

äî ïëîñêîñòè àíàëèçà èçîáðàæåíèÿ; ρ – ðàññòîÿíèÿ 
äî òî÷êè èçîáðàæåíèÿ â ïëîñêîñòè àíàëèçà îò îï-
òè÷åñêîé îñè. 

Äëÿ ââåäåíèÿ ÎÏÔ ñèñòåìû âèäåíèÿ íåîáõî-
äèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè (èçîïëà-
íàðíîñòè) èçîáðàæåíèÿ ê ñäâèãó îáúåêòà â ïëîñêî-
ñòè ïðåäìåòîâ, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå íåñïðàâåäëèâî 
ïðè ðåãèñòðàöèè óãëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÿðêîñòè  
â îäíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà [15]. 
Ïîñêîëüêó äëÿ îïðåäåëåíèÿ ÎÏÔ â êà÷åñòâå îáú-
åêòà áåðåòñÿ ñâåòÿùàÿñÿ íà îïòè÷åñêîé îñè òî÷êà, 
òî L(r, μ) åñòü ðàñïðåäåëåíèå ÿðêîñòè îò ÒÈ-
èñòî÷íèêà, îïðåäåëÿåìîå èç êðàåâîé çàäà÷è (1). 
Ñìåùåíèå òî÷êè â ïëîñêîñòè ïðåäìåòîâ ïðèâîäèò  
ê èçìåíåíèþ r, ÷òî íàðóøàåò óñëîâèå èçîïëàíàðíî-
ñòè. Îäíàêî äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òðå-
áóåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ èçîïëàíàðíîñòè ñ íåêî-
òîðîé òî÷íîñòüþ, ïîýòîìó ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ 
çîí èçîïëàíàðíîñòè [15], â ðàìêàõ êîòîðûõ ïðîâî-
äèòñÿ ïîñëåäóþùèé àíàëèç ÎÏÔ. 

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå â âèäå (3) â âûðàæåíèå 
äëÿ ÎÏÔ (29), ïîëó÷èì 
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Ïîëå çðåíèÿ ñèñòåìû îáû÷íî ñóùåñòâåííî ïðå-
âûøàåò ðàçìåðû îáúåêòà, è â ïðåäåëàõ ìàëûõ óãëîâ 
ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ìîæíî çàìåíèòü íà ôóíêöèþ 

Áåññåëÿ (cos ) ( ),0kP J kθ ≈ θ  ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè îñå-

âîé ñèììåòðèè ñèñòåìû ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ïðåîáðà-
çîâàíèÿ èíòåãðàëà â (30): 
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ãäå â ïðèáëèæåíèè ìàëûõ óãëîâ èñïîëüçîâàíî 
îáû÷íîå äëÿ ïàðàêñèàëüíîé îïòèêè äîïóùåíèå 

/sin tg sθ ≈ θ ≈ θ = ρ  è ó÷òåíî, ÷òî ìàëûì óãëàì ñîîò-

âåòñòâóþò ÷ëåíû ðÿäà (3) ñ áîëüøèìè íîìåðàìè. 
Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå ïðèâîäèò ê âûðàæå-

íèþ äëÿ ÎÏÔ ñèñòåìû âèäåíèÿ 

 ( ) ( ).
2

4
k ps

O
T p C r

=

π

=  (32) 

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðàñ÷åòîâ íîð-
ìèðîâàííîé ÎÏÔ ñèñòåìû âèäåíèÿ â îïèñàííîì  
â äàííîé ñòàòüå ðåøåíèè ñ ìàëîóãëîâûì ïðèáëèæå-
íèåì: ñïëîøíîé ëèíèåé íàíåñåíû çíà÷åíèÿ ÎÏÔ 
ïî ïðåäëàãàåìîìó ìåòîäó, ïóíêòèðíîé – â ìàëîóã-
ëîâîì ïðèáëèæåíèè. Ïðè ðàñ÷åòàõ ïðèíÿòî s = 1. 
Âåðõíèå ãðàôèêè ñîîòâåòñòâóþò îïòè÷åñêîé òîëùå 
τ = 1, íèæíèå – τ = 4.  

 

 

 Ðèñ. 4. Íîðìèðîâàííàÿ ÎÏÔ ñëîÿ ìóòíîé ñðåäû 
 

Âèäíî, ÷òî ó÷åò äèñïåðñèè ïóòåé ðàññåÿííûõ 
ôîòîíîâ ñíèæàåò çíà÷åíèÿ ÎÏÔ â çîíå íèçêèõ 
ïðîñòðàíñòâåííûõ ÷àñòîò. 

7*. 
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Âûâîäû 

1. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ ÓÏÈ ïîçâî-
ëÿåò îïðåäåëèòü ïîëå ÿðêîñòè ÒÈ-èñòî÷íèêà ñ ó÷å-
òîì ìíîãîêðàòíûõ ïåðåîòðàæåíèé â ïðåäåëàõ ïîë-
íîãî òåëåñíîãî óãëà. Âûäåëåíèå ìàëîóãëîâîé ñî-
ñòàâëÿþùåé ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî ïðîñòî ðåøèòü 
çàäà÷ó ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè, òàê êàê îñòàâøàÿñÿ 
ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé è íå ñîäåðæèò îñîáåííî-
ñòåé. 

2. Ïðîäåëàííûé àíàëèç ïîêàçàë ñóùåñòâåííîå 
çíà÷åíèå ó÷åòà ïðîñòðàíñòâåííûõ è óãëîâûõ îñî-
áåííîñòåé ðåøåíèÿ â çàäà÷àõ òåîðèè ïåðåíîñà ñ ïðî-
èçâîëüíîé òðåõìåðíîé ãåîìåòðèåé. 

3. Âûÿâëåíî (ñì. ðèñ. 3), ÷òî ðàñ÷åòû ÿðêîñòè 
ñâåòîâîãî ïîëÿ â ìàëîóãëîâîì ïðèáëèæåíèè íå-
ñêîëüêî çàâûøàþò ðàñ÷åòû ïîëÿ ðàññåÿííîãî âïå-
ðåä èçëó÷åíèÿ â çîíå «áîëüøèõ» (áîëåå 30°) óãëîâ, 
÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ïðåíåáðåæåíèåì â ìàëîóãëîâîì 
ïðèáëèæåíèè äèñïåðñèåé ïóòåé ðàññåÿííûõ ôîòîíîâ. 
 4. Âëèÿíèå äèñïåðñèè ïóòåé ðàññåÿííûõ ôîòî-
íîâ íà ÎÏÔ (ñì. ðèñ. 4) ñêàçûâàåòñÿ íà ìàëûõ 
÷àñòîòàõ, óìåíüøàÿ åå çíà÷åíèÿ. 
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V.P. Budak, O.P. Melamed. Improved method of spherical harmonics for determination of the scatte-

ring function for a point of a turbid medium layer. 
The solution method of the radiative transfer equation (RTE) for a point unidirectional source (PU-

source) is developed on the basis of the spherical harmonics method. The convergence acceleration of the 
method is achieved by the subtraction from the solution of a small angle component containing all the solution 
singularities, thus the rest of the solution is a smooth function. The scale transformation is applied to mainte-
nance of the solution stability at increasing optical thickness. The numerical calculations have allowed obvi-
ously discovering the physics of the small angle approximation: the neglect of a variance of the trajectory 
length of a scattered photons and backscattering. 


